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Centralt innehall

Begreppet geometrisk summa

Linjar optimering

Geometrisk
summa och
injdr optimering

Inledning

I mdnga tester ingdr att se monster. Det kan ske genom att bestimma nésta tal i en serie av tal,
tex.1,4,7,10, ..7 Talen dr ordnade efter nagon regel. Hir far vi ndsta tal genom att addera tre
till det féregdende. Talen bildar en talféljd, i detta exempel en aritmetisk. | talféljden 1, 4, 16,
64, .7 far vi ndsta tal genom att multiplicera det féregadende med fyra. En sddan talféljd kallas |
geometrisk. Att kdnna till den och hur man summerar tal i en sddan féljd har ekonomiska till-
limpningar. Regelbundna insattningar pa ett bankkonto med konstant rdntesats ger upphov
till en sddan foljd.

Ett annat omrade som har ekonomiska tillimpningar dr linjar optimering. Har géller det att
under givna férutséttningar séka storsta eller minsta virde fér en funktion.

Din forsta uppgift |
Lisa sparar under ett &r 1 000 kr per manad p4 ett konto med arsrintan 2,0 %. Hur mycket
pengar finns pa kontot efter den 12:e insattningen?
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1.1 Geometrisk summa ) e

Geometrisk talfoljd

Enligt en gammal legend lovade en rik furste att uppfinnaren av schackspelet skulle fa 6nska sig
vad han ville. Uppfinnaren begérde da att f4 1 vetekorn pa schackbradets forsta ruta, 2 pa den
andra, 4 pa den tredje, 8 pa den fjarde osv. Ett schackbride har 64 rutor.

Talen 1, 2, 4, 8 osv dr uppstillda i en bestdmd ordning enligt en given regel och kallas fér en
talféljd. Talen i foljden brukar bendmnas element. Om kvoten mellan ett element och det
ndrmast foregaende dr konstant dr det en geometrisk talféljd.

1,1-2',1-2%,1-23, ... dr en geometrisk talféljd med kvoten 2 och forsta element 1. Om vi

betecknar kvoten med k och elementen med a, a., a

T T kan vi allmant skriva talfoljden

a'I

a,=a, k

a,=ayk=a kk=a-k
a,=ayk=a k>k=a -k’

a=a k=a -k
n-1 1

n

Vikan ange det n-te elementet pa tvd sitt, antingen genom formelna =a__-keller
genom formelna_=a, k™.

Den férsta formeln ar en rekursionsformel dar det n-te elementet bestdms med hjilp av
det ndrmaste féregdende. For att kunna anvinda den maste vi kdnna till nigot element i
talfoljden samt kvoten.

Den andra formeln ar en sluten formel dér det n-te element direkt kan bestimmas
med hjélp av det férsta. Vi méste i sa fall kdnna till det forsta elementet a, och
foljdens kvot k.

GEOMETRISK TALFOLID

Fér en geometrisk talféljd giller atta =k-a_,, n=1, 2, 3... Talet k kallas foljdens kvot.
En sluten formel for det n-te elementetdra =a -k"-'.
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Geometrisk talfoljd
Bestdm en rekursionsformel och en sluten formel for talféljden 54, 36, 24, 16, ...

LOSNING:
Vi bestdmmer kvoten mellan elementen for att Gvertyga oss om att det dr en geometrisk talféljd.
36_2 24_2 16_2
54 3'36 3'24 3
Alltsé 47 k = =

3

En rekursionsformel dr a=

w N

En sluten formel ar a = 54- (—)

SVAR: a=

w [N

‘a_,a,=54och an=54-(—)

Element i geometrisk talfoljd
Vilket &r det femte elementet i en geometrisk talfoljd dar a, = 8 och k =37

LOSNING:
Vianvénder formelna =a-k"'medn=>5, a,=8ochk=3.
a,=83'=643

SVAR: Det femte elementet dr 648.

Kvot i geometrisk talfoljd
Vilken kvot har en talféljd ddr férsta elementet &r 5 och det sjunde elementet 4r 3207

LOSNING:
Kvoten kan bestimmas med formelna_=a,- k"' med a,=320 och a, = 5. Det ger
potensekvationen

320=5 k¢ Dividera i bada led med 5.

k=64 Upphdj bada led i 1/6.

k =+64"¢ Eftersom potensen 4r jéim-n finns det bade en positiv och en negativ rot.
k=42

SVAR: Kvoten idr 2 eller —2.
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1003

1004
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1006
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KAPITEL 1;

I en geometrisk talfoljd ar forsta
elementet a, = 6 och kvoten k = 4.
Bestam

a) det andra elementet
b) det tredje elementet
c) det sjunde elementet

d) det tionde elementet

Ange en rekursionsformel och en

sluten formel for talfoliden 4, 6, 9, ...

Bestam de fem forsta elementen i
en geometrisk talféljd som beskrivs

av formeln
3
a’) aﬂ:Z'alkl’ al = 2

b) a,=5-0,1""

Vilken kvot k har en talfoljd dar
a) a,=2ocha, =18

b) a, =2 ocha, =1250

c) a,=4ocha, =05

d) a,=3ocha, =-729

Undersok om foljande talfoljder dr
geometriska? Ange i sa fall kvot och
nésta element i talfoljden.

a) 2,18, 162, ...
b) 2,4,6,8, ...
) 1,-4,16, -64, ...

d)1233 £
16’

Bestdm de fem forsta elementen i
talfoljden som beskrivs av formeln
a=3.2""

Bestam a i talféljden

a) a =3""!

b) a, =6- (%)nl
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1008

1009

1010

1011

1012

1013

1014

Antal vetekorn pé varje ruta i
legenden om schackspelet utgor en
geometrisk talfoljd.

a) Ange foljdens forsta element.
b) Vilken ir kvoten k?

c) Bestim en sluten formel for
foljdens n-te element.

d) Bestam antal vetekorn pa den
sista rutan.

Vilket dr det attonde elementet i en
geometrisk talféljd om a,= 36 och
a,=324t @

Vilket r det sjitte elementet i en
geometrisk talfljd om a, = 24 och
a,=3?

Ange de tre forsta elementen i den
geometriska talfoljd dir a, = 243 och

a,=729. @

Formulera ett problem som kan 16sas
med formeln a = a-k" dir
a=5000,k=1,030chn=5.

For en geometrisk talfoljd giller
rekursionsformeln a = (-3)-a_,
a,= -2. Bestdm en sluten formel f6r
den foljd som bildas av elementen

az, (14, (16,

I en geometrisk talfoljd dr a = 1 och
k =1,05. For vilka n blir a_ > 22

5
_6_
7

Lﬂ
[+ B

ul

ui

Geometrisk summa

Vi atergar till legenden om schackspelet. Hur manga vetekorn sammanlagt skulle uppfinnaren

ha fatt om han hade fatt sin 6nskan uppfylld? Schackbridet har 64 rutor och vi kan berakna det
totala antalet genom att summera alla 64 elementen i den geometriska talfdljden 1, 2, 4, 8, ..., 2%,
Om vi betecknar summan med s, dér s star fér summa och 64 for antal element i summan, far vi

S =1+2+4+8+..+2%

En summa som fas genom att addera elementen i en geometrisk talféljd kallas en
geometrisk summa. Allmant kan den skrivas som

s,=a,+ark+a k?+a - k’+. .. +a k"

Ar det f4 termer i summan dr det ganska litt att addera dem fér hand.
Ar det manga termer behdvs det en formel fér att berdkna summan.
Vi ska harleda formeln fér en geometrisk summa.

(/%_. |
“e B

s =a, +ta k+a -k’+aqkP+. . +a k" (m t
Multiplicera bada leden med k.
ks =a k+a k®+a -k +a k'+.. +a -k (2)

Subtraherar vi ekvation (2) och ekvation (1) ledvis ser vi att flertalet termer i hdgra ledet tar ut
varandra. Kvar blir den sista termen i ekvation (2) och forsta termen i ekvation (1).

ks —s =a k" —a _Bryt uts iVLocha iH.L
n n 1 1 = _n 1

Sn(k—'|)=a1(k”—'|) " Divideramed k— 1, k=1.
a(k™1)

s A ck#1

" k-1

GEOMETRISK SUMMA

| en geometrisk talf6ljd med forsta elementet a, och kvoten k

kan summan av de n forsta elementen beriknas med formeln

J—a(k L Jk#1

n —

Antal vetekorn pa schackbraidet
Bestdm totala antalet vetekorn i legenden om schackbradet.

LOSNING:
Totala antalet vetekorn drs ,=1+2+4+8+ ..+ 2%
Vitillampar formeln med a, =1, k=2 och n=64.
64
6 e =) =2%-1=1_810"
2-1

SVAR: Totala antalet vetekorn dr ungefar 1,8-10".
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Berikna geometrisk summa

EXEMPEL

a) 3,15,75, ... b) 24,12,6, ...

LOSNING:
a) Forstatermena, = 3
15
kvoten I<=?=5

antal termern=9
a(k"-1)

Formeins = —'?_1— ger

9
5, =360 36211464843
"5 4

b) Forstatermena, =24

~

12
k=—=0,5
kvoten 4

antal termern=9
¢ _2405°-1)
° 0,5-1

9
 _240.5°=1) _240-0.5) _ 47 90675
9 0,5-1 1-0,5

b) s, =47,90625

SVAR:a) s,=1464 843

OVAl ¢eco0oeeenecoecccecese

1015 Berikna summan av de étta forsta
elementen i den geometriska tal-
fljden dér a, = 4 och kvoten k = 2.

1016 Berikna summan av de tolv forsta
elementen i den geometriska tal-
foljden dér a, = 250 och kvoten
k =0,2. Svara med tre géllande siffror.

1017 Berikna summan av de sju forsta
elementen i den geometriska talflj-
den dir det forsta elementet ar 400
och kvoten 4r 1,03. Svara med heltal.
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1018

1019

Berikna summan av de nio forsta elementen i den geometriska talféljden

Eftersom bade tiljare och nimnare dr negativa kan vi bryta ut ~1 och skriva om summan som

Berikna summan av de tio férsta

elementen i de geometriska talfoljderna.

Svara med heltal.

a) 2,4,8, ...

3
12,3, =, ...
c) 7

b) 48, 84,147, ...
d) -5, 15, -45, ...

Berikna och svara med heltal

a) 5000 + 5000-1,04 + 5000 -1,04% + ...
+ 5000-1,041°

b) 100 + 100-0,9 + 100-0,9% + ...
+100.0,95

¢) 200-1,05 + 200-1,05% + 200-1,05° + ...

+ 200-1,05%
d) 1+08+0,8 +...+0,8*

e . - ___—___}

OVA

1021

1022

1020 Bestim summan av de tolv forsta

elementen i talf6ljden
a,=L1l-a, ,,a =500.

Avgor om summan dr geometrisk
och i sé fall berdkna den.

a) 2+4+...+20

b) 1+0,1+...+0,00001

c) 2368 —1184 + ... + 37

d) 25+ 50+ 100 + 175 + 275

Los ekvationen
x+x-1,04 + x-1,04% + ...
+x-1,048 = 2000. @)

1023

1024

1025

1026

Berikna summan av de atta forsta
elementen i en geometrisk talfoljd
dar a, =108 och a, = 8748, k>0.

a,a-k.a-k,..,a-k""'irdenn

forsta elementen i en talféljd.

a) Bestdm summan av elementen i
foljden om k = 1.

b) Visaatt for -1 < k < 1 kan
summan berdknas med formeln
s (1=K

! 1-k
Berdkna 4 + 1,2 + 0,36 + ...
+0,0000236196. @

Hur manga element innehaller en
geometrisk talféljd som har forsta
elementet 5, kvoten 4 och summan
109 22572

Problemlasning Har foljer nagra uppgifter fr dig som vill trdna problemldsning med
fokus pa geometriska talféljder och summor.

OVA Il ecceeoenonoeeccoeecescannce

1027

1028

1029

For en geometrisk talfoljd
a,a,a,..a gilleratta, <a <a,
Vad kan man séga om kvoten k?

Mindre och mindre kvadrater bildas
enligt figuren. Berdkna summan av

de forsta nio - [t
kvadraternas N i

!
ombkrets. Tl
1

Bestim )

sumiman av

¥

de tio forsta
elementen i den geometriska talfoljd

dir det forsta elementet ar 2x och det

fijarde elementet ar 2—16
5

1.0le.

1030

1031

I en aritmetisk talfoljd ar differensen
d mellan tva varandra f6ljande
element konstant. I summan

a +a,+a,+a,+a =920 bildar
termerna en aritmetisk talféljd.

De tre termerna a,, a, och a, bildar
en geometrisk talfoljd. Bestdm deras
summa. (B

Tva lysande punkter befinner sig pa
avstindet 2,00 meter frin varandra.
Punkterna forflyttar sig varje minut
mot varandra. Rorelsen beskrivs av

den geometriska talféljdena, = % a, >
a,= % Bestdm avstandet mellan

punkterna efter 10 minuter.
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UTMANING
FANTASIHOPP

| ett dataspel hoppar en

=]

groda mellan olika platser pa
jordklotet. Grodan hoppar pa
sadant satt att varje nytt hopp
ar dubbelt s& langt som det
féregédende. Hur manga hopp

I' A
Do

behover grodan for att komma
runt ekvatorn om det férsta
hoppet dar 1 m?

Ekvatorns langd dr 40 076 m.

= iy

o 7
\_.‘

Loy

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 1.1

Avgor for varje pastaende om det dr sant, falskt eller sant om (sant under vissa
férutséttningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dar det dr mgjligt.

@ | en geometrisk talfsljd 4r skillnaden mellan tva pa varandra foljande
element alltid lika stor.

500 + 500 + 500 + ... + 500 dr en geometrisk summa.
En geometrisk summa kan aldrig vara negativ.
Kvoten i en geometrisk summa kan aldrig vara mindre dn 1.

En geometrisk summa kan aldrig vara mindre dn det forsta elementet.

En geometrisk summa kan innehalla ett odndligt antal element.

Q00000

Om det for en odndlig geometrisk summa galler att kvoten k uppfyller -1 <k <1

a
sd har summan gransvirdet ——

- t;ln Svar med motiveringar
“38 finns pa lararwebben.

1.2 Kontinuerligt sparande och
annuitetslan

Bade vid sparande och vid aterbetalningar pd lan 4r det vanligt att insattningarna gors
regelbundet. Om man vill berdkna hur mycket det finns efter en ldangre tids regelbundet
sparande eller hur mycket man ska betala i rdnta och amortering har man ofta nytta av
geometriska summor.

Kontinuerligt sparande

Lat oss studera ett exempel ddr man sétter in 1000 kr varje arsskifte 20 ganger. Vi antar att
arsriantesatsen hela tiden dr 2,0 % efter skatt och att vi ska berdkna hur mycket som finns pa
kontot direkt efter den sista insdttningen. Ett omstandigt sétt dr att ta ett ar i taget, berdkna
rdntan och darefter ett nytt belopp inklusive rinta och nyinsatta pengar och upprepa det
20 ganger. Det tar lang tid!

Ett effektivare sitt dr att anvdnda en tidsaxel och féra in vad som hander ar for ar och darefter
anvidnda en geometrisk summa for att berdkna virdet efter den sista insattningen. For att
teckna vardet efter exempelvis 19 ar anvédnds den sammanlagda forandringsfaktorn 1,02,

0 5 10 15 19  Ar
] 1 [ | 1 1 1 | 1 1 1 | [ 1 ] -
T T T T »
1000 » 1000 1,02
1000 » 1000 -1,02'
1
1000 » 1000 1,027
3 I
' 1
1000 »! 1000 1,022

1000 3 1000 1,02
1000 | 1000

Observera foljande vasentliga punkter:
m | figuren ritas inte samtliga pilar ut men det finns 20 insdttningar a1 000 kr.
m Om man gor 20 insittningar har det gatt 19 ar mellan den forsta och den sista insdttningen.

m Vi betraktar inséttningarna var for sig och bestimmer hur vérdet av varje inséttning har
forandrats under aktuellt antal ar.

m Den sista insédttningen har inte resulterat i ndgon ranta eftersom vi bestdmmer det
sammanlagda vérdet direkt efter den insattningen.

m Till hoger om den streckade linjen star samtliga varden som ska summeras.

m Summan av alla inséttningars vdrde blir en geometrisk summa med 20 vdrden,
1000 kr som startvarde och 1,02 som kvot.
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Viberdknar vardet med formeln fér geometrisk summa, dér startvdrdet a =1 000, OVA | seececescccecescnoccsee OVA Il eecoesocecebonececcone
kvoten k = 1,02 och antalet viarden n = 20: g
a( /("_1) i 1032 Lucias fordldrar inleder ett sparande 1037 Hur mycket hade Klas i exemplet
S= = ? for sin dotter pd hennes ettarsdag Kontinuerligt sparande pa s. 20 haft
s=1000+1000-1,02+1000-1,022+...+1000-1,02'*+1000-1,02” = i son.l ir.,lfalle.r Vi.d nyar. De Séi;(ter vid pd kontot (:m han hade Sa‘.[t .in hela
1000(1.02°1) ' ' ' varje arsskifte in 2 000 kr pé ett beloppet pa 6 000 kr samtidigt och
= " 94297 konto som forvéntas ge 4 % rénta vid en tidpunkt precis 5 ér efter den
1021 efter skattekostnader. Hur mycket forsta inbetalningen? Jamfor med
De 20 insdttningar pa sammanlagt 20 000 kr har vaxt Inséittning | Insatt belopp | Slutvirde finns det pé kontot efter insdttningen resultatet fran exemplet.
till ungefédr 24 300 kr pa 19 ar om rintesatsen hela L (kn (ko) pa hennes 19-arsdag? )
perioden 4r 2,0 %. 1 1000 1000 - 1,02 1038 Mona har ett bankkonto, dir hennes
Ett annat satt att illustrera samma exempel dr att L 1000 Lt 1033 SHlis mycieniirios Get pé. et:[ konlto o Iunorn.lor h?r sattin 1000 krnvarje .
anvédnda en tabell. Den illustrerar ocksa hur varje 3 1000 1| 1000s1.0 U : 'manﬂspararnl 000 kr Var)e‘ arsskifte drsskifte franﬂdet a:[ onsHORdes/
tusenlapp vixer som mest upp tll 19 &r. | tabellen skrivs i65ar? B.erakna \Tardet direkt efter dess att hon ar.19 ar. San‘lm?nla‘gt har
inte samtliga vdrden ut men det finns (precis som i 18 LAY Too0] S0 Slen“65:e 1nbet°aln(1)ngen och meden ormor hl.l.nmt 1:ned 20 mnsat tmngaf.
figuren med pilarna) 20 inséttningar a1 000 kr. | den I 00 L0 ANSTAMIESARRATIL SHesiats I\IIC?r h(/ilona.ar 2.5 o de't vill s?)ga;ﬁex o
hogra kolumnen stir de virden som ska summeras. 2 1000 | 1000 1034 DPeter sparar varje arsskifte 1200 kr i e S

EXEMPEL

Kontinuerligt sparande

Klas sparar 500 kr varje arsskifte under 12 ar pa ett fondsparande med en drsridnta pd 6 %.

Hur mycket har han pa sitt fondkonto direkt efter den tolfte och sista inbetalningen?

LOSNING:

Klas gér sammanlagt tolv inséttningar. Arsrantesatsen ar 6 %. Forandringsfaktorn blir 1,06.

av sitt studiebidrag under gymnasie-
tiden. Arsrintesatsen ar 2,2 %

efter skatt. Hur mycket har han
inklusive rénta direkt efter den 3:e
insdttningen?

1035 Ett fondsparande ger arsrantan 4,8 %
efter skatt. Hur mycket finns det pa
kontot efter den sista insdttningen
inklusive rdnta om man sdtter in

fram till att hon ska sitta in 2 200 kr

1039

hon pengarna till en ny lagenhet.
Hur mycket har hon pa sitt konto dé
om drsrintesatsen hela tiden varit
3,5 % efter skatt? @

Hur mycket méste Johan spara
varje ar for att ha 50 000 kr efter
den tjugonde insittningen om
arsrintesatsen hela sparperioden ar
4 % efter skatt?

uppgift. Hjilp honom att berdkna

s Y- . 5000 kr varje ari 18 ar? 1040 Johan funderar pa vad han skulle
|br|t|a|1r eE t: sa>;e (m(l:n eF geir br.a med ] 0 :  peald , A_[ i ) ar vill Kani behova sitta in vid ett enda tillfille
tabe o? sd) oc_ mar .erarnlnsat.tnmgarna oc o ! :5 T 1036 arloarn, som ar 1? ar,. vi ? ett kapi- £5r att ha 50 000 kr tio &r senare med

deras vdrden vid det sista arsskiftet. Den forsta o ’ tal pa 100 000 kr till sin 50-arsdag. . —
I, ) ) 500 » 5001,06' - o samma réintesats som i foregdende
insdttningen har funnits pa kontot i elva &r. 500 | > 500 1,069 Hon gor en berdkning och kommer

Summan av inséttningarnas virde tecknas och
formeln fér geometrisk summa anvinds for att
bestdmma det sammanlagda vardet.

5=500+500-1,06+500"1,062+..+500-1,06°+500-1,06"=

SVAR: Klas har 8 435 kr pa kontot.

KAPITEL 1 ; GEOMETRISK SUMMA OCH LINJAR OPTIMERING

500 »| 500 - 1,062

500(1,06"—=1)
1,061

500 ¥ 500 1,06
500 | 500

=8435

pa ett konto varje ar frén det aret hon
fyller 20 ar till och med det aret hon
fyller 50 ar. Mariam raknar med att
arsrantesatsen hela tiden ar 2,5 %.
Kommer Mariam att lyckas med sin
maélsattning?

1041

det.

Ge ett problem som kan 16sas

med hjélp av ekvationen

1500(1,03* - 1)
0,03

= 50 000.

KAPITEL 1 ; GEOMETRISK SUMMA OCH LINJAR OPTIMERING
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EXEMPEL

Nuvirde, slutviarde och annuitetslan

For att gora berdkningar pa annuitetsldn ar det bra att kinna till begreppen nuvérde och
slutvdrde. Ett nuvirde beriknas genom att korrigera ett kommande varde med en procentuell
nedrikning som kan motsvara inflationen (penningvérdets forsamring) eller ranta. Ett slutvérde
dr det vdrde som fas i slutet av den period man studerar.

Ett exempel som illustrerar begreppen kan se ut s& hir. Mia &r tio &r och hennes féréldrar har
lovat att ge henne 5 000 kr pa hennes femtonarsdag fér att hon ska kunna képa en moped eller
spara pengarna till sitt kérkort ndr hon fyller 18 &r. Om pengarna skulle placeras pa ett sparande
skulle rantan hela perioden vara 3 %.

Nuvirdet dr det belopp som behdvs idag for att vaxa till 5 000 kr inom fem 4r.
Om beloppet idag dr x kr far vi ekvationen

x+1,03°=5000

Nuvérdet fés alltsd genom att dividera 5 000 kr med férandringsfaktorn 1,03°.
5000 kr

—~4313kr
1,03

Om Mia bestimmer sig for att spara pengarna till sitt kor- 000 A | | |

kort kan hon berdkna slutvirdet av 5 000 kr under perioden  sgood |+ L |

fran 15-arsdagen till 18-arsdagen. D4 ska hon multiplicera 4000~ | { f—+-Slut—|

. 5000kt | virde

beloppet med férandringsfaktorn 1,03°. 3000-|—Nuvérde —far femi—| |
2000+ t 1 g 4 $ 4 3 |

5000kr - 1,03*=5 464 kr 1000 |

Diagrammet illustrerar begreppen. e f L o >

Berakna nuvardet

Ulrik har lanat pengar av Per-Olof och har lovat att betala 20 000 kr om tva ar men Ulrik har
ovéntat lyckats tjdna lite extra pengar och vill betala skulden med detsamma. Hur mycket
ska han betala for att virdet ska motsvara 20 000 kr om tva &r om man rdknar med en
inflation pa 2,5 %?

LOSNING:

Berikningsmissigt 4r det ingen skillnad om det ar en inflation eller en kalkylerad rdnta pa 2,5 %.

Inflationen motsvarar en férandringsfaktor pa 1,025.
Ulrik ska betala nuvérdet av 20 000 kr:

20000 kr

W'z19036 kr

sVAR: Ulrik ska betala 19 036 kr till Per-Olof.
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EXEMPEL

Ett annuitetsldn innebdr att varje inbetalning ar lika stor. Det betyder att summan av amortering

och rénta dr konstant. | bérjan, ndr skulden dr hdg, 4&r amorteringarna lagre eftersom man har hégre

rdntekostnader men efterhand som skulden minskar 6kar amorteringarna eftersom riantekostna-
derna minskar.

Vid berdkningar av delbetalningar av ett annuitetslan, tecknas vérdet av lanet pa slutbetalnings-
dagen, det vill sidga slutvdrdet. Detta virde ska vara lika stort som motsvarande slutvarde av
samtliga inbetalningar pa lanet. | de tva féljande exemplen visas hur berdkningarna utfors.

Annuitetslan med givna inbetalningar
Kerstin ska lana pengar till att kdpa en hast. Hon bedémer att hon kan betala 10 000 kr varje ar
och vill betala av hela ldnet pa fem dr. Rantesatsen dr 5 %. Hur mycket har Kerstin rad att lana?

g tlAo 0 1 2 3 4 5 A
Eftersom Kerstin vill betala lika mycket varje ar dr i —>
annuitetslan fdmpligt. Vi ritar en tidsaxel och later X T > x1.05°
den dversta pilen motsvara slutvardet av lanet 10000 | >i 10000 +1,05¢
efter fem ar och de andra pilarna motsvara 10000 ,’_1! 10000 1,057
inbetalningarnas virde vid samma tidpunkt. 10000 ,i 10000 - 1,05
Eftersom ldnets storlek dr obekant sitter vi 10000 —3>i 10000 1,05

virdet till x kr. 10000 | 10000
Virdet av lanet pa x kr dr fem ar senare x - 1,05°.

Virdet av alla inbetalningar efter fem ar kan enligt figuren skrivas
10000(1,05°-1)

10000 +10000 - 1,05 +10 000 - 1,05*+ 10 000 - 1,05+ 10000 - 1,05*= 1.05-1

Eftersom inbetalningarnas vdrde ska motsvara lanets vérde efter fem ar far vi ekvationen
x-1,05°=55256
55256
X="
1,05
x =43 295

Observera att rantekostnaden blir 50 000 kr — 43 295 kr_= 6_705_kr i

SVAR: Kerstin kan |dna 43 295 kr,

KAPITEL 1; GEOMETRISK SUMMA OCH LINJAR OPTIMERING

= 55256
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EXEMPEL

Annuitetslan med given slutsumma

Amanda ska lana 100 000 kr med en inbetalning per 4r tio r framat. Hon vill att rdnte-
kostnaderna och amorteringarna tillsammans ska vara lika mycket vid varje inbetalningstillfalle
och viljer darfor ett annuitetslan. Hur mycket ska Amanda betala per ar?

LOSNING: .
Vi ritar en tidsaxel och later den Gversta pilen motsvara “ L ? L 110 ';:
slutvirdet av lanet tio 4r senare och de andra pilarna 100000 »! 100000 - 1,05%
motsvara inbetalningarnas virde vid samma tidpunkt. ._i x1 -05:
Eftersom inbetalningarnas storlek dr obekant sétter vi x . : ;5 = 1 =
virdet av dessa till x kr. x -;i
Virdet av lanet efter tio &r &r 100 000 - 1,05" = 162 889 -,.E x 1,052
Virdet av alla inbetalningar dé det gatt tio ar kan skrivas x P x 1,05
X+x-1,05+x-1,0524+x 1,09+ ... +x-1,05= s s
=&'OSH =x-12,5779

1,05-1

Eftersom inbetalningarnas varde ska motsvara lanets vérde vid samma tidpunkt far vi ekvationen
x 12,5779 =162 889

.62 889
12,5779

~ Observera att den;mmanlagda kostnaden pa tio &r blir 129 500 kr
och att rantekostnaden ddrmed dr 29 500 kr.

=12950

SVAR: Amanda ska betala 12 950 kr per ar.

Betalning (kr) ‘L

Eftersom 5 % ranta p4 100 000 kr &r 5 000 kr 13000 |
kommer Amanda det forsta dret amortera 12000 -
12950 kr — 5 000 kr =7 950 kr. 11000 4
10000
Direfter har skulden minskat till 92 050 kr, vilket 9000
innebdr att rantekostnaden nista ar blir lagre. 8000 m
Darmed blir amorteringen hogre eftersom summan 70007
hela tiden dr 12 950 kr. 8000 N
5000~
Diagrammet visar andelen amortering och rénta vid 40001
varje betalning. Summan av de réda staplarna ar 3000}

100 000 kr medan summan av de gréna staplarna 2000

ir den totala rintekostnaden. Den dr 29 500 kr

eftersom Amanda sammanlagt betalar 129 500 kr. 001 2 3 4 5 6 7 8 9 104
I Ranta W Amortering

1000+
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I uppgifterna 1042-1045 ska du rdkna med
en férandringsfaktor pa 1,05 per ér pa de
aktuella kapitalen.

1042 a) Vad 4r slutvirdet under en tioérs-
period om nuvérdet dr 5 000 kr?
b) Vad ar nuvirdet under en tioars-
period om slutvirdet ar 5 000 kr?

1043 Om fem ar ska Adrian fa ett engangs-
belopp pa 15 000 kr i pension.

a) Vad dr virdet av beloppet idag?

b) Vad ar virdet av beloppet om tio
ar?

1044 Gustaf ar skyldig Katarina 25 000 kr
som ska betalas om tre ar. Vad bor

Gustaf betala idag om han vill géra
sig skuldfri?

1045 Valdemar har lovat att betala sin
bror 10 000 kr &r 2015 och 20 000 kr
ar 2020. Vad dr det sammanlagda
virdet av hans betalningar ar 20252

OVA Il coocoeenececconcooenceoe

1046 Randi har lanat pengar och har
avtalat om att betala 1 000 kronor
per ar fem ganger med den forsta
inbetalningen om ett 4r. Riantesatsen
kan antas vara 4 %.

a) Vad dr virdet av inbetalningarna
om fem ar (slutvardet)?

b) Vad ér virdet av betalningarna
idag (nuvirdet)? (®

@\ Ord och begrepp
2 ol pa avsnittet

1047

1048

1049

-l

i m.ll}__ |
T2

Karim vill lana pengar for att kunna képa
en liten studentlédgenhet. Han bedémer
att han kan betala 30 000 kr varje ar och
vill betala av hela lanet pa tio ar med

den forsta inbetalningen efter ett 4r.
Arsrantesatsen ir 6 %. Hur mycket har
Karim réd att lana om han betalar rinta
och amortering en gang per ar?

Alina vill lana 250 000 kr med en
inbetalning per ar tjugo ar framat.

Hon vill att rdntekostnaderna och
amorteringarna tillsammans ska vara
lika mycket vid varje inbetalningstillfalle
och viljer dirfor ett annuitetslan. Hur
mycket ska Alina betala per 4&r om den
forsta inbetalningen gors efter ett &r?
Arsrintesatsen ir 5 %.

Karolina tar ett annuitetsldn pa fem &r
med érsvisa inbetalningar, den forsta efter
ett ar. Lanebeloppet dr 200 000 kr och
med arsrantesatsen 4,8 %.

a) Hur mycket ska Karolina betala per ar?

b) Hur mycket har hon betalat i ranta
sammanlagt

KAPITEL 1; GEOMETRISK SUMMA OCH LINJAR OPTIMERING
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1.3 Linjar optimering
REFLEKTERA OCH DISKUTERA 1.2 _ . — .
Ett foretag erbjuder tvd typer av tjdnster A och B. Respektive tjanst inbringar olika vinst men tar
Avgér for varje pastaende om det &r sant, falskt eller sant om (sant under vissa dven olika lang tid att utfora. Foretaget vill nu se dver hur de kan effektivisera sin verksamhet f6r
férutséttningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dar det ar majligt. att 6ka vinsten. Det hdr &r ett exempel pd linjdr optimering. Linjdr optimering ar en matematisk

. . modell som anvéndas for att [6sa denna typ av problem och férutsitter att de faktorer som
@ Daett belopp sitts in pd ett konto vid ett barns fédelse och far vixa med

O . paverkar |6sningen kan beskrivas med linjdra funktioner.
arlig ranta till dess barnet & myndig, beriknas slutvirdet av beloppet

med hjdlp av geometrisk summa.

o L]
Med nuvérde menas att framtida kostnader eller inkomster omréknas till Omraden i planet
ett vdrde just nu. Det koordinatsystem som vi anvander ar ett exempel p3 ett plan [ T7A T ]

. . R som spanns upp av de tva vinkelrata axlarna. Eftersom vi bendmner 11
Med slutvdrde menas ett framtida virde pd ett belopp efter en eventuell P PP , . T _ I
- . , axlarna med x respektive y kommer vi i fortséttning att kalla koordi-

okning pd grund av t.ex. ranta.

|
|
natsystemet for ett xy-plan. Med hjalp av funktioner kan du rita in . :
Ett annuitetslan har samma amortering vid varje betalningstilifille. grafer. En graf delar in planet i omraden. | detta avsnitt kommer du 4 R —

x Y

-

Ett annuitetslan har samma rintekostnad vid varje betalningstillfille. bland annat lara dig hur du med hjalp av olikheter kan beskriva ||

omraden i planet skapade av rita linjer.

Q00 o o

Under avbetalning av ett annuitetslan sjunker

inbetalningarnas storlek med tiden. I kurs 2b har du bland annat arbetat med réta linjens ekvation och

N S d motiveri .
IEDJ ﬂ;irsn;z |irrz(:v\ll\$;2iar dess graf samt 10st linjara ekvationssystem dar rdta linjer ingar.

) Réta linjens ekvation pa k-form ar y = kx + m dar k anger linjens

lutning och m dr y-koordinaten for linjens skarningspunkt pa y-axeln.

w  Rata linjen
s Rita i ett xy-plan linjen
a) x=—4 b) y=3 €) y=—2x+5

LOSNING OCH SVAR: , ]
a) Forlinjen x =—4 gdller att y-koordinaten kan anta allareella varden. || #{

+
a

_ Alltsa ar linjen parallell med y-axeln med x-koordinat —4.

i
rh

) | e b) For linjen y = 3 giller att x-koordinaten kan anta alla reella varden. Alltsé &r linjen

parallell med x-axeln med y-koordinaten 3.

et
wy

c) Linjen skir y-axeln i punkten (0, 5). Vi utgar fran
(// - den nér vi markerar ndgra punkter for att dra linjen.
\r"f}’d:" S = Lutningen k = =2, innebir att for ett steg i x-led 4t
= ‘ éﬁ: = )% . hoger, andrar sig linjen tva steg nedat i y-led.

T - .
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Vi har hittills betraktat linjer ritade i ett koordinatsystem. En linje delar
planet i tvd omraden. Olikheten x = —4 beskriver omradet till hdger om

linjen x = —4 dir dven linjen ar inkluderad. Det markeras genom att dra

en heldragen linje. .

QOlikheten y < —2x + 5 beskriver
omradet till vanster om linjen

y ==2x + 5 ddr linjen inte ingar i
[

(linjen dr exkluderad). Det

markerar vi med en streckad linje. =T

Omrade i planet |
Beskriv det markerade omradet med en olikhet. IEIT ol d

EXEMPEL

LOSNING: SEESAARE)
Omrédet till vdnster om linjen y = x — 2 inklusive linjen dr markerad. I Ny

For alla punkter inom omradet gller y =x — 2.

SVAR:y>x—2 4

Tv linjer inritade i ett koordinatsystem kan skéra varandra i en punkt, vara parallella eller sammanfalla.
JA Yu Y

/TN A\

Tva parallella linjer.

=Y

\ g

Tva linjer som skér Tva sammanfallande linjer.

varandra i en punkt.

Nar vi vill bestimma skarningspunkten mellan tva linjer stéller vi upp ett ekvationssystem.

y==2X+5 o B _
Ekvationssystemet ger tva linjer som skdr varandra i en punkt
+1
N T

och &r dskadliggjort i den vénstra bilden. Skdrningen mellan de tva linjer ger | : ‘!\:\ [ : : ‘{{
upphov till fyra omraden. Vill vi beskriva de hdr omradena far vi stélla upp il i; ) |

y2-2x+5 ) A4 :
ett system av olikheter. Olikhetssystemet beskriver omradet CTTIATN

y<x+1 !'%1- - :
som 4r langst till héger i figuren, dvs. omréadet som dr till hdger om linjen L T '? I ' Y\b]

y==2x+5 och till hdger om linjen y = x + 1, inklusive linjerna.

KAPITEL 1; GEOMETRISK SUMMA OCH LINJAR OPTIMERING

EXEMPEL

Omrade i planet |l

Markera i ett xy-plan det omrade som beskrivs av féljande olikhetssystem.

y>2x-3
y<2

LOSNING:

Viritar ett koordinatsystem och ritar in linjerna y = 2x — 3 och y = 2.
Eftersom det endast ar olikhetstecken (6ppen olikhet) streckmarkerar
vi linjerna. y > 2x — 3 beskriver omradet till vanster om linjen

y=2x -3 ochy <2 omradet nedanfér linjen y = 2.

Lésningen pa olikhetssystem ar de
punkter som uppfyller bada olikheterna,
dvs. omradet nedanfdr linjen y = 2 och
till vanster om linjen y = 2x - 3.

Vi skuggar omrédet.

OVA | 0600000000000000000000 0

1050 Rita ett xy-plan och 16s grafiskt

1051

olikheten
a) x<3

c)yzx—1

b) y>0
d) y—2x<0

Beskriv a) [ Ngg
med en

olikhet det
markerade

omradet

b)|

JUI T
N
N

1052
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Markera i ett koordinatsystem
foljande omraden

{x>3

a)

y<-l
x=3

b {y< x-1

{y>3x

c)
y<—x
y<3-x

9 {yz—l
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Gruppaktivitet

UTTRYCKS VARDE PA SLUTET OMRADE

1053 Beskriv det markerade omradet med
ett system av olikheter

[24 y-2x

= ;F

p—
e
A
.
-~

1054

I teoritexten pd s. 28 ér ett av de fyra
omriden som skiarningen mellan linjerna
y=-2x+5o0ch y=x + 1 ger upphov till
angivit med ett olikhetssystem. Beskriv de
ovriga omradena med olikhetssystem.

OVA Il cecececenenoooeenooeeese

1055

1056

1057

1058

1059

Beskriv med ett system av olikheter
det markerade omradet.

BERERER
| Il S L | '?*?*’
dog] — i ..I }
|
5

.
v

1

|
P 1
I3 4 | 1
=1

a) Rita ett xy-plan och dra de fyra linjerna
y=-2,y=3,x=-lochx=4.

b) Beskriv med ett olikhetssystem omradet
som begrénsas av de fyra linjerna.

y<3
Markera i ett xy-plan omradet{ y>x
y>-x

Beskriv med ett system av olikheter
omrédet som begrinsas av linjerna
x=-2,y=2x+1lochy=4-x

y>x-2
Los grafiskt 1 y<2x+1
y<—x-1

| den har dvningen ska ni underséka vérdet av uttrycket 2x + 3y ndr (x, y) dr punkter i
xy-planet i ett omradde begrénsat av en sluten polygon i form av trianglar, fyrhérningar och
femhdrningar. Vilka slutsatser kan ni dra?

Wl =

“.

30
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Storsta och minsta varde i ett omrade

Att |6sa ett linjdrt optimeringsomrdde innebir ofta att man soker stérsta eller minsta vérde fér
en funktion i tva variabler under vissa bivillkor. Vi bérjar med att titta pa ett exempel for att
forsta vad en funktion av tva variabler &r.

Skolans cafeteria séljer tuggummi for 1 krona styck och sma chokladbitar fér 2 kr styck.

Anta att de sdljer x tuggummi och y chokladbitar per dag. Deras intakt blir ddx-1+y-2=x+2y.
Detta dr en linjdr funktion i tvd variabler. L4t oss beteckna den med F(x, y). | detta exempel

ar F(x, y)=x+2y. Vdrdet av F(x, y) beror bade pdx och y. Fér x=10 och y =8 4r

F(10, 8)=10+2-8=26. Nér x och y vixer kommer ocksa virdet av F(x, y) vixa.

Cafeterian har inte plats for ett obegransat lager av tuggummi och chokladbitar. De har plats
fér sammanlagt 100 tuggummin och chokladbitar.
De har ocksa minst 10 av varje sort i lager. Vi har alltsa

A 2
begrdnsning pa det sammanlagda antalet x och y, 100-\ |- | :
dvs. x +y <100. Vi vet ocksd att x = 10 och y 2 10. i |' ‘ |
Detta dr funktionens bivillkor. Vi kan stélla upp jz_ MEEENE |
féljande olikhetssystem fér bivillkoren: 60 U -
I L1 LA
X+ y <100 iz_ \ | |
x210 20— | | |
> - |
= e ) i C10,10) | \ A (0,10)
De tre olikheterna ger upphov till ett omrade, be- 5 ' LI\

U ¥ Ll T U L L]
grénsat av tre linjer. Ritar viin omradet i ett koordinat- R e e

system kan vi konstatera att det 4r en triangel.

Vidr intresserade av vilka varden funktionen F(x, y) = x + 2y kan anta for punkter (x, y) som
tillhor det slutna omradet. Vi borjar med funktionsvirdena i hérnpunkterna.

A=(90,10) ger F(90,10)=90+2-10=110

B=(10, 90) ger F(10,90)=10+2-90=190

C=(10,10) ger F(10,70)=10+2-10=30

Forflyttar vi oss fran horn C till horn A utefter sidan AC dr y = 10. D4 &r funktionen F(x, y) =
=F(x,10) =x + 20, 10 < x < 90. Det minsta vardet (30) far vi i punkten C och det stérsta (110)
i punkten A. Alltsa dr 30 < F(x, 10) < 110.

Utefter sidan AB ar y = 100—x och F(x, y) = x + 2(100 —x) = 200 —x, 10 < x < 90. En forflyttning
fran horn A till horn B ger att vdrdet for funktionen F(x, y) 6kar fran 110 till 190.

Utefter triangelns tredje sida BC dr x = 10. Det ger att F(10, y) =10+ 2y, 10 £y < 90. En forflytt-
ning fran hérn B till hérn C ger att vardet for funktionen F(x, y) minskar fran 190 till 30, dvs.
30 < F(10, y) £190.

Vi kan konstatera att pa omradets rand far funktionen F(x, y) sitt stérsta vdrde (190) i punkten B
och sitt minsta varde (30) i punkten C.

KAPITEL 1 ; GEOMETRISK SUMMA OCH LINJAR OPTIMERING
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For att undersdka virden pa funktionen F(x, y) = x+2y 10}(;{\ <) I O L R
for alla punkter med heltalskoordinater innanfor randen 90_\ B j0.20) | | || ||
] |
|8ser viut y. Det ger y =—%+—F(—;ﬁ vilket 4r en rét linje j?) |
‘I 60 |
med riktningskoefficient k = - 5 och som skir y-axeln i 50-
Fx. ¥ 40

30+

m=— _Ritar vi in den i punkten C=(10, 10) L]
| I

kommer den att skira y-axeln i m =15, eftersom . 20 i | e

iy SIS 0 “ — .. —— \[ >I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 X

Ritar vi in linjen i punkten A ser vi att den skar for 10{)5" Tl oL

m =55. Alla punkter pa den linjen ger samma intdkt. 90-\ S

Fortsitter vi att parallellférskjuta linjen mot hérnet B
far vi for varje lage en intdkt som ér lagre dn den
maximala intdkten 190 kr. so i

Fér att bestimma storsta respektive minsta vérde for

en linjar funktion F(x, y) pa ett slutet omrade som &r en 20 1)) | ) I
: . . . . M - (10,1 | A 0,10

manghorning ricker det att berakna funktionsvardet i b S BRI EL !
hérnpunkterna. 0 —— T >
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 X

Storsta och minsta virdet

Bestim storsta och minsta vérde av funktionen _ ' JS’A | 1]
F(x, y) = 3x + 2y i den markerade fyrhérningen. 2 S R
' D@3 |

LOSNING: | || 2 .
Viberéiknarfunktionsvérdetifyrhérningensh(’jrnpunkter. A[,_3_1,I<i . | LEtan

A=(—2,1)gerF(—2.1)=3~(—2)+2-'|=—6+2=—4 ——— , —r>
B=(‘I,—1)gerF(‘l,—1)=3-1+2'(—‘I)=3—2=1 4= Jﬂ-]—\'l/{' -
C=(4,1)gerF(4,1)=3-4+2-1=12+2=‘I4 3
D=(2,3)gerF(2,3)=3'2+3-1=6+3=9

Bal-n|
21—

=3+

SVAR: Funktionens storsta véirde ar 14 och minsta varde dr —4.

Cateringforetag

Ett cateringforetag erbjuder tvé olika menyer A och B. De har kontrakt pa att varje dag leverera
minst 60 portioner av meny A och minst 15 portioner av meny B. De har resurser for att kunna
leverera 300 portioner per dag varav som mest 225 av meny A och 180 av meny B. Anta att
cateringforetaget kan leverera a menyer A och b menyer B, a och b positiva heltal. Vinsten for
meny A ir 7,50 kr och fér meny B 15 kr. Hur ska a och b viljas for att ge maximal vinst per dag?

1060 F(x, y) = 5x—2y. Bestam F(x, y) da

LOSNING:

Vi borjar med att stélla upp ett uttryck for vinstfunktionen V. Den beror p4 variablerna a och b.
V(a, b) =7,50a + 15b. Vi har ocksa tre bivillkor. De ar

60<a<225 (1)
15<b<180 (2)
a+b<300 3)
Mellan a och b rader ett linjart samband. Loser vi bA

ut b, far vi olikheten b £300—a. Vi ritar in linjen

b =300-ai ett koordinatsystem och markera de
begransningar som giller fér a och b. Alla punkter
med heltalsvarden inne och pa randen till fem- 200
horningen uppfyller de tre sambanden. Vi namn-
ger samtliga horn i femhorningen.

300

2504

150+

Vi séker den kombination (a, b) som under i

de givna villkoren ger maximal vinst. i

Viberdkna vinsten i de fem hérnpunkterna. 0
A=(60,15) ger V(60, 15)=7,50:60+15-15=675
B=(225,15) ger V(225,15)=7,50:225 +15-15=1912,50
C=(225,75) ger (225, 75)=7,50-225+ 15-75=2812,50

D =(120, 180) ger V(120,180) = 7,50-120 + 15-180 = 3600

E = (60, 180) ger V(60,180) = 7,50-:60 + 15-180 = 3150

For femhorningens rand far vi maximal vinst i hérnpunkten D.

SVAR: Maximal vinst fds ndra =120 och b = 180.

En linjar funktion F(x, y) ddr bivillkoren utgér en sluten manghérning antar
sitt storsta respektive minsta virde i nagot av manghdrningens hérn.

Ova I :
@eecccccevvenccsesnesas . 1061 Bestim det storsta och minsta virde

for funktionen F(x, y) i triangeln som
har sina horn i (=3, 1), (2,—5) och

Q) x=1,y=1 (3,4) da

b) x=-1,y=4 a) F(x,y)=x+5y

Z) x=10,y=-6 b) F(x,y)=-2x+3y
) x=-2,y=-5 : c) Flx,y)=4x—y

d) F(x,y)=3x—-7y
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1062

1063

1064

Bestim minsta varde for
F(x, y) = 2x + 9y inom den slutna
manghorningen.

Olikheterna x = -1, y > 1 och

y <5 — 2x begrinsar ett slutet
omréde. Bestam storsta och minsta
virde for funktionen F(x) = 10x + 6y
i det slutna omradet.

Christian och Erland har startat ett
Ungt Foretag som ska silja julgranar.
De har tvd sorters granar, rodgran
R och kungsgran K. De kan som
mest silja 600 granar, varav minst
80 kungsgranar. De riknar med
att salja minst dubbelt s34 manga
rodgranar som kungsgranar. Priset
for en rodgran ar 200 kr och for en
kungsgran 400 kr.
a) Still upp en funktion F(r, k)
som beskriver deras intdkter
om de siljer r rodgranar och k
kungsgranar.
b) Stéll upp bivillkoren.
c) Askadliggor i ett koordinatsystem
_ det slutna omrade som bivillkoren
bestimmer.
d) Vilket antal rodgranar (r) och
kungsgranar (k) ger storst intakt?
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1065

1066

En grupp studenter och ldrare
planerar att gora en studieresa. De
har hos en resebyré forhandlat till sig
bra priser under forutsittningar att
gruppen bestar av hogst 48 personer.
Ett annat villkor &r att gruppen
maste bestd av minst 28 personer.
Lararna maste vara minst 5 och de
far inte vara fler an 12. Lét x vara
antalet studenter och y antalet larare
i gruppen.

a) Still upp alla olikheter.

b) Vilket dr det minsta antal ldrare
som maste dka med om 20
studenter deltar?

c) Bestim storsta antal studenter
som kan delta i gruppresan om
det #r 6 lirare som dker med.

d) Rita i ett koordinatsystem
det omréde som olikheterna
genererar.

e) Kostnaden for resan ges av funk-
tionen K(x, y) = 2400x + 4000y.
Forklara med ord funktionen.

f) Hur ska gruppen vara sammansatt
for att kostnaden ska minimeras?

g) Vilken gruppsammanséttning
foredrar resebyran?

Figuren visar v A~ ]

ett mojligt sSR—T—11
omrade a A\'D ! : =<

ABCD for
ett linjart

3+ =f—

problem.

optimerings- T- _ . ‘ ‘
J

1067

a) Skriv ner de olikheter som
beskriver omradet.

b) Bestdm x och y sé att funktionen
F(x, y) = x + 2y far ett storsta
virde.

c) I punkten B har funktionen
y = kx + m ett minimum. Bestim
mojliga virden pé konstanterna
kochm.

En gatuforsiljare sdljer tva produkter
M och N. Det skuggade omradet
visar de bivillkor entreprenéren har
for sin dagliga forsiljning.

bA |
120~\ —i F——t—1 |
100_\‘4‘ H 4 4 |
o | AN\ ¢ —
60 - > 1 + i .

= N~

204 B R ] S I
0 ¥ T L) ':[ l;

0 20 40 60 80 100120 140160 a

Antag att gatuforsiljaren har m
stycken av produkt M och n stycken
av produkt N i lager.

a) Skriv ner olikheterna som
bivillkoren ger upphov till.

b) Beskriv med ord bivillkoren.

¢) Bestim vinstfunktionen V(m, n)
om produkt M ger en vinst pa
14 kr och produkt N en vinst pa
10 kr.

d) For vilka virden pa m och n far
gatuforsiljaren maximal vinst?
Ange dven vinsten.

e) Gatuforsiljaren far pa produkt M
vinsten k kronor och pa produkt
Nvinsten 10 kr. Bestim mojliga
virden pé k om vinstfunktionen V
ar maximal i punkten E.

1068 Ett chokladfabrik framstéller tvé olika
sorters choklad, L och M. De tillverkar
dagligen x kg L och y kg M, varav minst
50 kg M. De kan hogst framstilla 700 kg
och de maste framstdlla minst 450 kg.
Antalet kg av choklad L maste vara
minst dubbelt s4 manga som antalet
kg av choklad M.

a)

Stall upp alla olikheterna.

b) Rita in omradet i ett koordinatsystem

c)

Lat F(x, y) vara den dagliga
framstillningskostnaden av x kg L
och y kg M. Hur ska x och y viljas
om framstéllningskostnaden f6r L
ar 16 kr/kg och for M 10 kr/kg och
chokladfabriken vill ha sa lag daglig
framstallningskostnad som mojligt?

Bestdm vilken framstéllning av L
och M som ar mest ekonomisk om

L och M siljs for samma pris.

/(:D’ Ord och begrepp
B8 Kol pd avsnittet
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TESTER

- * GEOMETRISK SUMMA
UTMANING 1 Ien geometrisk talfoljd ar a,=2ochk=3.
STORSTA OCH MINSTA VARDE a) Bestdm foljdens tre férsta element.

TS A Al e e b) Bestim en rekursionsformel och en sluten formel fér element n.

F(x,y)=3x+4y ndr3x+2y—-18=0,
X+2y—-720,2x+y—-1020,x=00chy=0.

¢) Anvind en av formlerna for att bestimma a,

2 Ten geometrisk talfélid &ra, =~1 och k=2

a) Bestdm det tionde elementet.

P b) Bestim summan av de tio forsta elementen.

3 [ en geometrisk talfoljd 4r tredje element 120 och dttonde elementet —15/4.
a) Bestdm talf6ljdens kvot.

b) Bestim talféljdens forsta element.

3 >

. 4 Vilket element i den geometriska foljden

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 1.3 :

= |\

E] l, ... har vardet e
4" 4 108

5 Berdkna summan 500 + 500-1,1 + 500-1,12 + ... + 500 - 1,1'2 Svara med heltal.

Avgor for varje pastaende om det dr sant, falskt eller sant om (sant under vissa

o . . vl . —9.(_2y1
forutsittningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dar det &r majligt. 6 Detallminna elementet i en geometrisk talfoljd beskrivs med formeln a,=2-(-3)
a) Bestim det 11:e elementet.

@ Tvardtalinjer delar xy-planet i fyra omraden b) Bestim summan av de elva forsta elementen.

@ Grafentill en linjar olikhet i tvd variabler 4r ett begransat omrade. ¢) For vilka virden pé n blir summan s, negativ?

o B} ) d) For vilka varden pa n blir summan s _ldgre én element a ?
€ Losningen till ett system av tva linjdra olikheter ir ett slutet omrade. “ "

7 Ten bakterieodling delas bakterierna varannan minut. Hur manga bakterier kommer

@ Den linjéra funktionen F(x, y) har ett storsta och ett minsta varde. det att finnas i odlingen efter en halvtimme om det fran bérjan finns 8 bakterier.

:\r’;rsn;:?;;?w;irﬁar 8 De tre forsta elementen i en geometrisk talfoljd &r 7x + 1, 2x + 2 och x — 1.
Bestdm de tre elementen.
\ - J
"r

36
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ﬁ KONTINUERLIGT SPARANDE OCH ANNUITETSLAN

1

Emil pabdrjar ett sparande nér han 4r 20 ar. Han sétter vid arsskiftet in 5 000 kr och
tanker fortsdtta att gora det till det aret han ar 25 ar. Sparandet ger drsrintan 2,5 %
efter skatt. Hur mycket férvintas Emil ha efter den femte och sista insittningen?

Anna sitter varje drsskifte i 12 &r in 500 kr pa en fond med arsrantesatsen 3 %.
Hur mycket har Anna inklusive rinta efter den tolfte och sista insdttningen?

Barack har lovat Michelle 10 000 kr nér hon fyller 20 ar sa att hon kan képa lite
mobler till sin forsta lagenhet. Nér Michelle vill flytta redan vid 17 ars alder fragar
hon om hon kan fa pengarna i férskott. Barack svarar att hon kan fa nuvardet om
man antar att rantesatsen dr 5 %. Hur mycket kan Michelle fa ndr hon ar 17 &r?

Olivia satter pa sin 20-arsdag in 5 000 kr p4 ett konto som hon tinker sig ska fa
véxa till hennes pension. Hon vill veta slutvirdet av beloppet om hon pensioneras
vid 65 ars alder. Hjilp henne att rakna ut det. Anta dé att arsréntan ar 4 %.

Louis vill ha 50 000 kr nér han fyller 25 dr. Han paborjar dérfor ett sparande

nér han &r 15 ar och riknar med att hinna med 10 inbetalningar till sin 25-drsdag
(han gbr den sista inbetalningen pa sin 24-arsdag). Arsrintesatsen 4r 3,6 % efter skatt.
Hur mycket ska Louis sdtta in varje ar for att uppna sitt mal?

Louise har rad att betala 6 000 kr varje ar pa ett annuitetsldn med rintesatsen 6,5 %.
Hon vill vara skuldfri efter 20 inbetalningar och betalar en gang per ér, forsta gangen
ett ar efter att hon lanat pengarna. Hur mycket har Louise rad att lana?

Karl-Gustaf lanar en halv miljon till en bostadsrittslagenhet. Annuitetslanet har rante-
satsen 5,4 % med betalning en gang per r. Skulden ska betalas av pa 25 ér.

a) Hur mycket ska Karl-Gustaf betala varje ar?

b) Hur mycket har han sammanlagt betalat i rdnta ndr lanet dr helt avbetalat?

Fredrik ska betala underhallsbidrag till sin dotter till dess hon blir myndig med
21600 kr per dr. Det kommer att bli en inbetalning per ér i tio ar.
Vad ar nuvirdet av de kommande underhallsbidragen? Rékna med en ranta pa 6 %.

KAPITEL 1; GEOMETRISK SUMMA OCH LINJAR OPTIMERING

@ LINJAR OPTIMERING

1 Ivilken del av xy-planet dr uttrycket 3x — 2y + 4 negativt?

2 Markera i ett koordinatsystem de punkter som uppfyller olikheterna
x-y+2>00chx+2y-2>0.

3 Bestdm F(x, y) = 5x — 3y om
a) (x,y)=(-2,2)
b) (x,y) =(4,-1) A
¢) (%, y)=(a,2a) I :

y

T ]
4 Beskriv det markerade omrédet med olikheter /./ | ! —t—t—t
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

x}

5 Bestim storsta och minsta virde for funktionen F(x, y) = 2x + 3y dr (x, y) 4r en punkt i
den fyrh6rning som har horn i punkterna A = (3, 1), B= (4, 3), C=(2,5) och D =(1, 2)

6 Fyrhorningen ABCD begrinsar ett omréade som Y
kan beskrivas med hjilp av olikheter. 5

N
a) Stall upp olikheterna. \'\
b) Vilket storsta virde kan funktionen [~
F(x, y) = 3x + 5y anta i omradet begrinsat av - 2—\
fyrhérningen ABCD. - &
¢) I punkten C har funktionen y = kx + m ett
minsta virde. Bestim mojliga virden k och m.

7 Bestam minsta och storsta virdet av funktionen
F(x,y) =120x+ 90y ddx 210,y 220, x+ y< 84 och 2y - x > 0.

8 En leksaksaftir ska silja ut sitt lager av kulor. Det finns 300 stérre kulor och

200 mindre kulor i lager. Personalen gor i ordning pasar med kulor till frsiljning.
I pése I lagger de 10 storre och 10 mindre kulor. I pase I ligger de 15 stérre och

5 mindre kulor. For pase I rdknar de med en vinst pa 15 kr och pé pase II 10 kr.
De g6r minst 15 pésar varav minst 6 av varje sorts pase. Hur manga pasar av varje
slag ska de gora i ordning fér maximal vinst? Anta att de siljer alla pasar som de
gor i ordning.
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Blandade 6vningar

OVA |l ecneccoeecncocoenoeenoece

1 Bestdm de tre forsta termerna i en geo-
metrisk talféljd dér den tredje termen
ar 4 och den femte ér 16.

2 Bestim de fem forsta elementen i
talfoljden a, :%-an_l ,a, =162

1

3 Vilken kvot k har en talfoljd dér
a,=64ocha, =1

4 Vilket element i den geometriska tal-
foljden 2, 4, 8, ... har vérdet 512.

5 Bestim i brakform de fyra forsta ter-
merna i den geometriska talf6ljd dir

k-1
den allménna termen ar a, =8- (—Z)

6 Bestim 5000-1,035% + 5000-1,035° +
+ 5000 -1,035* +...+ 5000 -1,035"

7 Ijanuari 2001 satte Karin in 3 000 kr p&
ett sparkonto. Rantan pé kontot ér 4 %.
Karin fortsatter sedan att satta in
3 000 kr pa kontot i januari varje ar.
Vilket av alternativen nedan beskriver
hur mycket pengar det kommer att fin-
nas pa kontot direkt efter hennes insitt-
ning &r 2010 om inga uttag sker?

A 30000,04° 1)
T L0410
1n_
, 30000,04 =) 3 3509 1,041

1,04-1 o e

: 3000(1,04" -1

. . 11 Pociinaeth o et SN
E: 3000-1,04 BT

(NP Ma C vt 02)

B: 3000-1,04°
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12

Sam sitter i slutet av varje &r in 2 000 kr
pa ett bankkonto med réantesatsen

2,5 %. Hur mycket kommer det att
finnas pa kontot direkt efter den femte
insdttningen? Avrunda svaret till hela
kronor.

Paul binder under tre ar 100 000 kr pa
ett konto med fast réntesats 3,1 %.
Hur mycket pengar har Paul pé kontot
efter 3 ar.

Los grafiskt foljande system av olikheter
a) x=-3
y<4
b) y=5-Xx
y<4x
y =0
c) 1 0=sx<1
y<2-x/2
d) x+y-6<0
x—y+4>0

Beskriv det skuggade omradet med
olikheter.

(oY

4] | —
L~ r

4 :

04 T —

0o 1 2 3 4 5 ¢

M

Bestim virdet av F(x, y) = 11x + 9y da
(x, y) = (1,8, 3,4)

[STolelel=la]=]

13 Bestim minsta och storsta virde av
funktionen F(x, y) = 12x + 5y da (x, y)
ar en punkt i femhorningen med hérn i
punkterna (0,16), (1, 12), (2, 7), (4, 10)
och (6, 13).

14 Vilka omraden i grafen uppfyller

olikhetssystemen?
T
)
=) i :
5." 6 7 x

=5

2) x+2y-2<0 b) X+2y-220
x—y-3<0 x—y-3<0

0 x+2y-2<0
x—y-320

15 Nar Emilia foddes placerade hennes
farforaldrar in ett belopp i en fond.
Pa sin 18-arsdag ska Emilia ha minst
100 000 kr i fonden. Vilket ér det
lagsta belopp som farforildrarna maste
placera i fonden om de raknar med en
arlig rantesats pa 2,1%?

OVA Il eecoeecneevscscoonoon

16 Vilket omride i x+y<3
figuren beskrivs 9x+4y<2
av olikhetssystemet x—y<6

17 En affér sdljer potatis i 1 kg pasar och i
2 kg pésar. De forra ger en vinst pa

3 kr/kg och de senare en vinst pé 2 kr/kg.

Affdren onskar pa morgonen ha ett
lager pa minst 100 kg, men har inte
lagerutrymme for mer 4n sammanlagt
160 pasar. Vilken ar den storsta dagliga
vinst affdren kan rdkna med?

18 Ien geometrisk talféljd 4r det sjunde
elementet 20 och det trettonde 4r 11.
Bestim det tionde elementet.

19 6+3+3/2+..+a_ dren geometrisk
talfoljd. Bestim det forsta element a,
i serien som dr mindre dn 1/100.

20 Mindre och mindre kvadrater bildas
enligt figuren. Berdkna summan av
de forsta étta I
kvadraternas ] .
areor. i

21 Vilka punkter med heltalskoordinater
finns i omrddet som begrinsas av
X+y—3>0,x+2y—6<0o0ch
2x~y—6 < 0ixy-planet?

22 Elsa édr utlovad en gava pd 10 000 kr
pé sin 21-drsdag, men hon behévde
pengarna tidigare och fick da 9 000 kr.
Nir fick Elsa gdvan om man raknat med
réntesatsen 2,8 % fram till 21-arsdagen?
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23

24

25

26

Kalle har lange drémt om att kopa en
segelbat och behover ldna 100 000 kr
for att forverkliga sina planer. Han tar
ett annuitetslan med réntesatsen 7 %
och ska gora en inbetalning per ar
under 20 ar.

a) Hur mycket ska han betala vid varje
tillfalle?

b) Hur stor blir hans sammanlagda
rantekostnad?

Victor tar ett lan pa 115 000 kr for att
kopa en bil. Lanet ska betalas tillbaka
med lika stora varje belopp varje ar
under fyra ar. Den forsta betalningen
ska goras ett ar efter det att lanet togs.
Hur mycket ska Viktor betala varje ar
om &rsriantan ar 4,3 %?

Bestdm storsta och minsta virde av
funktionen F(x, y) = 11x + 15y under
bivillkoren x + y—96 <0, x—2y + 6 < 0,
x 215,y 224,

En glasskiosk erbjuder tva olika glass-
strutar, Strut och Lyxstrut. Strut bestér
av strut, en kula jordgubbsglass och
tvé kulor vaniljglass. Lyxstrut bestar av
strut, tre kulor jordgubbsglass och en
kula vaniljklass. I kioskens lager finns
det for dagens forsiljning 100 strutar,
glass till 210 kulor jordgubbsglass och
till 170 kulor vaniljglass. Vilket antal

27

28

29

30

Strutar och Lyxstrutar ger storsta dags-
intakt om intdkten for en strut ar 15 kr
och fér en Lyxstrut 20 kr?

I den geometriska talfoljden a, a, a,, ...
bildar elementen a,, a,, a,, ... en ny
geometrisk talféljd som har kvoten —.
Vilken kvot har den ursprungliga
foljden?

En skola har i slutet av varje ar fran och
med 2000 till och med 2012 betalat in

1 miljoner kronor till en fond. Bestim
fondens virde efter den sista inbetal-
ningen. Under de forsta fem aren var
rintesatsen 1,7 %, déarefter dndrades den
till 2,1 %.

Bertil har en pensionsférsikring. Han

kan vilja mellan att 10 000 kr betalas ut
i slutet av vart och ett av dren 2014 till
2020 eller att han far ett engéngsbelopp
i borjan av 2014. Bertil viljer det senare
alternativet. Hur stort blir beloppet om
forsakringsbolaget riknar med 2,4 %
ranta?

Matilda har rad att avvara 12 000 kr per
ar for att lana pengar till en ny bil. Hon
vill avbetala lanet fardigt innan bilen 4r
skrotfirdig och tycker att femton 4r ar
en lamplig tid. Vad fér bilen kosta om
drsrantan for billanet ar 9 %?

6VA [ 1] SP00OO000R00DO00R0000000000000000NOOOO0NO0O0OO0R0ORODROE

31

Ett lan av storleken K och med rintesatsen p % aterbetalas under t &r med lika stora
belopp m varje ar. Den forsta betalningen gors ett ar efter utbetalningen av lanet.
Bestdm en formel for beloppet m. Du kan bérja med att vilja virden pa K och p,

t.ex. K=50000kr, p=5% och t=2 ar.

Kapitelprov

sAMMANFATTNING

Geometrisk talfdljd. En foljd av tal ddr kvoten mellan ett element och nédrmast
foregaende element 4r konstant. Allmin formel for n:te elementet i en geometrisk talféljd
ar a_ =éi1-/<"_1 ddr a, dr féljdens férsta element och k 4r kvoten.

Geometrisk summa. Summan av en geometrisk talféljd kan beriknas med formlerna

k _1.I<>'I, sn:a1-1_k

S =a

n 1

k<1 déra, & summans férsta term, k 4r kvoten
och n dr antalet termer.

Nuvirde. Ett virde i framtiden som &r korrigerat till motsvarande virde idag
beroende pa kalkylerad rinta.

Slutvirde. Ett varde i slutet av en tidsperiod dir ett tidigare varde har korrigerats
beroende pa kalkylerad rinta.

Annuitetslan. Lan dar amorteringarnas storlek anpassas sa att den totala
inbetalningen inklusive rinta per tillfille dr konstant.

Linjar optimering. Metod fér att bestimma storsta och minsta varde av funktionen F(x, y)
utifran givna bivillkor. F(x, y) = ax + by &r en linjdr funktion i tva variabler.
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