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Begreppen sekant, tangent, dndringskvot och derivata for en funktion

Hérledning och anvandning av deriveringsregler for potensfunktioner samt summor av funktioner

Algebraiska och grafiska metoder for bestamning av derivatans varde fér en funktion

Inledning

Under 1600-talet studerade manga fysiker och astronomer kroppars rérelser. ltalienaren Galileo
Calilei (1564-1642) var évertygad om att dessa rorelser kunde beskrivas matematiskt och

hans arbete ledde fram till matematiska beskrivningar av kulors ldgen vid fritt fall eller i lutande
plan. Nar han studerade skrifter av den polske astronomen Nicolaus Copernicus (1473-1543),
blev han évertygad om att planeterna kretsade runt solen och att dven dessa rorelser kunde fa
sina matematiska beskrivningar. Som en foljd av att han stddde Copernicus vérldsbild fick han
husarrest av den katolska kyrkan fér resten av sitt liv eftersom han ifragasatte att varldsalltets
medelpunkt var jorden.

Johannes Kepler (1571-1630) fran Tyskland studerade ocksa planeternas banor och fann

att dessa var elliptiska. Han gav dessa rorelser'matematiska beskrivningar. Detta arbete lade
grunden for ett revolutionerande arbete inom matematiken av den engelske vetenskapsman-
nen Isaac Newton (1642-1727). Han ndjde sig inte med att beskriva kroppars positioner utan
ville ocksa hitta metoder for att bestimma deras hastigheter. Det var problematiskt eftersom
hastigheter hos de allra flesta kroppar inte dr konstanta. Nar han ville bestimma hastigheten vid
en tidpunkt, blev det en svar uppgift eftersom en hastighetsbestdmning krdvde bade en stracka
och ett tidsintervall. Féljden blev att det bara gick att bestimma medelhastigheter under dessa
intervall. Newton |9ste detta problem genom att inféra derivata. Enkelt uttryckt innebar det att
lita bade s och t vara "odndligt sma" da formeln v = s/t anvindes vid hastighetsbestdmning.

Oberoende av Newton arbetade en tysk matematiker vid namn

Cottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) med matematiska - 1 ‘ S 4
problem. Han sysslade med strikt matematiska fragestallningar (et a\\

| |' MATHEMATION

och dessa ledde fram till att han sa smaningom behévde “upp-

L

finna" derivata. Han fick 1676 ta del av Newtons metoder och
kunde med hjdlp av dessa vidareutveckla sina egna matematiska
teorier. | och med detta var férandringens matematik fodd och
det dr denna matematik som kapitel 3 handlar om.

Din forsta uppgift

Det har tvistats ldinge om vem som var férst med derivata, Newton eller Leibniz. Det ledde
ocksa till en konflikt mellan dessa tva, dir bada havdade att de var forst. Sék information om
denna tvist, hur den hanterades och hur andra vetenskapsman tog stallning i fragan.
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A d ° k t @) Teorigenomgang Om vi istéllet vill veta hur snabbt h(em) A 1] ! _ /
3 A nari "gs Vo S vattennivan stiger fran tiden 1 s till 204 : i__
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tiden 27 s ritar vi en sekant mellan
En vattenbehallare formad som en upp-och-nervand kon fylls med vatt.en ey a— . I
med konstant hastighet. Grafen visar hur vattnets h6jd h cm beror av tident s. . o . J
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b B Hojden okar alltsd med medelhastigheten 0,46 cm/s. Vi avslutar med att rita en tangent till
/[ i | | . en punkt och vélja punkten sa att tangenten och den senare sekanten fir samma lutning.
- / L Vid denna punkt har t virdet 9.
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For att bestimma medelhas- | '
tigheten av hur snabbt héjden
stiger under ett intervall, kan vi e
rita en sekant. En sekant dr en rat -
linje som skar en kurva i minst tva
punkter. | figuren har en sekant A EENESERERESSES
ritats mellan punkterna (0, 0) och 0 5 10 15 20 25 30 )
(8,12) pé kurvan. _ . o
Eftersom tangentens lutning 4r samma som sekantens kan vi dra slutsatsen att vid tiden 9 s 6kar
vattennivadn med 0,46 cm/s. Eftersom detta dr hastigheten vid en viss tidpunkt, brukar man

kalla den for momentanhastighet.

‘ De gréna linjerna, sekanterna, illustrerar medelhastigheter och med hjilp av dessa kan vi be-

. , stimma dndringskvoter. En dndringskvot anger ett medelvdrde pd férdndringshastigheten hos
Lutningen hos sekanten bestimmer medelhastigheten, v, cm/s, |

hos haidfsrandri der de 4tta forsta sekunderna L en funktion. Grafiskt motsvarar det kurvans medellutning i ett givet intervall.
os héjdférandringen under de étta forsta seku .

5 Den réda linjen, tangenten, illustrerar en momentanhastighet eller en férandringshastighet i en
v = 8—_0 =15 ‘ punkt. Ett annat namn for det r funktionens derivata, vilket vi ska aterkomma till i ndsta avsnitt.

[ fallet med vattenbehallaren har vi bara tillgang till en kurva och bestdammer dérfér alla kvoter '
grafiskt. Om viistéllet har ett funktionsuttryck, kan motsvarande kvoter bestdmmas algebraiskt.

Vattennivan stiger med andra ord med medelhastigheten 1,5 cm/s under detta tidsintervall. ‘
Det visas i féljande exempel.
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EXEMPEL

OVA |l ceeonooovocceocononoesonnes

3001 For behillaren i exemplet ovan be-

Urtappning av vatten

Dé en behallare tdms pa vatten, beskrivs hdjden h(t) cm hos vattennivan som funktion av tiden

t s av sambandet

h(t) =0,025(40-1)%,0<t<40

a) Bestim hur snabbt hojdférandringen sker mellan tidpunkterna 29 s och 31's.

b) Uppskatta med hjalp av féregdende bestdmning hur snabbt hojdférandringen sker vid
tidpunkten 30's.

LOSNING:
a) Genom att bestimma h(31) och h(29) far vi héjderna vid tidpunkterna 31 s och 29 s.

Differensen mellan dessa virden ger hojdférandringen och differensen mellan 31 s och 29 s
ger den tid det tagit. Kvoten av héjdférandringen och tiden ger medelhastigheten
hos hojdférandringen.

_h(31)—h(29) _0.025(40-31 )*=0,025(40-29)" _ 1 _ 05
& 31-29 31-29 2 :

Slutsatsen r att vattennivin sjunker med medelhastigheten 0,5 cm/s i det aktuella tidsintervallet.

b) Eftersom vi studerat ett litet tidsintervall kring tidpunkten 30 s i a-uppgiften, kan vi anta att
momentanhastigheten hos hojdférandringen vid tiden 30 s 4r ungefér lika stor som medel-

hastigheten i féregadende uppagift.

Slutsats: Vattennivan sjunker ungefir med hastigheten 0,5 cm/s vid tidpunkten 30 s.

SVAR: a) -0,5cm/s b) -0,5cm/s

3002 Anvind resultatet fran lamplig
deluppgift i 6vning 3001 for att
bestimma hur snabbt vattennivin

krivs hojd bandet
SKIvs hojcen av sambande ungefir dndras vid tidpunkten 10 s.

h(t) = 0,025(40 - £)*. Hojden h(t)
anges i cm och tiden ¢ i s. Bestim 3003 Vid uttdomning av vattnet i exemplet
medelvirdet for hur snabbt vatten- : ovan och 6vning 2001 beskrivs
nivén dndras hoéjden A(t) cm som funktion av
tiden ¢ s av modellen

h(t) = 0,025(40 - £)>. Har modellen
néagra begrdsningar?

a) mellan tidpunkterna 0 soch 10's
b) mellan tidpunkterna 10 s och 20's
c) mellan tidpunkterna 9 soch 11's
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3004 Bestim grafernas medellutning

mellan de markerade punkterna.

a)

\

|
|
i
L7

|
%
|
|

3005 f(x) = x> Bestdm dndringskvoten

f4)-fQ2)

4-2

x Y

3006 Grafen visar hur strickan hos ett
accelererande foremal beror av tiden.
I grafen finns dven en sekant och en
tangent utritade.

stm) ATTETTTT
25

20

15

10 ———+ =

Bestim

a) medelhastigheten under de tio
forsta sekunderna

b) momentanhastigheten dé ¢ dr 5,0 s

3007 Bestdm for rorelsen som illustreras
av grafen i 6vning 3006
a) medelhastigheten mellan tid-
punkterna 0 s och 5,0 s
b) medelhastigheten mellan tid-
punkterna 5,0 s och 10 s

3008 Inkomsterna I(t) miljoner kronor i
ett litet foretag ar ¢ efter ar 2010 ges
av sambandet I(t) = 20 - 1,1".
a) Bestdm inkomst6kningen mellan
ar 2010 och 2011.
b) Bestdm medeltillvixten per ar av
inkomsten mellan 2010 och 2012.
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3009 Visa grafiskt och bestim andrings-
kvoten i intervallet -1 < x < 2 for

funktionerna
a) f(x)=-x b) g(x) =«*
¢) h(x)=-x°

3010 Vid fritt fall beskrivs fallstrickan
s(t) m som funktion av tiden ¢ s av
sambandet s(f) = 4,9t2

a) Bestdm s(2,0) och ange med ord
vad du har bestamt.

b) Bestim 5(22—’00) och ange med ord

>

vad du har bestimt.
s(4,0)-s(1,0)

4,0-1,0
med ord vad du har bestamt.

c) Bestim och ange

3011 Graferna i inledningen beskrev hur
vattennivéan i en behéllare dndrades
med tiden. Ett samband mellan
hojden h(f) cm och tiden ¢ s ges av
h(t) =6,0 - 1.

a) Bestdm, med hjélp av sambandet,
medelhastigheten hos hojdfor-
andringen mellan tidpunkterna
1 s och 27 s och jamfér med den
grafiska bestimningen i inled-
ningen.

b) Fran tiden 0 s till ¢ s 4r medel-
hastigheten hos hojdfordndringen
0,375 cm/s. Bestam t. 0

3012 For f(x) = x* giller andringskvoten

f@)-fQ)

a-1

= 6. Bestdm a.

7anl  Ord och begrepp
@ Koll pa avsnittet

mellan tva punkter.

mellan tva punkter.

@ 0 o006 e

momentanhastighet.

\

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 3.1

Avgdr for varje pastaende om det dr sant, falskt eller sant om (sant under vissa ]
férutsattningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar ddr det & méjligt. L

Galileo Galilei inforde begreppet derivata.
En sekant ar en rét linje som tangerar en kurva i en punkt. l

En sekant kan anvdndas for att illustrera medellutningen hos en kurva

En tangent skdr en kurva i minst en punkt.

En dndringskvot anger hur snabbt en funktions vairden férandras

Hastigheten vid en speciell punkt kallas

(U_)) Svar med motiveringar
L finns p4 lirarwebben.
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3.2 Derivata

| det férra avsnittet behandlade vi framfér allt andringskvoter, vilka anger ett medelvirde av
férandringshastigheten hos en funktion i ett intervall. Vi ska nu g éver till att studera férand-
ringshastigheten hos funktioner i en enda punkt. For att kunna gora det krévs ett nytt begrepp,
derivata.

Grafisk tolkning av derivata

Vibérjar med att studera en grafisk tolkning av derivata.

| figuren &r grafen y till en funktion f(x) ritad. | punkten med x-koordinaten 5 har grafens
tangent ritats. Tangenten har i denna punkt samma lutning som grafen. For att bestimma
tangentens lutning anvands en triangel med héjden Ay och bredden Ax. Det ger lutningen
by _10_

Ax 5
Det innebdr att forandringshastigheten &r 2 hos funktionen f(x) da x = 5. Denna férandrings-
hastighet kallas ocksa derivata. Om y = f(x), skrivs derivatan y" = f'(x) och lses "y-prim" eller
“f-prim-x". For den aktuella punkten giller ddrmed att f'(5) = 2.

Att f'(5) = 2 innebar alltsa att funktionens férandringshastighet eller derivata har virdet 2
da x =5. Man kan ocksa séga att grafens lutning d&r 2da x = 5.

OM y =f(x) GALLER FOLIANDE:

y'= F'(x) anger funktionens derivata.
f'(a) anger funktionens derivata eller forindringshastighet da x = a.
Grafiskt anger f'(a) kurvans lutning di x = a.

KAPITEL 3 ; DERIVATA
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E Tangenter och derivata

ﬁ | figuren finns grafen till funktionen f(x) = x* samt tva tangenter.
Bestim
a)f'(1) b) f'(-2)
LOSNING:

Lutningen hos en tangent i en punkt ger derivatan i punkten.
For att bestimma derivatan bestimmer vi tangentens lutning k

genom att anvinda tva punkter pd tangenten.
a) Punkter: (1,1) och (2, 3)

po by 3-1_2
Ax 2-1 1
f(l)=k=2

b) Punkter: (=2, 4) och (-1, 0)
A n 0-4 -4

SVAR: a) f(1)=2 b) f(-2)=-4

Tolkningar av uttryck och ekvationer

Nir en kula faller fritt bestims dess fallstricka av sambandet s(t) = 4,9t%,
dir s(t) 4r strackan i m och t dr tiden i s. Vad far man veta genom att

a) bestimma virdet av uttrycket s(2)
b) bestdamma virdet av uttrycket s'(2)
¢) l6sa ekvationen s(t) = 2

d) l6sa ekvationen s'(t) =2

SVAR:

a) s(2) m anger sammanlagd fallstracka efter 2 s.

b) 5'(2) m/s anger hastigheten da det har gatt 2 s.

c) Lésningen pa ekvationen s(t) = 2 ger den tid i s det tar for kulan att falla 2 m.

d) Lésningen pd ekvationen s'(t) = 2 ger den tid det tar i s fér kulan att na hastigheten 2 m/s.

KAPITEL 3 ; DERIVATA
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3013 [ grafen till f(x) &r tre tangenter
inritade. Bestam

a) f(-4)  b) f(0) ) f(2)

|
B

|
= =
I

3014 Grafen till f(x) visas i figuren.
Uppskatta med hjélp av grafen f(1).

S rp——

3

3015 I figuren visas grafen till
f(x) =-1,5x + 3. Bestam f'(2).

T |

3016 Kombinera de péastdenden som
passar ihop for en deriverbar
funktion f(x).

A:f'(x)<0 B:f'(x) >0
C:f(x)=0
D: Funktionen f(x) ar vixande.

E: Funktionen f(x) har en extrem-
eller terrasspunkt.

F: Funktionen f(x) ar avtagande.

3017 I figuren visas kurvan y = f(x).
Los med hjalp av kurvan ekvationen

<y

OVA Il eeovevonenscnecoccccce

3018 [ vilken eller vilka av de markerade
punkterna pa grafen till f(x) dr

a) f(x)=0 b) f(x)=0
c) f'(x) storst d) f'(x) minst

KAPITEL 3 ; DERIVATA
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Gruppaktivitet

3019 Da en sten kastas upp i luften ér dess
hojd h(f) m efter ¢ s. Vad far man
veta genom att

a) bestimma virdet av uttrycket h(3)
b) bestimma virdet av uttrycket h'(1)
¢) losa ekvationen h(t) =12

d) 18sa ekvationen h'(t) = -10

3020 Folkmingden N(t) beskriver antalet
invanare i ett land ar ¢ efter ar 2000.
Vilken slutsats kan man dra av att
N'(t) <02

3021 Temperaturen i en bastu ér f(1)°C
da det gitt t minuter efter att den har
satts pa. Tolka foljande likheter.
a) f(0) =15
b) f(15) =42
c) f(15)=1,8
d) f'(90) =-0,6

3022 Mingden vatten i ett badkar 4r
V(1) liter vid tiden ¢ minuter efter
20.00. Stéll upp det uttryck eller den
ekvation som kan anvindas for att
besvara foljande fragor.

a) Hur mycket vatten finns det i
badkaret kl 20.45?

b) Hur snabbt éndras mangden
vatten i badkaret kl 20.55?

¢) Nir finns det 150 | vatten i
badkaret?

d) Nar minskar vattenmangden
med 30 1/min?

e) Med vilken medelhastighet téms
badkaret mellan 20.55 och 21.00?

BESTAM DERIVATA NUMERISKT

Oavsett om ni arbetar med en grafritande raknare eller med ett datorprogram som exempelvis GeoGebra,
finns det méjligheter att |4ta raknaren eller datorprogrammet rita tangenter och bestdmma derivatans
vérde. Ta reda pa och undersdk dessa méjligheter genom att med hjélp av nagot tekniskt hjdlpmedel

exempelvis forséka bestimma
f'(1) da f(x) = x?

f'(-2) dafix)=x>
f'(3)daf(x)=2x"-4x+5

100

KAPITEL 3 ; DERIVATA

Uppskattning av derivata med

symmetrisk andringskvot

Tank dig att du vill bestdmma f'(1) for funktionen f(x) = x* grafiskt med hjélp av en tangent.
Det dr inte alldeles ldtt att fa ett bra vérde utan tekniska hjilpmedel som exempelvis ett graf-
ritande program. Det dr svart att rita bojda kurvor fér hand och svért att dra tangenter korrekt.

Ett alternativ &r att anvdnda en symmetrisk dndringskvot i ett litet intervall kring x = 1.

Med symmetrisk &ndringskvot menas att intervallets &ndpunkter i det har fallet ligger p4 varsin

sida om och lika langt fran x = 1. Man kan t.ex. bestdmma dndringskvoten mellan x = 0,9 och

x=1,1. Det ger som regel ett bra ndrmevirde till derivatan fér x=1.

Uppskattning av derivatans virde

f(x) =x2. Uppskatta virdet hos f'(1) genom att undersoka férandringshastigheten i ett

litet intervall som ligger symmetriskt kring x = 1.

LOSNING:

Uppgiften kan 16sas utan graf men vi ritar forst
en graf med en tangent i punkten (1, 1) for att
kunna jamféra funktionens graf och tangenten
ndra den aktuella punkten.

Derivatans vdrde fas genom att bestimma
tangentens riktningskoefficient. De markerade
punkterna i figuren ligger inte pa tangenten
men pd grafen till f(x) = x2. Eftersom grafen och
tangenten ndstan sammanfaller i ett litet omrade
kring punkten (1,1), anvinder vi dessa punkter
for att fa ett ndrmevirde till £'(1).

F(1) =

17-09  1,1-09 1,1-09

SVAR: (1) =2

L faN-f09) _1,1-09* 1,21-0,81 _

(0.9,0,81)

[=]
(=]

04_
0.2

2

o 4
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3023 Bestim ett nirmevarde till {'(3)
for funktionen f(x) = 3x* genom

OVA Il eeoccoecooncoeeoenooooensse

3028 Funktionerna A—C har det gemen-
samt att f (1) = 1. Du ska bestimma

Linjara funktioner

Teorigenomgéng
Hittills har vi bestdmt derivatan i en punkt grafiskt genom att studera

tangenter. Vi har ocksa uppskattat derivatans virde genom att studera dndringskvoter i sma
intervall kring punkten. Nu ska vi ga éver till att bestimma derivatan exakt.

S

att bestimma den symmetriska : dndringskvoten mellan x = 0,5 och
fGD-£(2,9) : x=1,5.

3,1-2,9 Gér en uppskattning av f'(1) for
: funktionerna A-C genom att

For de allra flesta funktioner beror derivatans virde av variabelns virde. Undantag fran detta | |
ar linjéra funktioner, eftersom deras grafer ger réta linjer. Férandringshastigheten hos dessa |
funktioner dr ddrmed konstant och oberoende av variabelns virde.

dndringskvoten

3024 Bestim ett nirmevirde till f'(4) ) e
for funktionen f(x) = 2* genom bestamma dndringskvoten mellan

att bestimma den symmetriska : x=0,50chx=15.
(4,1)- £(3,9) : Jamfor darefter dina resultat med

Eftersom den linjéra funktionen y = 3x + 5 har riktningskoefficienten k = 3, giller det att dess |
derivata y ' dr 3 fér samtliga varden pa x. P4 motsvarande sétt kan man konstatera att y ' = k |
for samtliga linjara funktioner av typen y = kx + m.

andringskvoten f

41-3,9 £'(1) = 1 och formulera en slutsats. |
> 4 3 |
e ; A B Bifg= X |

3025 Bestim ett nirmevarde till f'(-1) : f(x) 1 f(x) 3 Den linjdra funktionen y = kx + m har derivatan y'= k for alla x-virden. |

for funktionen f(x) = x* genom : e s = Rl | |

att bestimma den symmetriska : C:f(x) = EX - — — e 2 = [l

. . L |

sndrinesk f(—0,9)—_)( LY : = e il s A . L |
dndringskvoten © 3029 I foregdende uppgift jamforde du hur =  Derivata hos linjdra funktioner

—0,9—-(-L1)

3026 Bestim ett nairmevirde till (1)
genom att bestimma den symmet-
riska dndringskvoten mellan x = 0,99
och x = 1,01 for funktionen

a) f(x)=2x
b) f(x) = 10%
0 flx) = Vx

3027 Folkméingden N(t) = 84 000 + 1 200¢
beskriver antalet invanare i en
kommun ar t efter ar 2000. Medel-
tillvixthastigheten per r under en

period At bestims av %

a) Bestim medeltillvixthastigheten
mellan ¢t = 0 och £ = 5,0.

b) Bestim medeltillvaxthastigheten
mellan ¢t = 5,0 och t = 9,0.

¢) Bestim medeltillvixthastigheten
mellan ¢ = 9,0 och t = 12,0.

d) Férklara dina resultat.

102 KAPITEL 3 ; DERIVATA

bra narmeviarden du fick for olika

funktioner da du anvinde dndrings-

kvoter i samma intervall. Nu ska du
undersoka hur intervallets storlek
paverkar ndrmevardet.

For funktionen f(x) = x* giller det att

£'(2) = 32. Gor en uppskattning av
f'(2) genom att anvénda dndrings-
kvoter i intervallet

a) 1<x<3 b) 1,9<x <21
¢) 1,99 <x<2,01

Vilka slutsatser kan du dra av din
undersokning?

3030 Uppskatta f(0,50) genom att vélja
limpliga symmetriska dndrings-
kvoter.

a) f(x)=x*+3x-2

b) flx) = v6x+2
) fi)=

EAE

Bestdm derivatan y' dd
a)y=4x-3 b)y=-2x+1 Ay=5

LOSNING:

For linjdra funktioner 4r derivatan lika med funktionens riktningskoefficient.
Funktionerna har i tur och ordning riktningskoefficienterna

a k=4 b)k=-2 k=0

Det ger svaren som foljer nedan.

Notera sdrskilt att derivatan av en konstant funktion som i c-uppgiften dr noll eftersom dess graf
ar en vagrat linje.

SVAR: a) y'=4 by y'=-2 ¢ y'=0

Derivata hos rita linjer genom givna punkter

Bestdm derivatan y ' for en linjar funktion y, da dess graf gar genom punkterna
(1, 3) och (6, -7).

LOSNING:
Vi bestdmmer linjens riktningskoefficient:

Det innebdr att y '= -2.
SVAR: y'=-2
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EXEMPEL

| =

Bestim linjens ekvation

Fér en linjdr funktion y galler att y '= 3. Dess graf gar genom punkten (2, 5).

Bestim linjens ekvation.

LOSNING:
Linjens riktningskoefficient k =y '= 3.

Fér att bestimma linjens m-varde, stéller vi upp rita linjens ekvation och sitter in kdanda vérden:

y=kx+m

5=3-2+m

m=5-6

m=-1

Det ger oss linjens ekvation: y =3x -1

SVAR: y=3x-1

OVA | 000000 0eee000nneneesas

3031

3032

3033

Bestdm y".

a) y=2x b) y=2

Bestam f'(x).

D =22 b=
9 f=-3 & fR=2-2

I figurerna dterfinns tre funktioner
av typen y = kx + m. Bestdm
derivatan f6r dessa funktioner.

a) '

KAPITEL 3 ; DERIVATA

3034 Bestim derivatan for en linjdr funk-

tion som gar genom punkterna
a) (-3,1) och (1, 5)
b) (-4, 5) och (4, 9)
c) (-1,1)och (1, 1)

3035 Derivatan y'= -2 for en linjir funk-

tion y. Dess graf gar genom punkten
(=2, 7). Bestam linjens ekvation.

3036 Ifiguren aterfinns grafen for fird-

.\ sfkni!

200 =4

0

strickan s(¢) km som funktion av
kortiden t h vid en bilresa.

a) Ange funktionen s(z).

b) Bestim s’(¢) och forklara vad
derivatan anger for bilresan,

0

1 2 x

3037 Under ett barns forsta fyra manader,

beskrivs dess vikt av sambandet
m(t) = 3,5 + 0,18t, didr m ar vikten
i kg och t dr antalet veckor efter
fodseln.

a) Vad anger m'(t)

b) Bestam m'(¢)

ova ooBOOOOOPROROROOCOTORBOOROD

| win|=]

3038 For en linjér funktion y giller att
»'=3. Dess graf gar genom punkten
(2,9).

a) Ivilken punkt skér den rita linjen ‘
y-axeln?

b) Ivilken punkt skér den rita linjen
x-axeln?

3039 For en linjér funktion géller att
f1=2.
a) Bestdm f'(3) och motivera ditt
svar.
b) Bestim f'(a), ddr a 4r ett god- |
tyckligt tal.

3040 For en linjdr funktion f(x) galler att .
f(2) =f'(2) = 5. Bestam funktionen. | '

(T .

3041 For en linjar funktion f(x) géller |
att f (%) = f'(%) = %. Bestim funk-
tionen.

3042 Bestdm derivatan for en linjdr funk-
tion som gar genom punkterna |

a) (-a,b) och (a, b),a#0 !
b) (a, b) och (b, a), a # b '

¢) (=3a, 2b) och (2b, -3a), '
2b+3a20 (B

3043 For tvd linjdra funktioner f(x) och
g(x) giller att f'(x) = -2 och
g'(x)= % De skir varandra i
punkten (2, 2).

a) Bestam funktionerna.

b) Bestam vinkeln mellan de rita
linjerna i funktionernas grafer.

(7]
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) Teorigenomgang

Derivata hos ickelinjidra funktioner

En kula sitts i rullning nerfér en backe. Dess s A
lage s(t) m som funktion av tiden t s ges av

sty=t%.

Vi ska undersdka kulans medelhastighet fran
tiden 1 s till tident s, for olika vdrden pat. 10
Eftersom medelhastigheten bestams av

sambandetv_= —ﬁit . ska vi bestdimma vardet 5] |
av olika dndringskvoter. (1,12
Gemensamt for dessa kvoter &r att de 0 i / : y T T ;

algebraiskt kan skrivas (se figuren)

_ s(t)-s(1) _ =1 _ (=) et

" t-1 t=1 t-1
Konjugatregeln anvands for att skriva om uttrycket t2 — 17 i forenklingen ovan. Anledningen
till att t inte far ha virdet ett, 4r att det forsta uttryckets ndmnare da blir noll.

Vi kan alltsa konstatera att v_algebraiskt kan berdknas med formelnv_=t+1.

Grafiskt kan dndringskvoter tecknas med hjalp av de aktuella punkterna. Dessa illustreras av
de gréna sekanterna. Den rdda linjen dr en tangent till kurvan i punkten (1, 1).

15 -

=71 1+ 1+ 1 o
Figur1,t=4: Figur2,t=3:
Algebraiskt:v_=4+1=5 Algebraiskt:v_=3+1=4
9-1 8
16-1 15 et v = -
Graﬁskt:vm=—4—_7=?=5 Grafiskt: v 3173

Figur3,t=2: Figur4,t=11:

Algebraiskt:v_=2+1=3 Algebraiskt: v =11+1=2,1

Vi bestdmmer avslutningsvis lutningen hos tangenten till grafen i punkten (1, 1)
med hjélp av de angivna punkterna.

Ur det algebraiska sambandet v_ =t + 1, kan vi konstatera att ju ndrmare virdet t kommer
vérdet 1, ju ndrmare kommer medelhastigheten virdet 2. | grafen kan vi samtidigt se att nar
vardet t ndrmar sig vardet 1, ndrmar sig lutningen hos sekanten lutningen hos tangenten.

I bada fallen kan vi sammanfatta resultatet som att v_narmar sig 2 da t narmar sig 1.

For att bestimma hastigheten, s'(t), hos kulan just dd t =1 kan vi, eftersom t = 1, studera
gransvérdet av dndringskvoten dat gar mot ett (enligt kapitel 2):
sy = lim 20O _ g £=10_ (1)

=1 =1 =1 -1 t—>1 t—1

= lim(t+1)=2
=1

Hastigheten hos kulan dat =1 far vi med andra ord genom att bestimma gransvardet av
medelhastigheten da At gar mot noll. Denna hastighet bendmner vis'(1).

Om vi istéllet betraktar en funktion f(x) och soker ett uttryck for derivatan dd x = a, f'(a),
kan motsvarande gransvarde skrivas (jimfoér med féregdende grinsvirde)
. f{x)-f(a
f'a)=lim Hx)—ta)
X—a X— a
Detta gransvarde &r ett satt att berdkna en funktions derivata. Genom att ersitta x med a + h
far vi ett annat och vanligare sitt att skriva derivatan f'(a).

fla) = imPEO-F@) _ . Flath)-fla)

h=0 (ga+h)—a  h0
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Da x nirmar sig a | det forsta fallet, motsvaras det av att h narmar sig noll i det andra fallet.
Jamfor garna de tva figurerna for att Gvertyga dig om det.

,VA y.‘\
y=F(x) y=f{x)

(x, f(x) (a+h, flath))

o) — i) fla+h) - f(a)

(a, f(a))

I X—a |
| |

//’ a X

=y
=y

Resonemanget ovan visar att derivatan for en funktion f(x) fas genom att bestimma
grinsvirdet av en andringskvot dé férandringen i x-led, Ax, gar mot noll.
Det innebir foéljande definition av derivata:

Definition: Om f(x) 4r definierad i
en omgivning till x = a och gransvir-
det nedan existerar, ar f(x) deriverbar
dé x =a. Derivatan av f(x) dax=a

betecknas f'(a) och ges av sambandet
DERIVATANS DEFINITION | EN PUNKT

fla+h)—-f(a) f(a+h)-F(a)
h

fl(a)= LIE’(\)—T— f'(a) = m

Om gransvardet existerar fér alla x i definitionsméangden till f{x), ségs funktionen f(x} vara
deriverbar. Derivatan blir da en ny funktion, f'(x), som ges av gransvardet

F10) = lim f(x+h)—Ff(x)

h—0 h

Derivatans definition kommer du att anvanda manga ganger for att bestimma derivatan fér
olika funktioner. Féljande exempel visar en modell fér hur man kan ga till vaga och som kan
anvindas for de allra flesta funktioner som du stéter pa.

KAPITEL 3 ; DERIVATA

b 2

EXEMPEL

Derivatans definition for en linjir funktion
Bestam med hjdlp av derivatans definition f'(x) da f(x) = 3x + 4
LOSNING:
Vi ska anvidnda derivatans definition
F(x) = lim XN ZTX)
h—0 h I
Vi bérjar darfor med att teckna och forenkla uttrycket f(x + h).
fx)=3x+4 .
fix+h)=3(x+h)+4=3x+3h+4 ] )ﬂéitts_medxh‘r i funktionsuttrycket.
F0) = lim f(x+h)-f(x) i 3Xx+3h+4)-(Bx+4) _ lim 3X+3h+4-3x-4 _ im3h _ l
h—0 h h—0 h h—0 h h—=0 h I
— lim3 =3 I
h—0 |
SVAR: f'(x)=3 |
Derivatans definition for potensfunktion av grad 2 l
Funktionen f(x) = 3x? 4r given. Bestam med hjilp av derivatans definition
a)f'(4) b) f(x) li
LOSNING: |
a) f(4)=3-4?=48
f(4+h)=3(4+h)2=3(4+ 8h + h?) = 48 + 24h + 3h? H
Fy =i GEM=F@) _ . 48+24ht30 48 _ | 24430 _ . h(Q4+3h) _ |
h—0 h B0 h h—0 h h—0 h |
=lim (24+3h) = 24 |

h—0

Slutsats: f'(4) =24
b) f(x)=3x
fix+h) =3(x +h)?=30C + 2xh + h?) = 3x2 + 6xh + 3h?
Fix) = lim LEEM =) _ 3% +6xh1307=3x° _ | 6xh+3K° _ lim 6x+3h) _

h—>0 h h—0 h hs0 h 0 h
= /Ijrr(])(6x+ 3h) =6x

Slutsats: f'(x) = 6x

SVAR: a) f'(4)=24 b) f'(x)=6x
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3044 Bestim med hjilp av derivatans
definition

a) f(x)daf(x)=-2x+4
b) f(x)daf(x)=x+m
c) f(x)daf(x)=kx+m

3045 Bestim med hjilp av derivatans
definition

a) f'(2)daf(x) =«
b) f(2)daf(x)=x*+3

3047 a) Bestim med hjilp av
derivatans definition f'(x) da
f(x)=-3x"+3x+ 1.

b) Anvind resultatet fran a-

uppgiften for att bestimma f*(1).

¢) Vad iar riktningskoefficienten for
en tangent till kurvan i punkten
(1,1)2

3048 Vad berdknar man med hjilp av
foljande gransviarden?

3 i SO0

c) fl(2)daf(x)=x*+3x

, : b) lim
3046 Bestim med hjilp av derivatans ! h—0

definition : : s(t)—s(a} 4 Ord och begrepp
a) f'(x)daf(x)=4x* . ) Irl—l}: a G\D) Koll p& avsnittet

s(t+h)—s(t)
h

b) f/(x) da f(x) = 4x* + 5

c) f'(x)daf(x) = 4x* + 5x UTMANING

DERIVATA AV POTENSFUNKTION
—fi
Anvind definitionen f'(a) = IimM2
X—a X—a
och upprepad anvindning av konjugatregeln
for att bestimma derivatan av f(x) =x*dd x =1

och darefterdax=a.

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 3.2

Avgor for varje pastaende om det ar sant, falskt eller sant om (sant under vissa
forutsittningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dér det ar mailigt.

@ Grafiskt 4r lutning samma sak som derivata.

@ Andringskvot & samma sak som derivata.

€ Derivatan av en linjér funktion f(x) 4r oberoende av x.
@) Derivatan av y = kx + m &r oberoende av m.
© Derivatanavy =kx+mgesavy'=k.

@ Definitionen av derivata skrivs f'(x) = lim

x—h

8 finns pa lirarwebben,

fix+h)-f(x) hm-) Svar med motiveringar
h

3.3 Deriveringsregler for
potensfunktioner

: Teorigenomgéng
©

| foregdende avsnitt larde du dig att tolka derivata. Derivatans definition inférdes ocksa och du
har med hjilp av den bestamt derivatan av nagra funktioner.

Gruppaktivitet

SAMBAND MELLAN POTENSFUNKTION OCH DESS DERIVATA i

Till denna aktivitet behdver ni ett grafritande verktyg, t.ex. GeoGebra. Ni ska undersoka
sambandet mellan grafen fér en potensfunktion och grafen till dess derivata men dven om E
det finns ndgot samband mellan uttrycket fér funktionen och uttrycket for dess derivata.

Borja med att skriva in den funktion f(x) vars derivata ska undersékas. Genom att anvidnda
kommandot derivera bade ritas derivatan och dess uttryck anges. Gor er undersokning for
féljande funktioner:

m andragradsfunktioner t.ex. f(x) =x2, f(x) = =x?, f(x) = 2x2, f(x) = >—
Slutsatser?
X
X

w

2
2
tredjegradsfunktioner t.ex. f(x) =3, f (x) = —x3, f(x) = 23, f(x) = ?
Slutsatser?

fjdrdegradsfunktioner t.ex. f (x) =x*, f(x) = —x*, f(x) = 2x*, f(x) = )
Slutsatser?

o

Deriveringsregel for potensfunktioner med
positiv heltalsexponent

| gruppaktiviteten gavs méjlighet att undersoka derivatan av nagra potensfunktioner. Fran
avsnitt 3.2 vet du att om f(x) = ax sd dr f'(x) = a eftersom en linjdr funktion har konstant lutning.
Frdn gruppaktiviteten bor ni ha kommit fram till féljande:

Om f(x) = x? blir derivatan f'(x) = 2x.

Om f(x) = blir derivatan f'(x) = 3x2.

Om f(x) = x* blir derivatan f'(x) = 4x3.

Vi ser att derivatan ocksa ar en potensfunktion men att gradtalet har minskat med 1.

Det ser ut som om det finns ett samband mellan det algebraiska uttrycket fér funktionen och
dess derivata. Om f(x) = x" s4 blir f'(x) = nx". Vi anvinder derivatans definition och visar sam-
bandet dan =3, dvs. f(x) =x3.
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lim f(x+h)—f(x) ‘:“m(x+h)3—x3 .

A= h—0 h h—0 h

Vi bérjar med att utveckla termen (x + h).
(X+hP=x+hMx+h)2=(x+h)07+2xh +h?) =X + 2x*h + xh? + hx? + 2xh? + b =
=x*+3x%*h +3xh*+ h’

Utvecklingen ger

3 2 2 3 3 2 2 3
* fim X +3x°h+3xh"+h" - x =Iim3X h+3xh"+h —limBx’+ 3xh+ ) =3x>
=0 h h—0 h h—0

Vi sammanfattar resultaten i en tabell f6r att lttare se ett monster: fx) | %)

| gruppaktiviteten undersokte ni ocksa funktionerna, x 1

f(x) = ax" ddr koefficienten a ar en reell konstant. X2 2x

Allmint géller att om f(x) = ax" sd ar f'(x) = anx™". X | 3%
x4 4x°

Potensfunktionen f(x) = ax”, n 2 0 har derivatan f’(x) = anx"~?

Derivera potensfunktion

EXEMPEL

Anvind deriveringsregeln och bestdm f'(x)
a) f(x)=x" b) f(x)=5x*

LOSNING:

a) f(x)=x"

f'(x)=10x°
x) = 5x*

b) f(
Fix)=5 - 4 = 205

SVAR: a) f'(x) =10x° b) f'(x) = 20x°

Derivatans virde
Bestam f'(1) om
a) Fx)=x" b) f(x)=-3x?

LOSNING:
a) Fx)=x° Derivera funktionen.

X)=5X4 Sdttinx =1

SVAR:2a) f'(1)=5 b) f(1)=—6
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3049

3050

3051

3052

3053

Derivera

a) fx)=x

b) f(x) =x*

<) f(x) — 51000
d) f) = 10°
Derivera

a) f(x)=5x

b) f(x) = 6x*

0 flx)=-7
d) f(x) =36
Bestdm f'(3) om
a) flx)=x

b) f(x) =3x

c) flx)=03

d) f(x) =3
Bestam f(=2) och f'(-2) om
a) f(x) =20x

b) f(x) = 10x
c) f(x)=5%

d) f(x) =2
Bestam f(x) och f'(x) for det

angivna x-virdet.

a) f(x) =x’ochx=-1
b) f(x) = 120x och x :%
o) fx) =4x3ochx=%

d) f(x)=—7x*ochx=3

OVA Il eecococeccocoscoencnoono

2
3054 Funktionen f(x)= % ar given.

a) Vad betyder f(1)?

b) Bestim f'(1) och forklara vad du
har beriknat?

¢) Vilken fraga far du svar pa om du
bestammer f(x) = 1?

d) Vilken fréga far du svar pd om du
bestimmer f'(x) = 1?

3055 a) Los ekvationen f'(x) =4 om
2
fl=2-

b) Tolka med ord resultatet i a)

3056 a) Los ekvationen f'(x) =3
om f(x) = x°.
b) Tolka med ord resultatet i a).

3057 a) Rita i samma koordinatsystem
graferna till f(x) = 3x? och
g(x) =-3x.
b) Los ekvationen f(x) = g(x) och
forklara vad du har bestimt.
¢) Los ekvationen f'(x) = ¢’(x) och
forklara inneborden av resultatet.

3058 [ vilken punkt har grafen till
funktionen f(x) = 2x* lutningen

a) 24 b) —48 c)%
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Deriveringsregler far polynomfunktioner Teorigenomgdng ] OVA | 000000000000 nenoeeansen OVA Il ecovoco00noecooccooneoe
En polynomfunktion f(x) 4r en summa av potensfunktioner med o 3059 Bestim y". 3064 Vinsten V(x) i kronor for att silja x
icke-negativa heltalsexponenter. a) y=>5x2—7x+11 : enheter av en vara kan beskrivas med
fx=ax'+a_x"'+. +ax+a _ b) y=4x° + 0,5%° funktionen V(x) = 0,0027x> + 0,09x.
Nér man deriverar en polynomfunktion deriverar man var och en av de ingdende : c) y=9-12x %) Bestain V(?OO) OEhfGH SRl
. s 4 du har beriknat.
potensfunktionerna. d) y=x"-x
¥ b) Bestim V(501)-V(499) och
3060 Derivera : 501-499
Derivatan av en polynomfunktion dr summan av derivatorna av de ingdende potensfunktionerna. . . .
g g _ .- . - PN a) fx) =922+ 15x - 6 forklarat vad du har beriknat.
b) (x)= 2x° : 552 ¢) Bestim V'(500) och forklara vad ’
f)=ax"+a x""+.+ax+a, EH=73 : du har beriknat.
: n-1 n-2 h = 3x4 _5 E . ‘
fx)=a -nx""+a_(n-1x"?+..+2 c) h(x)= B . 3065 En boll kastas uppét och dess hojd !
d) s(f) = 8¢ - 5¢ h meter efter t sekunder kan beskrivas ‘
== — = s — —= = . |
m : med funktionen |
% 2061 Bestdm derivatans virde dd x =0 h(t)=-5,0¢2+ 20t + 8,0. {
< BDe”"adta av polynomfunktion | a) f(x) = 10x? - 20x +15 : 2) Bestim bollens maximala hojd. @ ,
ta ivat : I
" a)esf(ir)l ;”_:/;jz jv b) 2(x) = 5 — x4 x b) f(x)=1-3x- 5% b) Vilken hastighet har bollen nir den I|
£ | c) glx)=4x"+7x+3 : triaffar marken?
LOSNING: 5x3 7y : I
a) fO) =x2+ 2x+ 1 Derivera var och en av potensfunktionerna, d) h(x) = ) 3066 I vilka punkter har funktionen |
Flx) = 2x+ 2 T : f(x) = 2x* + 2x - 5 lutningen 26? !
3062 Bestim : [ ‘
o] Gr=e s a) (1) om f(x) = 3x" - 5x* ;3067 f(x)=ax’ + bx. i

g'Xx)=5-3x2 -2 +1=15x—2x + 1 b) g'(-1) om g(x) = 6x° — 2x + 100 a) Bestim konstanterna a och b s3 att .
SVAR: a) '(x) = 2x+2 b) g'(x)=15x2— 2x + 1 , . X : f(1)=20ch f'(1) = 0. _
c) h'(2) om h(x)=2x" - 4 o , b) Vad vet du om funktionen utifran '
P d) s'(5) om s(f) = 100 + 15t : f(D)=20chf(1)=0 !
Marginalkostnad 3063 Produktionskostnaden P(x) i kronor ©) Rita funktionens gra.
En kladtillverkare uppskattar att kostnaden K(x) kronor fér att producera x enheter av en for att framstilla x enheter ges av © 3068 En foretagare uppskattar att kost-
produkt kan beskrivas med funktionen K(x) = 0,1x* - 6x2 + 136x + 200. Bestim marginal- funktionen naden i kr for forsiljning av x
kostnaden, dvs. kostnadsandringen per enhet, ndr man producerar 20 enheter. P(x) = 0,0001x° - 0,06x2 + 24x + 96. ljusforpackningar kan beskrivas av
LOSNING: Bestdm marginalkostnaden nir man funktionen K(x) = 1000 + 5x + 0,25x?
Marginalkostnaden bestims av derivatan K'(x). producerar 100 enheter. for 0 < x < 200. Han riknar med att

K'(x)=0,3x2-12x + 136. kunna sélja varorna for 60 kr styck.

x=20gerK'(20)=0,3-202-12-20+136=16 Hur manga varor méste han produ-
cera for att marginalkostnaden ska

SVAR: Marginalkostnaden vid tillverkning av 20 enheter &r 16 kr/enhet. vara lika stor som marginalintikten?
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DERIVERINGSREGELNS BEVIS UTMANING

Omvindningen till konjugatregeln ger att a2 — b?=(a —b)(a + b).
Allmént géller att
(1) a"-b"=(a-b)(@"+a*b+a">b’+...+ab™’+b""), n positivt heltal.

a) Overtyga dig om giltigheten av identiteten (1) genom att utféra multiplika-
tionen i det hogra ledet.

b) Anvind (1) och derivatans definition fér att visa att potensfunktionen
f(x) =x", n positivt heltal, har derivatan f'(x) = nx"~".

=
|

Deriveringsregel for potensfunktioner

Funktionerna f(x):l och g(x)=\/; ar exempel pa
X

potensfunktioner som inte har positiv heltalsexponent.

Funktionen f(x) :l =x"" 4r definierad fér allax # 0.
X

Viritar grafen och markerar ndgra tangenter.

Gemensamt for tangenterna dr att de har negativ
lutning, dvs. f'(x) <0.

Vi prévar att anvdnda samma deriveringsregel som vi
visade fér potensfunktioner med icke-negativ exponent.

Omf(x)=x",x#0, sablir f(x)=—1 -x’zz—i2 <0 for
X
alla reellax # 0. Med hjilp av derivatans definition kan

man visaatt funktionen f(x) = 1 , x # 0 har derivatan
X
Flx)=——  x#0
XZ

Funktionen f(x)—l, x# 0 har derivatan f'(x) =—lz.x# 0.
X X
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Vi undersoker funktionen g(x):\/; pa liknande satt. Den 4r
definierad fér x > 0. Vi ritar grafen och markerar nagra tangenter.
Vi ser att tangenterna har positiv lutning vilket betyder att g'(x) > 0.

1

Vi deriverar g(x)=\/;= x?,x20med hjélp av regeln som vi har
tillampat pa potensfunktioner.

. |
B B S 1 O
g(X)—EX2 =—x 2= = . |
2x2 2\/;

Med hjdlp av derivatans definition kan man visa att regeln giller for n .
2

Funktionen g(x)=\/; har derivatan g'(x) =71— for alla x > 0.
2Vx

Det gar att visa att regeln fér derivering av potensfunktioner giller for alla reella tal men det
ligger utanfor denna kurs.

ALLMAN DERIVERINGSREGEL FOR POTENSFUNKTIONER

Om f(x) = ax" si dr f'(x) = anx"

Derivera potensfunktioner

Bestdm derivatan av

4
a) f(x)=% b) f(X)=3\/; ) Flx)=3x3
LOSNING:
1 4
a) f(X):%=x‘2 b) f(x) =3V x =3x2 c) f(x)=3x3
Flx)=—2x7 F(x) =3 %X’E F(x) =3-§x5
2
fix)=—= Doy D i ) 1
X FO) St F(x) = 4x3
2x2 N x
SVAR:
a) f'(X)——i3 b) fi(ix)= 3 c) f'(x):4x%
x e
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= Derivatans virde
4 Best'aimg’(1)omg(x)=x+2.
X

LOSNING:

g(x):x+2:x+3x’1 a
X

g'o)=1-1 -3)(2:1—12

X
; 3
g(x):1—1—2=1—3:—2

SVAR: g'(1)=-2

OVA |l sececcooenonenseecccoese

3069 Derivera

a) flx)=x" b) g(x)z%

O M=% d) fx)=x

Jx

3070 Derivera

2) flx)=20—2
X

b) g(x)=4Jx—7
2.3

c) f(x)—erx2

d) glx)= 8x;31

3071 Bestim
2) f(2) om f(x)=>
b) g'(16) om g(x)=+/x
9 f() omf(x)zl—%

d) ¢'(2) om g(x):x3+%

3072 Bestam f'(4) om f(x)zx\/; Q
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Bestdm virdet dax =1

Derivera funktionen,

OVA Il ecooccoeoeconocooencoe

3073‘ Bestim for funktionen f(x) :—)1; ,
x#0
a) f(1) och forklara vad du har
beriknat.
b) f(1 + h) - f(1) och forklara vad
du har beriknat.

o L0k 10

du har berdknat.

d) f'(1) och forklara vad du har
beriknat.

och forklara vad

. l+x+x>+x°
3074 Derivera f(x)=——F—— @
X

3075 Anvind derivatans definition for visa
att funktionen f(x)= & ,x#0har
x
derivatan f'(x)= —Lz, x#0.
x
3076 Anvind derivatans definition {or att
visa att funktionen f(x)= Jx,x>0

. 1
har derivatan f(x)=—=, x> 0.
f 24x

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 3.3

Avgor for varje pastaende om det ar sant, falskt eller sant om (sant under vissa
forutsattningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dér det dr mojligt.

@ Derivatan f'(x) av en polynomfunktion f(x) dr en polynomfunktion.

@ Nir potensfunktionen f(x) = x" deriveras s& minskar exponenten n med 1

€© Nir potensfunktionen f (x) = x" deriveras s& minskar variabeln x med 1.

| Svar med motiveringar
(@) >vermes
finns pa lararwebben.

MOTSATTA TAL UTMANING

Visa att om andragradsfunktionen f(x) = ax* + bx + ¢
har tva reella nollstillen s& dr funktionens derivata

i dess punkter varandras motsatta tal. Gor dven en
geometrisk tolkning.

o ANt A R

Gruppaktivitet

FUNKTIONER OCH DERIVATA
Den hér gruppaktiviteten handlar om tva funktioner f (x) och g(x) och deras respektive derivata
f'(x) och g'(x). Ni ska diskutera ndgra pastaenden och motivera deras giltighet.
For funktionerna f och g giller att f (5) = g(5). Giller dd att f'(5) = g'(5)?
For funktionerna f och g giller att f (x) = g(x) for varje x. Giller dven att f'(x) = g'(x) for varje x?
For funktionerna f och g géller att '(5) =g'(5)? Ar da ocksa £ (5) =g(5)?

For funktionerna f och g géller att f'(x) = g'(x) for varje x. Ar di ocksa f (x) =g (x) for varje x?

I L 1'““

Hi
|
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EXEMPEL

3.4 Tangenter

Teorigenomgang

Du har i det har kapitlet |4rt dig att bestimma derivator for vissa funktioner. Du har ocksa ldrt
dig att en funktions derivata beskriver funktionens forandringshastighet och att derivatan kan

anvindas for att bestimma tangenters lutning.

Tangent och derivata

Figuren visar en funktions graf. Nagra tangenter med olika
lutning &r ocksd inritade. Tangenternas lutning fés genom
derivatans virde i tangeringspunkten. Det vdrdet anger
ocksd kurvans lutning i punkten.

Kurvas lutning

Grafen visar funktionen f(x) = x? tillsammans med tva
tangenter, en i punkten (1,1) och en i punkten (-2, 4).
Bestam kurvans lutning i de tva tangeringspunkterna.

LOSNING:

En kurvas lutning i en punkt bestdms av derivatans virde
i punkten. Vi bestimmer forst derivatan till funktionen
f(x) = x?

och direfter lutningen i respektive punkt.

f'(x) =2x

(1, gerf'(1)=2

(=2, 4) gerf'(-2)=—4

SVAR: Kurvans lutning i de tvd punkterna dr 2 respektive —4.

v

B

i

E Tangeringspunkt

E Figuren visar grafen till funktionen y = x? - 5x.

LOSNING:

y=x*-5x
y'=2x-5
y'=3 ger ekvationen
2%x-5=3

2x=8

x=4

y=4-5-4=16-20=-4
Punkten ar (4, -4)

SVAR: Tangeringspunkten &r (4, -4)

OVA | ecccevcecoconoecoonnoe

3077 Vilken lutning har en tangent till
funktionen y = x° i punkten

a) (1,1) b) (2,8) c) (-1,-1)

3078 Bestdm lutningen for tangenten till
funktionen y = x* + 2x + 3 i punkten
(1, 6).

3079 Figuren visar grafen till funktionen
f(x) = x* — 4x samt en tangent i
punkten (0, 0) och en i punkten

(2,0).

Bestdm

tangenternas

lutning alge-
braiskt.

|
et

| vilken punkt kan du dra en tangent med lutningen 3?

Nar tangenten har lutningen 3 &r funktionens derivata lika med 3.
Vi deriverar funktionen och sétter derivatan lika med 3.

Sattin x =4 iy =x*— 5x for att bestimma funktionens y-virde i tangeringspunkten,

2
3080 Funktionen y= 6—% har en tangent

med lutningen —1. Bestim tangerings-
punkten.

3081 Bestim lutningen pa kurvan y = x*
nar x = 2.

3082 Bestdim med hjilp av grafen f(1) och

f.

17 3

=y
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OVA Il soecccccccccccccccsss 3084 Bestdm riktningskoefficienten for

tangenten till funktionen
3083 Rita grafen till funktionen y = x* — 2. f)=—2¢+ 2 +3xdix=1.
a) Dra en tangent med positiv

lutning, 3085 Bestim punkten i vilken tangenten

till funktion f(x) = 3x* — 19x har
riktningskoefficient 11.

| Jofw] [winj=]

b) Fér vilka x-virden kan du dra
tangenter med positiv lutning?

¢) Vad kan du sdga om vérdet pa y’ 3086 I vilka punkter har grafen till funk-
for dessa x-virden? :

d) Dra en tangent med negativ som ér parallella med x-axeln?

lutning. 3087 For vilka x-virden har funktionen
e) For vilka x-varden kan du dra

tangenter med negativ lutning?

f) Vad kan du siga om virdet pa y’ 3088 I vilken punkt har funktionen y = 3x

— x% en tangent som &r parallell med
linjen y = —2x + 57 @)

for dessa x-varden?

g) Vilket lutning har en tangent

genom kurvans minimipunkt? © 3089 Visa att alla tangenter till funktionen

h) Vilket virde har y respektive y'da
x=0?

i) Ivilken punkt har en tangent till
funktionen y lutningen -12?

y = x° har icke-negativ lutning.

tionens extrempunkt har lutningen
noll.

tionen f (x) = 2x* — 9x* + 5 tangenter

f(x) = =3x* + 6x — 4 negativ lutning?

3090 Visa att tangenten i andragradsfunk-

NOLLSTALLEN OCH DERIVATA

I den har gruppaktiviteten ska ni underséka sambandet mellan antal gemensamma nollstéllen
till en polynomfunktion och dess derivata.
® Undersék om en andragradsfunktion och dess derivata kan ha gemensamt nollstélle.

m Undersék om en tredjegradsfunktion och dess derivata kan ha gemensamt nollstélle.
Ni kan exempelvis prova med f(x) =x* — 3x + 2, f(x) =x*+3x?+3x +1.

m Formulera ett samband mellan antal nollstéllen till funktionen och antal nollstéllen till dess derivata.
Forsok visa sambandet generellt.
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Tangentens ekvation

Ekvationen fér en rét linje kan bestimmas om man kanner linjens riktningskoefficient k och
en punkt (x,, y,) pa linjen genom att anvanda réta linjens k-form, y = kx + m. En tangent till
en funktion y = f (x) dr en rat linje som i tangeringspunkten (a, f(a)) har riktningskoefficienten
k="f'(a).

Tangentens ekvation |
En funktion f(x) har i punkten (1, 2) derivatan (1) = 3. Bestdm ekvationen for
funktionens tangent i punkten.

EXEMPEL

LOSNING:

Tangentens lutning k =f'(1) = 3.

Rita linjens ekvation y = kx + m och tangeringspunkten (x, y) = (1, 2) ger
2=31+m

m=-1

SVAR: Tangentens ekvation ary =3x—1.

Tangentens ekvation Il
Bestdm ekvationen for tangenten till funktionen f(x) = x*> + 3x — 8 i punkten (2, 6).

LOSNING:

f'(2) ger tangentens riktningskoefficient k.

Derivatan av f(x) =x>+3x -8 adrf'(x)=3x>+3

k=f'(2)=3-22+3=15.

Rita linjens ekvation y = kx + m och tangeringspunkten (x, y) = (2, 6) ger
6=15-2+m

m=-24

y=15x-24

SVAR: Tangentens ekvation dr y = 15x — 24.

OVA | eeecccccescsscccccccce . 3092 Bestdm ekvationen for tangenten till
: funktionen f(x) = 2x* + 4x — 1

i punkten

a) (1,5) b) (-2,-1)

c) (-1,-3) d) (0,-1)

3091 Bestdm ekvationen for tangenten till
funktionen
a) f(x) = x?ipunkten (2, 4)
b) f(x) =x3ipunkten (1, 1)
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3093 Bestim ekvationen for tangenten till
funktionen
a) y=x’ - 3xipunkten med

x-koordinaten —2.

b) y=2x L punkten (0,5, —1).
X

¢) y=5-+/x i punkten med
x-koordinaten 4.

" 3094 Bestidm ekvationer for tangenten till

a) f(x)=2x>-5x>+6xnirx=1
b) y=10-7x ndr x=-10

¢) glx)=x"-5x+8ndrx=3
d) f(x)=x’-6x"ndrx=2

3095 En tangent till funktionen
y = 3x? - x + 6 har riktnings-
koefticienten ~1. Bestdm
tangentens ekvation.

OVA Il 2600000008000 00060G08O

3096 Betrakta andragradsfunktionen
f(x) =2x* + 8x.
a) Har funktionen en maximi-
eller en minimipunkt.
Motivera ditt svar.

b) Bestim ekvationen for tangenten
till funktionens extrempunkt

3097 Grafen till funktionen

a) Bestdm ekvationerna for tangen-
terna genom funktionens extrem-
punkter.

b) Bestim ekvationen for en tangent
i punkten med x-koordinat 1.

¢) Ivilken punkt skir tangenten i b)
x-axeln.

3098 Funktionen y = L partva tangenter
X

med lutningen —4.
Bestim tangenternas ekvationer.

TREDJEGRADSPOLYNOM UTMAN

Bestdm det tredjegradspolynom
som uppfyller ekvationen
P(x) — P'(x) =x*

Problemlﬁsning Hir foljer nagra uppgifter for dig som vill trdna problemlésning med

fokus pa derivata och tangenter.

OVA Il c0000060000060000660808060

3099 For en linjar funktion f(x) galler att
£(1) =f'(1) = 3. Bestim den linjara
funktionen.

3100 I skidrningspunkterna mellan linjen
y =x -1 och parabeln y = x — x* drar
man tangenter som skédr varandra i
en punkt. Bestdm skédrningspunkten.

KAPITEL 3 ; DERIVATA

3101 Bestim till funktionen
f(x) =2x* + 9x? ekvationen for en
tangent med negativ lutning.

3102 a) Visa att parablerna y = x* och

x’ 1
pasimeBi=C, tangerar varandra.

b) Bestdm ekvationen for den
gemensamma tangenten.

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 3.4

Avgdr for varje pastdende om det dr sant, falskt eller sant om (sant under vissa
forutsattningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dar det dr mgjligt.

@ Funktionen f(x) har i punkten med x-koordinaten a lutningen f(a).

Funktionen f(x) har i punkten med x-koordinaten a en tangent med
riktningskoefficient f'(a).

€ Enfunktion som har samma lutning for alla x-vérden i definitionsmangden
ar en rét linje.

Samtliga tangenter till funktion f(x):i2 har negativ lutning.
X

E@l Svar med motiveringar

8| finns pa lararwebben.
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* ANDRINGSKVOTER
1 For en vattenbehallare beskrivs vattennivans héjd av sam- T A |
bandet h(f) = 2,4t'7. Hojden h(t) anges i cm och tiden ¢1is. s I
a) Stiger eller sjunker vattennivan?

b) Bestim medelvirdet av hur snabbt hojden av vattennivan
forandras mellan tidpunkterna 0 s och 8 s.

2 Bestim grafens medellutning mellan de markerade punkterna.

3 D4 en kula slapps fran hog hojd beskrivs dess rorelse av
sambandet s(t) = 4,972 Strickan s(f) anges i m och tiden ¢1is.

a) Vilken medelhastighet har kulan under den forsta sekunden?
b) Vilken medelhastighet har kulan frdn ¢ = 0,40 s till £ = 0,60 s?

4 Bestim for rorelsen som illustreras av grafen
a) medelhastigheten mellan tidpunkterna O s och 2's

b) medelhastigheten mellan tidpunkterna 2 s och 4 s

5 Vinsten V(t) miljoner kronor som funktion av tiden ¢ ar for
ett foretag ges under en tid av sambandet V(#) = 2,0t - 0,25¢%

a) Bestim V(2) och ange med ord vad du bestimt.

b) Bestim @ och ange med ord vad du bestimt.

V({4)-V(Q)
4-2

c) Bestim och ange med ord vad du bestdmt.

6 Antalet invanare i en stad ¢ ar efter dr 2000 beskrivs av funktionen N(#). Still upp
det uttryck eller den ekvation som kan anvéndas for att besvara f6ljande frégor.

a) Hur ménga invanare finns det ar 20127
b) Nir finns det 115 000 invénare i staden?

¢) Med vilken medelhastighet dndras invanarantalet mellan
aren 2012 och 20207

7 Den stricka s(f) m som en bil firdas pa ¢ s ges av sambandet s(f) = 25¢ — 0,80¢*,
Hur langt har bilen firdats d& medelhastigheten frén tiden 0 s &r 15 m/s?

8 Folkmingden i en ort ges av N(t) = 25000 - a'. Efter tva &r dr medeldkningen per ar
1020 invénare. Bestim den procentuella tillvixthastigheten per ar.
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2 Bestdm ett nirmevirde till f'(4) for funktionen

dndringskvoten
41-3,9
3 Bestdm f'(x) da
a) f(X) =2x+1 b) f(x) =1 C) f(X) _ 3—24x

4 Bestim derivatan for en linjar funktion som gar

8 Anvind derivatans definition for att bestimma f'(3) da f (x) =

TESTER

% DERIVATA

1 Grafen visar ett foremals rorelse. Bestim dess hastighet
vid den markerade punkten.

3 y
f(x) == genom att bestimma den symmetriska

J@.D-fG9)

genom punkterna

a) (2,1)och (1,2)
b) (-3, 5) och (3, -1)
c) (-4,1)och (4,1)

5 Uppskatta f'(2) genom att valja limpliga symmetriska andringskvoter.

2) f) =32 -2x+1  b) f)=x o) fy =1
X

6 Tillryggalagd stricka hos ett fordon ges av s(f) m da det gatt ¢ sekunder efter att dess fird

har paborjats. Tolka foljande likheter.

a) s(0)=0 b) s'(5)=2,5 c) s(10) =125 d) s'(15)=0

7 Anvind derivatans definition for att bestimma f"(x) da f(x) = 3x - 2

x*+1
2
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1

% DERIVERINGSREGLER

Derivera .
a) f(x) =4x b) g(x) = 2x" ) flx)=-3x d) hix) = =
Bestidm f(2) och f'(2) om 3

a) flx) =7x b) f(x)Z% c) f(X)=% d) f(X)=—§
Bestam derivatan av

a) f(x)=2x-9 b) f(x)=3x*—x

) f(x) =8 —~7x2+6x—5 d) f(x):%-}%

4 f(x)=x>—4x-5.

a) Bestdm f(0)
c) Bestdm f'(0)

b) Los ekvationen f(x) =0
d) Los ekvationen f'(x) =0

Bestam

a) f(I)ochf'(1)om f(x)=4x’ - 3x*+2x -1
b) f(8) och f'(8) om f (x) = x**

¢) f(-1) ochf'(-1) om f(x) = (x+1)

En influensaepidemi sprids i skolan. Efter t dagar 4r P elever sjuka dar P(t) = 20t — 1%

a) Med vilken hastighet sprids influensan nir ¢ = 1?
b) Nir sprids influensan med hastigheten 8 elever/dag?

¢) Hur ménga elever dr sjuka nar influensan sprids med 8 elever/dag?

7 Funktionen K(x) = 0,001x? + 5x2 — 14x + 10 beskriver en totalkostnad.

8 Temperaturen T °C i en byggnad kan beskrivas med funktionen T(x)=

a) Bestim marginalkostnaden nar x = 100.
b) Forklara med ord resultatet i a)
200—x*—x

10
dar x ar avstdndet i meter fran virmekallan,

a) Bestim T(3,0) och forklara med ord vad du har beriknat.
b) Bestim T'(3,0) och férklara med ord vad du har berdknat.

KAPITEL 3 ; DERIVATA
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TESTER

# TANGENTER

Vilken lutning har en tangent till funktionen
a) f(x) = 3x* i punkten (1, 3)

b) g(x) = x* - 2x + 5 i punkten (0, 5)

¢) f(x) = 100 — 7x i punkten (-1, 107)

d) g(x):\/; i punkten (16, 4)

I en punkt pa grafen till andragradsfunktionen y = 2x? + x — 1 &r lutningen -7,

a) Bestdm punkten.

b) Bestdm ekvationen f6r tangenten i den punkten.
Bestdm ekvationen for tangenten till kurvan y = x> + x? + x nar x = 1.

a) Ivilken punkt har y = —x* + 8x — 1 samma lutning som linjen y = 2x + 5?
b) Bestdm ekvationen f6r tangenten i den punkten?

a) Bestdm den punkt pd kurvan y = -3x% — 12x + 1 dér tangenten ir parallell
med x-axeln.

b) Bestdm tangentens ekvation.

3
Funktionerna f(x)= %—SxZ —15x och g(x) = —4x har parallella tangenter.

Bestdm ekvationerna for dessa tangenter.

Den rita linjen har lutningen —1 och 4r tangent till funktionen f(x) di x = 2.
Bestam f(2) och f'(2).

AY
fix)

e

8 Till funktionen f (x) = x* — 8x + 11 dras tvé tangenter, en med lutningen —2

och en med lutningen 4. Bestdm tangenternas skarningspunkt.

KAPITEL 3 ; DERIVATA
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OVA | sceconeccoecooceenoeenoene

1 Bestam de avbildade funktionernas
derivata.

a)[

L 4
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Bestim #ndringskvoten for funktionen
y =x*+ 3 iintervallet

a) 0<x<2
b) -1<x<1

c) —1<x<2

Bestidm grafiskt derivatan till
funktionen i figuren da x = 4.

T

A

=r i
=T
|

g
L e
7
64— s
5 ———

i
i (I
U 5 B8

1
0

LN A e
.

-------

7-6-5-4-3-2-1 012 3 45 67

Bestidm ett narmevérde till f'(4) for
funktionen f(x) = vx+1 genom att
bestimma den symmetriska andrings-

f(4,1)-£(3,9)
4,1-3,9

Bestdm f'(3) om
a) f(x)=7x-11
b) f(x)=5-x

Bestim derivatan for en linjar funktion

kvoten

som gar genom punkterna

a) (-1,5)och (3, -9)

b) (2, -14) och (10, -14)

For en linjdr funktion galler att f'(3) = 2
och f(2) = 3. Bestdim

a) f(2)

b) f(3)

8 En bil kor strickan s(t) km pé tiden ¢
timmar. Skriv ett samband for att
a) bilens hastighet efter 3 h &r 90 km/h

b) bilens medelhastighet under den
tredje timmen &4r 100 km/h

9 Grafen visar Kajsa Bergqvists hojd-

hoppsresultat utomhus fran ar 1988
till ar 2000. Hur stor var den genom-
snittliga forandringshastigheten for
hennes resultat fran 1988 till 2000?
(NP Ma C vt 02)

gt ¥ HN 8 R I| I L1l L] .!
| | 1745 1,9 [

200==T 1T Tkt 163795

-Ilg_... 4 . S

1,8~

1,759 [ f

1.6 W6l .

15917 !

149351 { 1

HEE NN

1.2

|
|
3
|
|

. [ T e
88 82 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 00 ar

10 Grafen i diagrammet beskriver kor-
strickan for en rallybil under en del
av en tavling. Efter tiden t sekunder
har bilen hunnit strickan s(¢) meter.
Berikna med hjilp av diagrammet
foljande tva uttryck och forklara vad
vardena sdger om bilens rorelse.

2) s(12)-5(10) b) 5'(5)

12-10
(NP Ma C ht 96)

7

260
24041 | 1
220 4—1
200
180
160 -
140 4
120
100
80 -
6011
404— .
204 L

" A

|

| |

I |
012345678 9101112

KAPITEL 3 ; DERIVATA




11 Derivera
b) g(x) =20x
d) h(x)=7,5

a) glx) =8x’
9 fl)= 2

12 Bestdm f'(1) om

a) fx)=1-x
c) flx)=2012

b) f(x)=2x>—-6x
Q) fG)=2+x

.13 Laty=x"+5x
a) Bestdm y’ b) Berdkna y'(3)

(NP Ma C ht 96)

14 Bestim derivatan y’ till foljande

funktioner
a) y=4x"-3x+5
b) y=2x>-6x+9
) y= = -2

5 2x

d) y=vrx+dx+Vx

15 Bestdm f(-1) och f'(-1) om
1

_x 1
fo=Zmx=

16 Bestim ekvationen for en tangent till
funktionen f(x) i punkten P.
a) y=x*-1,P=(2,7)
b) y=3x*-4x,P=(1,-1)
c) y=x+3x*-4x-5P=(1,-1)
1 19
d =x’ +—, P= (_) —)
) y=x 2’4
17 Funktionen y = x* — 1 har en tangent

med lutningen -3. Vilken ekvation har
tangenten?

18 Bestidm ekvationen for den tangent till
funktionen y = x* — x — 12 som &r
parallell med y = x - 4.
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19 FEtt féretag riknar med att vinsten V kr
for en av foretagets produkter beskrivs
av funktionen V(x) = 0,03x* + 0,1x
dar x dr antalet producerade enheter.

a) Bestdm marginaldndringen av
vinsten nar produktionen 6kar fran
100 till 101 enheter.

b) Bestim marginalvinsten nir man
producerar 100 enheter.

20 Striackan s(t) m efter ¢ s hos ett fordon
som bromsar ges av sambandet
s(f) =20t - 2,012, @
a) Mellan tidpunkterna 0 s och ¢ s dr
medelhastigheten 12,0 m/s. Bestdm {.

b) Mellan tidpunkterna 1,0 s och ¢ s dr
medelhastigheten 8,0 m/s. Bestdm .

21 Anvind derivatans definition for att

2
bestimma f'(-2) da f (x) = X +2x+2

2

22 I koordinatsystemet &r grafen till
funktionen f(x) = x** ritad.
Bestim f'(0,6) pa tva olika sitt.
(NP Ma C vt 02)

YA
0,91
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0 010203040506070809 x

23 Vikten V gram hos en cancertumor

24

25

26

27

28

29

30

efter t veckor kan beskrivas med

funktionen V(t) = 0,10t

a) Med vilken hastighet vixer tuméren
efter 5 veckor?

b) Nir vixer tumoren med hastigheten
5,0 g/vecka?

a) For vilket x-vérde dr f'(x) = g'(x) om
Sfx) =x* - 6x+ 4 och g(x) = 4x - 3.

b) Beskriv resultatet i a) geometriskt

a) Forklara med hjélp av en graf varfor
derivatan till en konstant funktion
ar noll.

b) Forklara med hjalp av derivatans
definition varfor derivatan till en
konstant funktion ar noll.

(NP Ma C vt 02)

Funktionen fuppfyller foljande tva
villkor: f(2) =5, -1 < f'(x) < 2.
Vilka virden kan f(10) anta?

(NP Ma C vt 02)

Vilken dr den minsta lutningen som
en tangent till kurvan y = x° + x kan ha?

Vilka tangenter till kurvan y = x + 2
gar genom (2, 5)?

Bestdm den rita linje genom punkten
(1, 5) som &r tangent till kurvan y = x°.

(L)

En accelererande bils stricka s(t) m

efter ¢ s beskrivs av sambandet

s(t) = 1,6t

a) Mellan tidpunkterna 0 s och ¢ s ir
medelhastigheten 8,0 m/s. Bestdm .

b) Mellan tidpunkterna 1,0 s och ¢ s r
medelhastigheten 8,0 m/s. Bestim t.

31 f(x) = NP
Bestam och skriv i enklaste form:

a) f(4) b) f'(4)

2
2

32 f(x) = X—21 . Bestam f'(2).

x

33 Bestdm derivatan av f(x)=x +l med
hjilp av derivatans definition.

34 Volymen V(¢) i ett badkar som téms

pd vatten beskrivs av

V(£) = 16£* - 160t + 400, dar V(¢) 4r

volymen i liter och t 4r tiden i minuter.

a) For vilka virden pa variabeln ¢
kan funktionen gélla?

b) Bestim den genomsnittliga
utstromningshastigheten under
de fyra forsta minuterna.

c) Bestim utstromningshastigheten
vid tiden 2 minuter och
15 sekunder.
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39

35 Vattentemperaturen i en sjo, y°C,

36

37

38

foljde under flera dygn formeln

y = 18,0 + 0,6t - 0,05 t2dadr t ar tiden i
dygn. Vid en viss tidpunkt &r tempe-
raturbkningen 0,4 °C/dygn. Berdkna
vattentemperaturen vid denna
tidpunkt.

En funktion kan skrivas f(x) = 3x* + 4,
dir a 4r en konstant. Om funktionen
och dess derivata ritas i samma
diagram, tangerar de varandraien
punkt. Derivatan blir med andra ord
en tangent till kurvan i den punkten.
Berikna koordinaterna for denna

punkt. @

Bestam y ' om y =
Y y %

I den punkt pa grafen till funktionen
flx)=x*+ax+ b dir x = 4 dras en
tangent. Bestim konstanterna a och
b s att tangentens ekvation blir
y=5x+3.

Den allminna andragradsfunktionen skrivs f (x) = ax* + bx + c.
Undersok kurvans lutning i funktionens nollstallen.

= Du kan bérja din undersékning med a =1 och b =0 och undersoka lutningen for |
c=—4,c=00chc=4 |

® Vilja=1och b =2 och undersok for olika virden pa c.

m Vilj nya virden pa a, b och c.

Kapitelprov

m Formulera dina slutsatser.
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SAMMANFATTNING

Sekant. En rit linje som skir en kurva i minst tva punkter.

Tangent. En rit linje som har en punkt gemensam med en kurva och som har
samma riktning som kurvan i den punkten.

Andringskvot. Ett medelvirde pa forandringshastigheten hos en funktion.
Derivata. Férandringshastigheten hos en funktion i en punkt.

Derivatan hos en rit linje. Da f(x) =kx+m dr f'(x) =k.

Derivatans definition. f'(a) = lim
h—0

flat h)-f(a)

h
Deriveringsregel for potensfunktioner. Da f(x) = ax", a 4r ett reellt tal # 0,
ar f'(x) =nax™’
Derivatan av en summafunktion. Da h(x) =f(x) + g(x) ar h'(x) =f"(x) + g'(x)
Derivatan av polynomfunktioner.=D3 f(x)=a x"+a 1x"'1 +..tax+a ar

n n— 0

f(x)=a -nx""+a_-(n=1x"+..+a

Tangentens ekvation. Tangenten till funktionen f(x) i punkten (a, f(a))
har ekvationen y — f(a) = f'(a)(x — a)
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