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sambandet mellan integral och derivata.

Primitiva
funktioner och

Bestamning av enkla integraler i tillampningar som &r relevanta
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Begreppen primitiv funktion och bestamd integral samt ' ‘
|

|

for karaktarsamnena. |
|

|

Inledning

|
.
|
Tidigare har du startat med en kind funktion och bestamt dess derivata for att fa information ' |
om funktionens beteende. | manga tillimpningar inom bade naturvetenskap och samhillsve- i
tenskap giller det omvinda, derivatan &r given och man vill bestimma funktionen. T.ex. has- |
tigheten fér ett féremal 4r kind och man vill veta vilken stracka féremalet rér sig pa en viss tid l !
eller hastigheten med vilken en population 6kar ar kdnd och man vill bestimma populationens . ‘
storlek i framtiden.

o

|

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) 4r en av matematikens férgrundsgestalter. Obe-

roende av varandra men ungefir samtidigt definierade Leibniz och Newton derivering och

integrering av kontinuerliga funktioner. Under 1700-talet utvecklades integralkalkylen och

tillimpades p& manga olika fenomen. Men det var forst under 1800-talet som de grundldg-

gande begreppen fick helt strikta definitioner. Ordet integral inférdes av Johann Bernoulli it |
(1667-1748) som var professor i Basel. . |

Din forsta uppgift |
Bestim de funktioner som har féljande derivator: . |
O fx)=2 |
O f'(x)=2x . :
O f'(x)=3x2 i
O f(x)=x 1
O f'(x)=e* '

|
|
|
|
|
|
|
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5.1 Primitiva funktioner &

Att bestdmma funktionen da derivatan 4r kind &r att tinka deriveringsregeln baklanges, dvs.

att stalla fragan "Vilken funktion har denna derivata?” Att bestamma den funktionen kallas att

bestimma den primitiva funktionen.

En funktion F kallas for en primitiv funktion till f om F'(x) = f(x)

34
0,

vy En primitiv funktion
ﬁ Bestdm en primitiv funktion till f(x) = x
LOSNING:
Den primitiva funktionen maste ha exponenten 2.
Vi kallar den primitiva funktionen fér F(x) och provar med F(x) = ax?.
Deriverar vi F(x) far vi F'(x) = 2ax som ska jdmféras med f(x) = x.
1
2 2
Den primitiva funktionen ar F(x) = X?

Det betyder att 2a=1 eller a=

2
SVAR: En primitiv funktion ar F(x) = X?

Samtliga primitiva funktioner
Bestdm samtliga primitiva funktioner till f(x) = x.

LOSNING: R
Visag i exemplet ovan att en primitiv funktion till f(x) = x &r F(x) = X?
2

Men dven F(x)=X—+5 har derivatan F'(x) = x = f(x)

2
Alla funktioner F(x)=%+C har derivatan x eftersom derivatan av en konstant C 4r O,

SVAR: 1
Samtliga primitiva funktioner dr F(x) = X?+ C;
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(n} Teorigenomgang

EXEMPEL

Samtliga primitiva funktioner till olika potensfunktioner
Bestdm samtliga primitiva funktioner till

a) f(x)=5x3 b) f(x)=2 c) fx)=— d) gx)= \/;

LOSNING:
a) Den primitiva funktionen maste ha exponenten 4.
Vi soker en primitiv funktion F(x) =ax*
Deriverar vi F(x) far vi F'(x) = 4ax? som ska jamféras med f(x) = 5x3

4
Detgerda=>5 eIIera:%. En primitiv funktion ar da F(x) _2x och
4

4
samtliga primitiva funktioner ar F(x) = 5L+ C
4

b) Vi skriver f(x)=2=2x°
Den primitiva funktionen maste ha exponenten 1.
Vi far da den primitiva funktionen F(x) = 2x och samtliga primitiva funktioner &r
F(x)=2x+C.

c) Viskriver f{x) = is som f(x) =3x~°

X
Vi ska hoéja exponenten -5 med 1, dvs. den primitiva funktionen maste ha —4 som exponent.

Vi soker en primitiv funktion F(x) = ax™*
Derivering av F(x) ger F'(x) = —4ax~ som ska jamféras med f(x) = 3x >

Vifar —-4a =3 eller a:—%

3x7*

Samtliga primitiva funktioner ar F(x) = — +C

4
d) g(x):\/;:x2

Den sokta funktionen bér ha en exponent som ar %+ 1= g
3

Vi prévar me1d att derivera G(x) = ax?

G =222
2

Vijamfor G'(x) med g(x) och far 3—5:1 eller a:§
3
G(x) =§x2+c

4 4 3
SVAR: 2) F(x)=5%+C b Frdeiae @) F(x):—3XT+C —Z

Till potensfunktionen f(x) = ax" finns det odndligt manga primitiva funktioner

n+1
Fx) =2
n+1

+C n#-1

Nir man ska bestimma primitiva funktioner for polynomfunktioner bestimmer

man primitiva funktionen fér var och en av de ingiende potensfunktionerna.
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= 5001 Bestim samtliga primitiva . 5006 Bestim samtliga primitiva % Primitiva funktioner till exponentialfunktioner
funktioner F(x) till funktioner till ﬁ Bestdm samtliga primitiva funktioner till
a) f(x) =2 2) f(x) = Jx N a) f(x)=2e* b) fix)=e>* c) flx)=22
b) f(x)=x° B 6 LOSNING:
) flx) =x" ) fx)= ﬁ a) Derivatan av e* ir e*.
d) f(x) =" x\/; Vi prévar med att derivera F(x) = 2e* + C.
! : ©) flo)=== @ F'(x)=2e*=f(x)
5002 Bestdm samtliga primitiva b) Derivatan av ae** dr ake**.
funktioner F(x) till 5007 Bestim en funktion f(x) d& Vi prévar dérfér med att derivera F(x) = ae?* + C och jamfér sedan med f(x).
2) flr)=x7 L a) f'(x) = (5x -1)? F(x)= ~2ae = e Det ger -2a =1 eller a=—1/2.
b) () = — : b) f'(x) = x(x>+3x +1) Fo = % S
X :
¢) flx)=10 © 5008 Bestim en primitiv funktion till ¢) Derivatan av 2% drIn2 - 2=,
. R " 2" o f3a
N J 4 Vi prévar med att derivera F(x) = +C och jamfér sedan med f(x).
A0 : ) f0=-22 g e 2" o) i
5003 Vilka funktioner har derivatan : 2 F(x) = | =2
: b) f(x) = x+1 n2
a) f(x) =2x X SVAR:
—t . - X — 1 X — 2X
) Gl e . 5009 Figuren visar graferna till tre ) b= b) F(x) == T+C ) Fx)= In2 +C
) f)=1 funktioner f, g och h. Vilken av
d) f(x) = 3x* funktionerna g och h dr primitiv
: . N : funktion till f? Forklara varfor.
5004 Bestim samtliga primitiva
funktioner till 1 M
a) f(x)=3x \_
1 \g = :
b) flx)= ) \ —_ | Funktion f(x) I Primitiv funktion F(x)
3 P =
) fx)=7; C N /\\
Q) f0)==x 4
X /¥,, R X,
R, : | A
5005 Bestim samtliga primitiva : i ‘\ \ i

funktioner till
a) fx)=2x+x+5

5010 Vilka funktioner har derivatan

b) f) =X+ Z4 2 L ) fw=(exy
c) flx) =x*+2x2+x b) f(x) = 3’;:1
o) fx) = Ux

190 KAPITEL 5 ; PRIMITIVA FUNKTIONER OCH ENKLA INTEGRALER KAPITEL 5 ; PRIMITIVA FUNKTIONER OCH ENKLA INTEGRALER 191




|
o op o ° ° . o | |
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- 2
5011 Bestam samtliga primitiva . 5017 Bestim samtliga primitiva funk- 2 Av al!a oandllgt manga prlmltlya.ﬂ.mktloner kan vi bestimma en speciell 1
) . ; . . : om vi har ett villkor for den primitiva funktionen. |
funktioner till : tioner till i s |
a) f(x) = e a) flx)=x"+7e+ o o
PSS E Dz funk d villk
: Primitiv funktion med villkor |
5012 Bestim en primitiv funktion till 5018 Bestim er; 5prlmltlv funktion till Bestim den funktion F(x) som har derivatan F()=Ax)=3x*—5 och vars graf gir genom !
a) f(x)=3" flx) = 4> +x) +5 punkten (0, 2). |
b) f(x) = 10" - 5019 Bestim samtliga primitiva funk- LBSNING: ‘
. . o : tioner till f(x) = 2 - 5% , ) "Nl : . ! 4|
5013 Bestim samtliga primitiva Vivet att f(x) = 3x2 — 5. Samtliga primitiva funktioner till f(x) 4r F(x) = x*> - 5x + C. |
funktioner till : 5020 Figuren visar graferna till tre Vi séker den funktion F(x) som uppfyller villkoret F(0) = 2. El
a) f(x) =3¢ funktioner f, g och h. Vilken av Sattin x =01 F(x) och sitt uttrycket lika med 2. |
b) f(x) = 2> funktionerna g och h ar primitiv Fo)=C=2. .
: funktion till f? Motivera ditt svar.
o) flx)=¢e>* : SVAR: F(x)=x*—5x+2
1 . . _
O f)= @ | |
|
5014 Bestim en primitiv funktion till I = ) |
4 Tillampning
a) flx)=e*+1 . . .
. En raket skjuts rakt uppat. Dess hastighet v m/s efter t sekunder i
b) f(x) =2x-8 ges av funktionen v(t) = 20t + 50. Hur hdgt upp befinner sig raketen
5015 Vilka funktioner har derivatan : efter 100 sekunder?
— 3 3 1
a) flx)=e : R i LOSNING: |
b) f(x) =4" 2024 il 125(1+t110ner ar dertvatan Hastigheten ér derivatan av strickan med avseende pd tiden. Vi far
¢) flx) =™ fl)= E: ¢ da funktionen for strackan s(t) genom att bestimma den primitiva
funktionen till v(t). .
d) f(x):zix . 5022 Bestdm samtliga primitiva s(t)=10t2+ 50t + C |
" . mitiva funkti funktioner till
5016 Eestam samtliga primitiva funktioner a) f(x) = ex® Nar t = 0 skjuts raketen upp och darfér dr s(0) = 0. |
ul . b) f(x) =4*"" Det villkoret ger C = 0. Den sokta funktionen blir s(t) = 10t2 + 50t. g |
a) f(x) =3e* + 5x Raketens héjd i km efter 100s fas av |
b) f(x) = 5 x° : 0) flx) =4 5(100) =10 - 1002+ 50 - 100 = 105 000. |
) 1 f
2 ; d) fx)=== 1
¢) flx)= = z ; e | SVAR: Raketen befinner sig pa 105 kilometers hojd. |
d) fx) e N 5023 Bestim en primitiv funktion till |
x)= X :
2 : a) f(x) = (er—e)? ' ]
: 2 x -
b) f(x)= -= ,
) =525
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o O eo0 . OVAIl eeoceococceccsncoccese = Teorigenomgang
l OVA |l soseeonoononsnoscooene —;— 5.2 Integraler (ﬁ)
}, 5024 Bestim den primitiva funktionen . 5028 Bestdm funktionen y om 3
~ F(x) om a)y'=1+2xochy(l)=-1 |j':i Ett annat skrivsatt for samtliga primitiva funktioner till f ar [ f(x) dx.
E' a) f(x)=xoch F(0)=3 : b)y'=x+e*ochy(0)=1 H Symbolen [ kallas integraltecken och uttrycket [ f(x) dx obestimd integral.
b) f(X) =6x2+ 1 och F(l) =2 C) )/': e0:008x 5k )/(O) =0
c) f(x) =e*-xoch F(0)=3 d)y'= % ochy(4)=0 De primitiva funktionerna till funktionen f kan betecknas F(x) =J-f(x) dx ddr f(x) kallas integrand.,
d) f(x) =v/x + 1 och F(4) =0 : i N Ao it till skolan. Lit P(7) Att integrera en funktion f betyder att man bestimmer de primitiva funktionerna F till den.
5029 Influensan har kommit till skolan. La
5025 Bestdim den funktion f(x) som har vara antalet sjuka personer  dagar efter det
i (%) =3x" —2x—e™* . i i 5 - . Integrering
derivatan f'(x) =3x : att epidemin brot.ut och P(0) . 100. Antag Beteckningen [ £(x) dx utlses "integralen av fav x dx".
och f(0) = 2. : att influensan sprids med hastigheten , , . o
. P'() = 120f - 3¢2 /d dx betyder att integrationen gérs med avseende pé variabeln x. F
. = - rsoner/dag.
5026 For den primitiva funktionen F(x) Hur minea ir s'lflfa i dag 2 —
giller att F'(x) = f(x) = 3x* - 2x + 3. 8 ) gars ) ' erivering
Bestdm F(2) - F(1). © 5030 Vid produktion av en vara dr margi- B"eStamdomtegral o
§ o ) nalkostnaden K'(x) = 0,024x + 14 dir For att forstd vad som menas med bestdmd integral
5027 Ett foremdl ror sig med hastigheten x ir antal producerade enheter. Den tdnker vi oss att vi ska berdkna arean under kurvan
i d . - . f .= .
v n?/s Som g fesriyas g fasta kostnaden ar 7 500 kr. Bestim fx) =x*, 0<x =2, det grona omrédet i figuren till
funktionen v(t) = 4,0¢ + 5,0, dar tdr kostnadsfunktionen, K(x). @ hoger. Omradet begrinsas av kurvan f(x) = x2,
tiden i sekunder berdknat fran starten. ’ ’ x-axeln och linjen x = 2.
a) Vilken hastighet har foremalet 5031 Bestim konstanten a sé att grafen
efter 10 s? till den primitiva funktionen till funk- Vik . =
. . s I kan gbra en uppskattning av arean genom att dela
b) Vilken stricka har féremalet rért  : tionen f(x) = 3ax” + 2ax + 2 gdr genom , g ©nupp g g
: in omradet i fyra lika breda rektanglar och summera
sig efter 10 52 (M : punkterna (1, 0) och (2, 16).
g l : areorna av rektanglarna. Alla rektanglarna har
. Ord och begrepp bredden 0,5 och hgjden 4r funktionsvirdet for
Koll pa avsnittet basens mittpunkt.
- Summan av areorna av de fyra rektanglarna blir da:
0.5-f(0,25)+0,5-f(0,75) +0,5-f(1,25) + 0,5 - f(1,75) =
REFLEKTERA OCH DISKUTERA 5.1 =0,5-0,252+0,5-0,752+0,5-1,252+ 0,5 1,752=
=2,625
Avgor for varje pastdende om det ar sant, falskt eller sant om (sant under vissa
forutsattningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dér det dr mojligt. Vi har nu gjort en approximation av arean under kur- _ -
van med en s.k. Riemannsumma. For att f4 en bittre YA x%2
@ En andragradsfunktion har en férstagradsfunktion som primitiv funktion. : approximation kan vi dela in omradet i mindre och S | | ‘
€ Till varje funktion finns bara en primitiv funktion. mindre delintervall. 44 | ‘ i ‘ )=
34 4 -
€) Om F(x) och G(x) dr primitiva funktioner till f(x) sa &r F(x) = G(x) + C. I'
o 5 i . 5 2 r= i
@ En primitiv funktion F(x) till funktionen fx) _ o Med atta delintervall blir arean 0,25 - (0,125%2 + 1 1 !
uppfyller villkoret F(x) = £'(x) S R +0,375?+0,625? +0,875? +1,125? + 1,3752 + 1 i R
ppry . %4 finns pa lararwebben. +1,6257+1.875%) = 2.656 25 S ! i | : o
_// 00,125 0375 ez 0,875 A5 1,375 1,625 1.8752 X
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Lat bredden pa rektanglarna vara Ax och hojden f(x). Med summatecknet X kan vi

teckna arean pa foljande stt:
8
2 Ax: f(x)

vilket utldses "summan av delta x ganger f av x, dar i gar

Fér att gbra en allman definition av bestdmd integral later vi f vara en kontinuerlig funktion

fran 1 till 8".

(dvs. en sammanhingande funktion) i intervallet a <x <b som delas in i lika stora delintervall Ax.

Med n delintervall far vi arean A zg Ax- f(x)

Vi later n — oo vilket ocksa betyder att Ax — 0.

Man kan da visa att summan :21 Ax- f(x) gér mot

ett gransvirde som kallas fér integralen av f fran a till b
och skrivs _ff(x) dx.

Talen a och b kallas undre och &vre integrationsgrans,
f (x) kallas integrand och x integrationsvariabel.

Integraltecknet | motsvarar summatecknet Z i summan.
[ 4r ett utdraget S fér summan av alla smaareor som
tillsammans bildar arean under en kurva.

YA
n b
A= !‘HZAx- fix) =[ f(x) dx
B 1= a
[ f(x) dx kallas en bestimd integral

och ir ett reellt tal.

f(x)

Bernhard Riemann (1826-66) var professor i matematik i Géttingen och
en av den moderna matematikens pionjirer. Den definition som vi har
gett p integral bygger pd Riemannsummor som kommer fran honom.
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Teckna integral

Teckna med hjélp av en integral ett uttryck foér arean av det markerade omradet.

A AT b)

154 .
14 N
134 il
12 L
17+ 1
104 Ll

94 ]

8 e

; g

6- 1)

5 L

4 fid

34 |

24 | i

i —1

0 .y

0 1 2 3 4 %

4 1
SVAR: a) [x?dx b) [erdx
2 =]

Beridkna integral med geometrisk formel
Berdkna integralerna med geometriska formler

2 3
a) 0j4x dx b) [(x+1)dx

0

LOSNING:

2
a) [ 4x dx kan beriknas med formeln for arean av en triangel. =

0
Ab h
2
28 a.e.=8a.e.

>
Il

dxdx =8

b)

Clt—/—uw Ct—pn

_ha+b)

2
_3(1+4)

>

>

a.e.=75a.e.

(x+1)dx=7,5

Cle—

2 3
SVAR:a) [4xdx=8 b) [(x+1)dx=7,5
0 0

KAPITEL 5 ;

(x+1) dx kan berdknas med formeln fér arean av ett parallelltrapets.
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5032 Teckna med hjdlp av integral arean 5036 Teckna med hjilp av integral arean
for det markerade omradet. for det markerade omradet. @9
a) a) y A
fx)=4-x2
b) | b) vA
i f(x) = 4x - x*
5037 Teckna med hjilp av integral arean

mellan kurvorna y = 0,5x* och y = 2x.
5033 Berikna integralerna med hjélp av y A
geoinetriska formler -

a) [3dx b) fl(x+1) dx

2 .
¢) J2x dx d) J%dx 5 = 0,5
0 .

5034 Berikna arean mellan grafen till
funktionen f(x) = 0,5x + 2 och
koordinataxlarna.

L

5038 Teckna arean for omradet mellan

5
5 d funktionen 1
5035 Bestim Of f(x) dx om fu a) kurvorna y = x, e x-axeln

f(x) har grafen nedan. samt linjen x = 2.
| ' b) kurvorna y = 4 och y = x?samt

. |
y-axeln i forsta kvadranten.
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Samband mellan integral och derivata @ Teorigenomedng

Vi har nu beréknat integraler med hjélp av kinda geometriska formler,

vilket dr méjligt dd integralen representeras av ett omrade som begrinsas av rita linjer. D4
omradet begrinsas av t.ex. f(x) = x?, f(x) = e~ eller andra funktioner finns inga kinda geo-
metriska formler. Vi maste dd anvdnda en annan metod att |6sa integralerna. Fér att komma
fram till denna metod kan vi underséka vilket samband det finns mellan derivata och integral.

y A f(x) = 4x i fO)=x+1
A A
! > T
0 x 0 X
a=bh A_htath)
2 2
2 2 2
A(X):X-4X:2X2 A:X(X+1+1)=X +2X=X—+2—X:X—+X
2 2 2 2 2 2
A'(x)=4x AX)=x+1

| exemplen ovan kan vi se att derivatan av areafunktionen, A'(x), dr lika med funktionen, f(x).
Om A'(x) = f(x) sd dr A(x) en primitiv funktion till f(x).

...................................................................... . y A
¢ X : f(t) Alx+h)-A(x)

Sats: Om A(x) = [ f(t) dt och f 4r kontinuerlig

&

géller att A'(x) = f(x).
........................ A(X)
Grafisk illustration av satsen: N
Eftersom beviset dr komplicerat néjer vi oss med att G )i(_f)LEf-AX £t
gora satsen trolig genom att studera arean mellan Ax

kurvan y = f(t) och t-axeln da f(t) 2 0.

Enligt foregdende avsnitt kan vi tolka A(x) = _[f(t) dt som arean mellan grafen och t-axeln i

intervallet a <t < x. P4 motsvarande sitt 4r A(x + h) arean i intervalleta <t <x + h och
ddrmed kan den skuggade arean i figuren skrivas A(x + h) — A(x).

Om h dr litet gdller approximationen A(x + h) — A(x) = f(x) - h.

Alx+h)—- A(x)

Vidividerar bdda leden med h och far = f(x).

Jumindre h &r ju béttre dr approximationen sa det &r rimligt att dra slutsatsen att
A0 =lim ——A(X”/’: A _ fix)

h—0

KAPITEL 5 ; PRIMITIVA FUNKTIONER OCH ENKLA INTEGRALER
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Berakning av bestaimda integraler
med primitiva funktioner

Vianknyter till foregdende teorigenomgang dér f var en kontinuerlig funktion i intervallet
a<x<b och Fen primitiv funktion til! f.

Sats Om f &r kontinuerlig och F ar en primitiv funktion till f ar

jf dx =F(b) — F(a)

BEVIS: Enligt foregdende avsnitt géller att

b a
= [f(t)dt och A(a) = [f(t)dt=0

mh.x

A(x) = | f(t)dt och ddrmed att A(b

Eftersom A'(x)
Ab)=Fb)+C Ala)

= f(x) far vi dven att A(x) = F(x} + C och ddrmed géller foljande:
=Fa)+C=0

Den andra likheten medfér att C=—F(a), vilket sétts in i A(b) = F(b) + C: A(b) = F(b) — F(a)

b b
Eftersom A(b) = [ f(t) dt enligt ovan kan vi kombinera de tva uttrycken for A(b): [ f(t) dt = F(b) - F(a)

b
ff(x) dx = F(b) — F(a) visar hur man beriknar integralens varde. Resultatet dr ett reellt tal.
a

_[f(x) dx = F(x) + C visar hur man bestdmmer primitiv funktion. Resultatet dr en samling funktioner.

Nér man ska bestimma virdet av en integral, ska man forst bestimma den primitiva funktionen
for att sedan sitta in grinserna. For att det ska bli tydligt vad som &r primitiv funktion anvinds

b b
foljande skrivstt: [ f(x) dx = [Fx)] = F(b) - F(a)

Berdkna integral med primitiv funktion

Berdkna integralerna
3 2
a) [(x+1)dx b) [x*dx
1

0

1
) [(4-e>)dx
0

LOSNING:
3 2 3
2) I(x+1)dx=[x—+x]= 2+3J—[9+0)=4,5+3=7,5
o 2 ]2 2
o) fxsdx_[ ‘]Lﬁwlg_s
4] 4 4 4
1 1 20 2 2 2
o« dx—[ x—-e—h:| —(41-8)(4.0-8 -4 19 & _9-¢
; 2 2 2 22 2 2 2

0
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3
SVAR: a) [(x+1)dx=75
0

OVA |l cecececvseccooecccossoasns

5039 Berdkna integralerna med hjélp av
primitiva funktioner.

a) j3x2 dx
b) Jz.(xz— 3)dx
) J%(sz— 3x+2)dx

2
5040 Bestim | f(x) dx om F(x) ir en

primiti\;lfunktion till f(x) och
F(-1)=50ch F(2) =

5041 Berikna integralerna med hjilp av
primitiva funktioner.

a) Jerdx
b) [5x*dx

19) fo(x3+x+2)dx

5042 Bestim ff(x) dx om Jgf(x) dx=2
och [ f(x)dx=-3. (B

5043 Berikna integralerna.
4
a) [ 2dt
2

b) j(2 (1-e*) dx
c) fz (£2+t)dt

5044 Bestim konstanten a si att

f(x+ 1)dx=0

2
b) [x*dx=-2
poo

15 9—g?

1
o) [(4-ex)dx=
0

OVA Il eeoocoseecenoeoenccoess

5045 Bestim ff(x) dx om ff(x) dx=0
och ff(x) dx =5,

5046 Berikna integralerna med hjilp av
primitiva funktioner.

a) If\/;dx
c)jxx/;dx @

b)!ﬁdx

5047 Om g(0) = -2ochg(3)=-1,
vad ar daf g(x)dx? @

5048 Bestim konstanten k si att

fk(x-l)de=2. @

5049 Berikna integralerna med hjélp av
primitiva funktioner.

a) j)(e"— e™) dx b) [ = dx

NERERP
-2 X

5050 Funktionen F ér primitiv funktion
till f. Figuren visar y = F(x).
1

Bestdm [ f(x) dx.

YR |
o2 1 +
I ‘
14 !
-~

I / | = - Ord och begrepp
! I ) Koll pa avsnittet
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Gruppaktivitet 5.3 Tillampningar @ I

1]
R AxNEREGULRIESR INTEGRALER E Vi har visat att integraler kan anvéndas for att berdkna andringen i stricka s(t)
N mellan tva tidpunkter om funktionen fér hastigheten v(t) r given: s(t,)-s(t,)= _fv(t) dt
@ Undersdk med egna fxempel om féljande likhet géller och vad som géller fér a, b och c. g | ‘ Det finns manga fler anvandningsomraden bade inom naturvetenskap och 3
b c .
J‘f(x) dx =.[f(x) dx+jf(x) dx samhdllsvetenskap.
(2] Undersok med egna exempel om féljande likhet géller: Négra samhallsvetenskapliga exempel:
ff Jdx+ fg(x e I(f(x) L . m Berdkna dndringen i populationsstorlekp( ) meIIan tva tidpunkter om funktionen for |
. ) tillvéixthastigheten p'(t) 4r given: p(t, fp
© Forklara varfor ff(x) dx=0 {
® Berdkna produktlonen mellan tvd tidpunkter om funktionen fér produktionshastigheten
(4] Undersok med egna exempel om féljande likhet gller och vad som géller for k. : ar given: f(t,)—-f(t, ff \
fkf dx= kffx)dx |
. : ® Berdkna energn‘orbruknlngen Wit) meIIan tva tidpunkter om funktionen for ,
© Vilket samband rader mellan ! f(x) dx och { f(x) dx? Forklara varfor. effekten P(t) ar given: W(t,)-W(t.) = fP(t dt

@ OmFx)=Gx)iintervalleta<x<bsaarF(b)-F(a) = G(b) — G(a).

wl
[1})
0.
. .. UTMANING = Berikna strickan om hastigheten &r kind ‘
MINSTA VARDE FOR EN INTEGRAL ):I . L . _ |
. e Den hastighet v m/s som ett foremal rér sig med kan beskrivas av funktionen v(t) = 4,0t + 5,0
For vilket virde pd a antar integralen [ (a+x)? dx sitt minsta vérde? oy dér t 4r tiden i sekunder. Berdkna strickan s meter som féremalet rért sig i tidsintervallet |
’ ' 20<t<50.
LOSNING: "
2 50 5.0
sit)=Jvit)ydt= | (4t+5,0)dt=12,062+5,0t| =(2,0-5,02+50-50)-(2,0-2,02+5,0-2,0)=
REFLEKTERA OCH DISKUTERA 5.2 Jurde=J [ 5 |
Avgor for varje pastdende om det dr sant, falskt eller sant om (sant under vissa S LBl
forutsattningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dar det &r majligt.
b
O [fx)dx=Fx)+C i
) OVA | ssceccsecsveccnsceeese : 5052 En bilaccelererar fran 25 m/s till 30 m/s F
!

U . a tva sekund d likformig accelera-
5051 Ett foremal ror sig med hastigheten B e

O [ il dx=—i2 +C L - v m/s enligt funktionen v(t) = 6,0t. tl(;n OC}; har halst1gi1'eten v(t) =25+ 2,5¢ I:
. X : P Svar med motiveringar R Beridkna den stricka som féremalet s uhdet acce era ronen. _ '

O [fo)dx=[f(t)dt Iil’) finns pa lararwebben. ISt ror sig i tidsintervallet 1,0 < ¢ < 10. : a) Teckna med hjélp av en integral et :
g s : uttryck for strickan som bilen har ]

I:

fardats under de tva sekunderna.

®
.' .
., d
E
5
E
n
0
»
E
m
w
w
L
]
n
w

b) Berikna strackan.
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Tolka innebérden av j'6P(t) dt =40

TESTER

5053 Temperaturandringen T'(t) °C/h pé 5059
en ort kan beskrivas med funktionen dir P(f) ir effektférb;ukning i kW
T'(t) = £ — 6t + 4 dar ¢ &r tiden i tim- och t 4r tiden i timmar efter midnatt.
mar efter midnatt. Berdkna tempe-
raturen klockan 8 p4 morgonen om 5060 Diabetes kan ibland behandlas med
temperaturen vid midnatt var 0 °C. en kapsel som sitts in under huden
Svara med hela grader. (® och som langsamt avger insulin till # PRIMITIVA FUNKTIONER
) . ) blodet. En viss typ av kapsel avger 1 Bestdm samtliga primitiva funktioner F(x) till
5054 Vattenvolymen i en behallare dndras insulin med hastigheten 0,52 - e % 2) f(x) = dx b) s
med hastigheten f(¢) liter/min dar ¢ cm®/dygn, dar ¢ r tiden i dygn. - fx) =3x ¢) f(x) =2e>
ar tiden i minuter. EOlka med ord Hur mycket insulin avger kapseln 2 Vilka funktioner f(x) har derivatan
vad det betyder att ! f/®dt=-5 under den forsta manjden? a) fi(x)=2 b) f'(x) = % O f () = 2
5055 En bakteriekultur har tillvixthas- 5061 Tolka innebérden av [ p(¢)dt dar Besti L )
tigheten P'(f) bakterier/h enligt p(t) ar tillvéxthastigﬁeten for antalet 3 Bestim de primitiva funktioner F(x) som uppfyller f8ljande villkor
funktionen P’(t) = 1000e ®* dér ¢ ar invanare i en stad och t r tiden i ar. a) flx) =2x* +5 och F(0) = 4
tiden i timmar. Hur stor ir tillvixten . b) f(x) =e?+ 3x och F(0) =1
i tidsintervallet 1,0 < £ < 2,02 5062 En population med insekter okar
’ ’ med hastigheten P'(f) insekter/dag, 4 En boll kastas uppét och dess hastighet v m/s kan beskrivas med
5056 Vid flod strémmar vattnet in i en vilket kan beskrivas med funktionen v(t) = -10¢t + 20 dir ¢ 4r tiden riknat fran starten.
hamn med hastigheten f'(f) m’/h dar P'(t) = 20 - 1,023* dar x ar tiden i a) Vilken hastighet har féremalet efter 1,0 sekund?
f'(t)=-120¢ + 600t,0 <t <4,0. dagar. Hur ménga fler insekter finns b) Vilken hojd har da bollen natt?
t ar tiden i timmar fran att vattnets det efter 7,0 dagar? s L
instromning startat. 5 Den primitiva funktionen F till funktionen f(x) = 2x - 1
a) Nir ir instromningshastigheten 5063 En bilforare sk'a minska hastlgh‘eten uppfyller villkoret F(-2) = 2. Bestim F(4).
storste €9 fran 90 km/h till 70 km/h. Hastig- 6 En kurva o4 o ' )
- heten v(£) m/s under inbromsningen . gar genom punkten (2, 3). Riktningskoefficienten fér tangenten
b) Berikna Of f'(t) dt och beskriv ar v(f) = 25 - €% dar ¢ 4r tiden till kurvan i punkten (x, y) ar 3x2 - 2x. Bestim kurvans ekvation.
med ord vad du beraknat. i sekunder fran inbromsningens 7 Bestdm konstanten b s att funktionen F(x) = 3(b — 2x)2 + 4b 4r en primitiv
bérjan. Hur lang stracka hinner bilen funktion till funktionen f(x) = 24x + 4.
OVA Il coccocceoncceescconeos underinbromsningen? @
8 Ar 2012 fanns 125 000 invanare i en stad. Dess folkméngd 6kade enligt
5057 En kopp varmt te svalnar med _ B funktionen f(t) = 6250 - e®** dir t 4r tiden i ar. Bestim en funktion for
hastigheten —6e™*”% °C/min. Hur ( antalet invdnare ar 2012,
indras temperaturen under de GRANSVARDE UTMANING
forsta 5,0 minuterna?
Bestidm arean av det omrade som begrénsas [1]
5058 Antalet personer som blir smittade av x-axeln, kurvan y = x dér p ar ett heltal 5
per dag under en influensaepidemi storre dn 1, samt de réta linjerna x = 1 och i
ges av modellen N(¢) = 20t dér ¢ &r x=a>1. Visa ocks4 att arean har ett grans- E
antal dagar efter att epidemin startat. vérde dd a — o och bestdm detta gransviérde. L
Efter hur manga dagar hade 250
personer blivit smittade? \ —
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TESTER

206

@ INTEGRALER

@ TILLAMPNINGAR

_ Berikna exakt integralerna

2) 1
a) [(x*-4x*+3x) dx b) [(3x-e*)dx
0 0
5
Bestdm [ f(x) dx om F(x) &r en primitiv funktion till f (x) och F(0) = 4 och F(5) = 10.
0

Berikna integralerna
4 5

a) f%dx b) [vx dx
2 1

Bestim [ (e*-3x) dx

Bestdm storsta och minsta virde for funktionen F(x)= [(4+2t) dt
1

5
Tolka inneborden av [ a(t) dt =20 dir a(t) ir accelerationen i m/s? och ¢
ar tiden i sekunder.

En 10 cm hog planta har en vixthastighet (m/man) enligt formeln A'(t)= Jt-0,5t, 0<t<3

dér ¢ dr tiden i manader. Bestam en funktion A(f) for plantans hojd i meter efter
t ménader.

En laxpopulation P(f) har tillvixthastigheten P'(f) = 400 - e***** dir ¢ &r tiden i dygn.
Hur manga fler laxar finns det efter en vecka?

KAPITEL 5 ; PRIMITIVA FUNKTIONER OCH ENKLA INTEGRALER

Blandade 6vningar

OVA | ccecoeccecccnocccccooes

2

10

Bestdm samtliga primitiva funktioner till
a) flx)=x* b) f(x)=e* c¢) f(x)=3

Bestdm en primitiv funktion F till
f(x) =3x* + 2x — 5 sddan att F(1)=3.

Berékna integralerna
2 3 1
a) [xdx b) f2dx c) [x®dx
1 1 0
Integralen J%x(x+ 2) dx har virdet % )

1
Visa hur man kommer fram till detta
resultat med hjilp av primitiv funktion.

Berdkna ett exakt e
virde pa integralen f T dx
1

Antalet bakterier y i en viss bakterie-
kultur ir en funktion av tiden ¢ timmar.
Om denna kultur vet man att tillvixt-
hastigheten ar y'= 3,0f* och begynnelse-
antalet 4r 3 500. Bestim antalet
bakterier efter 10 timmar. (®

Bestam den primitiva funktion F(x)
till funktionen f(x) = 8x® — 2x + 2 for
vilken F(1) = 4.

Berdkna ett exakt virde pa
1

integralen f e dx.
0
1
Berdkna integralen f(2x-3)dx
-1

Vatten rinner ut fran ett akvarium med
hastigheten v liter/s och ges av formeln
v(t) = 3,8 - e %909 dar £ ar tiden i sekunder
raknat fran utstromningens borjan.
Hur mycket vatten strémmar ut pa

60 sekunder?

. |

OVA Il eeseccoocccocccccscee

11

12

13

14

15

16

17
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1
Bestim I P dx

En kurva y = f(x) gir genom punkten
(=3, 1). Riktningskoefficienten for
tangenten i punkten (x, y) dr 4x - 5.
Bestam kurvans ekvation.

Bestam det positiva talet a sa att

a

fiz dx=0,5.
1 X

3
Berikna integralen [ (£2x-x) dt
2

Funktionen y4
f(x) har en
primitiv .|
funktion
F(x). Den
primitiva
funktionens
graf ar ritad 24—+
i figuren. 1 -\
Bestim

~

j f(x) dx

For den érliga folkokningen f'(¢) per-
soner i en kommun giller att den

for ar ¢ beriknas till f(£) =800 (1+-L).
0<t<20. Berdkna den totala )
folkdkningen under 20-4rsperioden.

En maskin som producerar smédelar

har produktionshastigheten

f(x) =150e%** dir x dr tiden i timmar
efter att maskinen startat. Hur manga
smadelar producerar maskinen under
en 8-timmars arbetsdag? (B
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18 Prognosen for vattenforbrukningen

per ér i en kommun ges av formeln

f'(H)=2,3-1,2- e ddr f'(t) dr vatten-

forbrukningen i miljoner m® per ar och

t ar tiden i 4r frén borjan av 2012.

a) Bestim [ f'(t) dt

b) Bestim den sammanlagda vatten-
forbrukningen for aren 2012-20
med hjilp av prognosen. P

19 En stenkula sldpps en bit ovanfor en

vattenyta. Grafen visar hur stenens has-
tighet v m/s varierar med tiden ¢ sekun-
der fran det 6gonblick da den slapps.
vAms) | I '
A !

|
|
N E
g

O

2 3 4 5

-~y

a) Beskriv vad som hinder med sten-
kulani A, B, C och D.

b) Hur hogt ovanfor vattenytan slapptes
stenen?

c) Stenkulans hastighet v(t) m/s i vattnet
kan beskrivas med funktionen
v(t)=1+18e*. Bestam vattendjupet
dir stenkulan slapps. Ge svaret i meter
med tva decimaler. (NP Ma D vt 99)

6VA Il e200000 000000 00R0000CRRRRO0RROR00CQR0CR000C0CRRO0ORRORDOD

20 Lat A=[x"dx och B =c* n och creella tal storre dn noll.
0

Du ska undersoka kvoten % for olika vdrden pa c och n.

m Sitt n = 2 och undersék for nagra olika varden pa c vad kvoten %

blir och formulera en slutsats.

m Visa att din slutsats giller for alla virden pa c nir n = 2.

m Sitt ¢ =1 och undersdk foér ndgra olika virden pa n vad kvoten %

blir och formulera en slutsats.

m Visa att din slutsats géller for alla varden pa n nér ¢ = 1.

= Lit nu bide ¢ och n variera. Formulera en slutsats om kvoten%

och visa att din slutsats giller for alla virden pd ¢ och n.
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(®) Kapitelprov

L

SAMMANFATTNING

Primitiv funktion. En funktion F kallas for en primitiv funktion till f om F'(x) = f (x).

Funktion f(x) ] Primitivfunktio_n F(x) f

xn+1

x"n# -1 n+1
ekx

ek +C, k#0
k
ak:

ake +C, k=20
klna

Skillnad mellan obestimd och bestimd integral.

Den obestimda integralen [ f(x) dx &r en samling funktioner.

b
Den bestimda integralen [ f(x) dx ir ett reellt tal.

Berdkning av bestimd integral.

b
f f(x)dx = I:F(x)]b= F(b) - F(a) ddr F(x) dr en primitiv funktion till f(x).

a

LS § S 8 § 8 S S S S R D S RS R R R RN
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© GEOMETRISK
SUMMA OCH LINJAR
OPTIMERING

1009 Bestim sambandet mellan
element a, och a,,.

1011 Bestim kvoten.

1022 Vinstra ledet &r en geometrisk
summa. Skriv om det med
hjilp av den slutna formeln.

1025 Bestim antal element genom
att stélla upp en ekvation som
beskriver ett samband mellan
det sista elementet och det
forsta.

1038 Berikna forst vad som finns
pé kontot d4 Mona ar 19 &r
med hjilp av geometrisk
summa. Anvind sedan den
sammanlagda forandrings-
faktorn for sex &r pa det
beloppet.

© FUNKTIONER OCH
GRANSVARDEN

2009 1isaven punkt, t.ex. (2,20)
och sitt in dessa virden i det
givna sambandet y = kx.

2019 a) Inkomsterna blir p- x.
Ersitt x med (600 — 2p).

2020 Vinsten (inkomster minus
utgifter) kan skrivas:
V=px-50-x=
= p(600 —2p) — 50(600 —2p).
Bestdm symmetrilinjen
efter férenkling av funktions-
uttrycket.

2021 a) Rektangelns bredd dr x
och dess hojd ér y, dér
y=—4x+8.

2026 Varje term i den forsta paren-
tesen ska multipliceras med
varje term i den andra paren-
tesen.

2036 Minimipunkten ligger pd
symmetrilinjen.

2037 c) Om h(x) dr vixande, ar
~h(x) avtagande.

TIPS

2038 Prova forst med p(x) = x (ia—c) .
respektive p(x) = —x (i d-f). :
D4 blir g(x) = x%

2044 (x - 2) ir en faktor <> p(x) =
=(x-2)q(x) = p(2)=0

2070 Faktorn (x + 5) ingér om poly-
nomen fér virdet 0 d& x =-5.

: 2074 Forling med ab.

: 2080 Faktorisera nimnarnaib- och

c-uppgifterna innan de ratio-
nella uttrycken forlidngs.

: 2101 a) och b): Gér téljarnas brak

liknimniga. :
c) Forling med konjugatet. .

. BLANDADE SVNINGAR

. © DERIVATA

3043 b) Vad giillerom k, - k, = -12

.

29 Uppgiften kan 16sas genom
att ldgga in triangeln i ett
koordinatsystem, dar kateterna
ligger pa koordinataxlarna och
hypotenusan p4 den réta linjen
y=0,75x + 6. Man kan ocksa
anvinda likformiga trianglar
for att ersdtta h i uttrycket for
arean, A =x-h.

31 Teckna forst intiktsfunktionen !
I=x.p=50(225-p)p
och kostnadsfunktionen
K =280000 + 45x = 280000 +
+45-50(225 - p) och direfter
resultatfunktionen

R(p) = I(p) - K(p)-

32 Funktionens tva nollstéillen
ligger symmetriskt kring
symmetrilinjen.

33 Arean kan skrivas x(7 - x2) =6
som efter omskrivning ger
x*-7x+6=0.Eftersomx =1
ir en rot kan x3 - 7x + 6 skrivas
om som (x - 1)(x* + px - 6).
Utveckla parenteserna, jamfor
med x* - 7x + 6 och bestdm p.
Avsluta med att bestimma
nollstallen till p(x).

3040 f'(2) =5 innebérattk=5.
f(2) =5 innebér att linjen gar
genom punkten (2, 5).

3065 Vilken hastighet har bollen nir
den vander?

3072 Anvind potenslagarna.

. 3074 Dela upp som en summa av

fyra brék och forenkla.

: 3088 Parallella linjer har samma

k-virde.

. BLANDADE OVNINGAR

20 a) Teckna dndringskvoten
s()—s(0) _ 20t-2,0¢" _
t-0 t
=12,0

b) Teckna andringskvoten
s(t)=s(1) _
t-1 -
_20t=2,0£"-(20-1-2,0-19)
t-1

=80

36 Bestim riktningskoefficienten
k for grafen till derivatan.
Anvind att f(x) har samma
lutning i tangeringspunkten
for att bestimma tangerings
punktens x-koordinat.

37 Faktorisera taljare och
ndamnare.

: @ ANVANDNING AV
: DERIVATA

4021 a) Vinsten 4r differensen av

intékter och utgifter. Hur ser
den funktionen ut?
¢) Nar blir vinsten positiv?

4024 Anta att f{x) = x>+ px + g. For

vilket virde pa p ér f (a) = f(b)?

. 4037 Nir du deriverat, ersitt x2

med ¢.

4040 Vilken typ av extremvérde har
funktionen mellan x = 3 och
x=107?

- 4045 Lat rektangelns bas vara x.

Dess hojd y kan uttryckas i x
med hjilp av ekvationen.

4075 Skissa forst grafen for f'(x).

4078 Derivatan till
fx)=ax’ + bx* + cx + d &r
f/(x) =3ax* +2bx + c.
Vilka andragradsfunktioner
motsvarar graferna?

* 4089 Los uppgiften grafiskt.

4105 c) Los ekvationen som en
andragradsekvation.

4109 In 0,4 4r ett negativt tal.

4117 Derivatans nollstille kan
bestdmmas grafiskt.

4120 a) Berikna P(0)

4121 a) Hur ménga minuter gar
det pd ett dygn?

BLANDADE OVNINGAR

19 Vilket minsta virde antar y'? -

26 Ieninflexionspunkt ir andra-
derivatan noll.

© PRIMITIVA
FUNKTIONER OCH :
ENKLA INTEGRALER :
5006 c) Skriv i potensform och .
anvind en potensregel. .

5008 a) Skriv x* och x med varsin
namnare.

5013 d) Anvind en potensregel.
5030 K(0) = 7500 ¥
5036 Bestdm funktionens nollstillen.

5046 c) Skriv i potensform och
anvind potensregel.

5047 g(x) dr primitiv funktion till
8.

5056 a) Derivera f(£) for att berdkna
nér instrdmningshastigheten :
ar storst. .

5063 Omvandla km/h till m/s.

BLANDADE OVNINGAR :

18 Bestdm vattenforbrukningen
for 9 ar.

TIPS
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