SAMMANFATTNING

19 En stenkula slapps en bit ovanfér en
vattenyta. Grafen visar hur stenens has-
tighet v m/s varierar med tiden ¢ sekun-
der fran det 6gonblick da den slapps.

A (m/-sr | ‘ ' Primitiv funktion. En funktion F kallas f6r en primitiv funktion till f om F'{x) = f (x).
| { | Funktion f(x) T Primitiv funktion F(x)
| | k kx+C
+ — | |
“ - - ‘ . . xn+1 N
EC ‘ oLl n+1
_ D | w ok e LCk#0
0 T -~ k
0 1 2 3 4 5 t
18 Prognosen for vattenforbrukningen a) Beskriv vad som hdander med sten- = L ks0
| per ar i en kommun ges av formeln : kulani A, B, C och D. Ing
f f(t)=2,3-1,2 e dir f'(¢) ér vatten- : b) Hur hégt ovanfor vattenytan slapptes
forbrukningen i miljoner m® per &roch ! stenen? Skillnad mellan obestimd och bestimd integral.
t ar tiden i &r fran borjan av 2012. : ¢) Stenkulans hastighet v(t) m/s i vattnet Den obestimda integralen [ f(x) dx ar en samling funktioner.
a) Bestim J‘f’(t) de : kan beskrivas med funktionen Den bestdmda integralen jzf(x) dx ar ett reellt tal
: _ rett r al.
b) Bestim den sammanlagda vatten- : v(f)=1+18e™. Bestim vattendjupet Bl
forbrukningen for aren 2012-20 dar stenkulan slapps. Ge svaret i meter Berikning av bestimd integral.
med hjilp av prognosen. @) : med tva decimaler. (NP Ma D vt 99)

b
[ ) dx=[ F0)|'= Fib)~ Fta) dar F(x) éir en primitiv funktion till (x).

1] OVAIIl 00000000000000000000000000000000000000000000000000000
2]
E 20 Lit A=[x"dx och B =% n och creella tal storre &n noll.
0
0 Du ska undersoka kvoten%fbr olika virden pa ¢ och n.
L]

m Sitt # = 2 och undersék for nagra olika véirden pa ¢ vad kvoten %

blir och formulera en slutsats.

® Visa att din slutsats géller for alla virden pa c nér n = 2.

' = Sitt ¢ =1 och undersok for négra olika virden pa n vad kvoten %
blir och formulera en slutsats.

m Visa att din slutsats géller for alla virden pa n nér c= 1.

® L3t nu bade ¢ och n variera. Formulera en slutsats om kvoten 5}

och visa att din slutsats géller for alla varden pa ¢ och n. Y Kapitelprov
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© GEOMETRISK
SUMMA OCH LINJAR -
OPTIMERING

1009 Bestim sambandet mellan
element a, och a..

1011 Bestdm kvoten.

1022 Vinstra ledet 4r en geometrisk
summa. Skriv om det med
hjilp av den slutna formeln.

1025 Bestim antal element genom
att stilla upp en ekvation som
beskriver ett samband mellan
det sista elementet och det
férsta.

1038 Berikna forst vad som finns
pa kontot d4 Mona &r 19 4r
med hjilp av geometrisk
summa. Anvind sedan den
sammanlagda forandrings-
faktorn for sex ar pa det
beloppet.

© FUNKTIONER OCH
GRANSVARDEN

2009 Lis av en punkt, t.ex. (2, 20)
och sitt in dessa vérden i det
givna sambandet y = kx%

2019 a) Inkomsterna blir p- x.
Ersitt x med (600 - 2p).

2020 Vinsten (inkomster minus
utgifter) kan skrivas:
V=p.x-50.-x=
= p(600 —2p) — 50(600 —2p).
Bestdm symmetrilinjen
efter forenkling av funktions-
uttrycket.

2021 a) Rektangelns bredd ér x
och dess hojd ar y, dir
y=-4x+8.

2026 Varje term i den forsta paren-
tesen ska multipliceras med
varje term i den andra paren-
tesen.

2036 Minimipunkten ligger pd
symmetrilinjen.

2037 ¢) Om h(x) 4r vixande, 4r
—h(x) avtagande.

TIPS

.

.

- 2038 Prova forst med p(x) = x (ia—c)

respektive p(x) = -x (i d-f).
Dé blir g(x) = x.

2044 (x - 2)dr en faktor < p(x) =
=(x-2)q(x) = p(2)=0

. 2070 Faktorn (x + 5) ingér om poly-

nomen far virdet 0 d& x = -5.

. 2074 Forling med ab.

- 2080 Faktorisera nimnarnaib- och

c-uppgifterna innan de ratio-
nella uttrycken forlangs.

. 2101 a) och b): Gor tdljarnas brak

likndmniga.
¢) Forlang med konjugatet.

: BLANDADE OVNINGAR

29 Uppgiften kan 16sas genom
att ldgga in triangeln i ett
koordinatsystem, dér kateterna
ligger péd koordinataxlarna och
hypotenusan p4 den rétalinjen
y=0,75x + 6. Man kan ocksi
anvinda likformiga trianglar
for att ersitta h i uttrycket for
arean, A=x-h.

31 Teckna f6rst intaktsfunktionen
I=x-p=>500225-p)p
och kostnadsfunktionen
K =280000 + 45x = 280000 +
+ 45:50(225 - p) och direfter
resultatfunktionen
R(p) = I(p} - K(p).

32 Funktionens tva nollstillen
ligger symmetriskt kring
symmetrilinjen.

33 Arean kan skrivas x(7 - x?) = 6
som efter omskrivning ger
x3—7x+6=0.Eftersomx=1

.

3072 Anvind potenslagarna.

3074 Dela upp som en summa av
fyra brak och férenkla.

3088 Parallella linjer har samma
k-virde.

BLANDADE OVNINGAR

20 a) Teckna 4ndringskvoten
s(H-s(0) _ 20£-2,0¢* _
t-0 t
=12,0

b) Teckna &ndringskvoten
s()-s(1) _
t-1

_20£-2,0£~(20-1-2,0-1%)
-1

=8,0

36 Bestim riktningskoefficienten
k for grafen till derivatan.
Anvind att f(x) har samma
lutning i tangeringspunkten
for att bestimma tangerings
punktens x-koordinat.

37 Faktorisera tiljare och
namnare.

O ANVANDNING AV

- DERIVATA

: 4021 a) Vinsten ér differensen av

intékter och utgifter. Hur ser
den funktionen ut?
¢) Nar blir vinsten positiv?

. 4024 Antaatt f(x) = x>+ px + q. For

vilket virde pa p ér f (a) = f(b)?

{4037 Nir du deriverat, ersitt x2

ir en rot kan x> — 7x + 6 skrivas

om som (x - 1)(x% + px - 6).
Utveckla parenteserna, jamfor
med x* - 7x + 6 och bestam p.
Avsluta med att bestimma
nollstillen till p(x).

© DERIVATA

3040 f'(2) =5innebdrattk=5.
f(2) =5 innebér att linjen gar
genom punkten (2, 5).

‘3043 b) Vad gilleromk - k, = -1?
: 3065 Vilken hastighet har bollen nar

den vinder?

med t.

4040 Vilken typ av extremvirde har
funktionen mellan x = 3 och
x=10?

: 4045 Lat rektangelns bas vara x.

Dess h6jd y kan uttryckas i x
med hjdlp av ekvationen.

* 4075 Skissa forst grafen for f'(x).
. 4078 Derivatan till

f(x)=ax® + bx* + cx + d dr
f'(x) =3ax* + 2bx + c.
Vilka andragradsfunktioner
motsvarar graferna?

. 4089 Los uppgiften grafiskt.

4105 ) Los ekvationen som en
andragradsekvation.

4109 In 0,4 dr ett negativt tal.

4117 Derivatans nollstille kan
bestimmas grafiskt.

4120 a) Berikna P(0)

4121 a) Hur ménga minuter gir
det pa ett dygn?

BLANDADE OVNINGAR
19 Vilket minsta virde antar y?

26 Ien inflexionspunkt dr andra-
derivatan noll.

O PRIMITIVA
FUNKTIONER OCH
ENKLA INTEGRALER
5006 c) Skriv i potensform och
anvind en potensregel.

5008 a) Skriv x* och x med varsin
ndmnare,

5013 d) Anvind en potensregel.
5030 K(0)= 7500

5036 Bestdm funktionens nollstillen.

5046 c) Skriv i potensform och
anvind potensregel.

5047 g(x) dr primitiv funktion till
g'X).
5056 a) Derivera f{t) for att berikna

nér instromningshastigheten :

ar storst,
5063 Omvandla km/h till m/s.

BLANDADE OVNINGAR

18 Bestdm vattenforbrukningen
for 9 ér.

TIPS
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LOSNINGAR

1 1 %X __ Xx+th = x—x-—h (a+1)2a*-5a+5)=0 14035 f(x)=3x%—4x*~ 12x%+5
: s AT o ; \ . ;
‘2075 x+h x = .\’.(.\7+If) '1("' +_H) = .\(XT)'I’} = Den andra faktorn saknar reella |6sningar. f’(x) =12x> - 12x* - 24x = 12x(x2— X - 2)
- h I h : _
: h Alltsd dr a = -1 den enda reella 16sningen. f()=0dd12x=0ellerx’~x-2=0
: o Xxth) k1 _ 1 Vifary=-1ochy'=3. %=0,2%=2x=-1
O GEOMETRISK SUMMA OCH . h x(x+h) h x(x+h) Enpunktsformen ger y + 1=3(x + 1), y = 3x + 2 ‘ |23 8 4 i
LINJAR OPTIMERING . 2082 L 4 L _ 1 1 Svar: Tangentens ekvation dr y = 3x + 2 i ) “OEg - M AE
1030 Utga frin det tredje elementet och beteckna det : x—)lc_4x—4 x:c—l - =5 o . : f| 37 0 5 -27 3
med a,. D4 dr G- T -9 " =23 T x-2)(x-3) O ANVANDNING AV DERIVATA Svar: Storsta virde: 37, minsta virde: =27

al:a3—2d,a2=a3—d,a4:a3+d,a5:a3+2d.

2 _ xa x4
Det ger ekvationen a, +a, + a, + a, + a, = 920 22x—5 = 22x—5 4017 a) f(x) =3 "7 . 4047 Vi ritar forst en figur och (cm)
a,—2d+a,~d+a,+a,+d+a,+2d=920 x"=5x+4 x"—5x+6 flo)=x"-2x : kallar halva basen for x
5a, =920 (2x - 5)(x*-5x+ 6) = (2x - 5)(x* — 5x + 4) f)=0da x*~2x°=0 : och héjden for h.
a,=184 2x-5)(x*-5x+6-x>+5x-4)=0 xH(1-2x)=0 ;
For den geometriska serien giller att de tre forsta 2(2x-5)=0 x,=0,x=0,5 .
termerna dr a, = 184 —d, 2x=5 | | 5 . : %
a,=184och a, =184 +2d. x=2 , ' ‘ % ; Summan av halva basen och hojden 4r 16.
Om kvoten mellan dem ér k s giller 2 faf + 0+ 0 - ; x+h=16 jeen
(o 184 _184+2d : el g A : h=16-x
= . . lerrass- maximi- .
1813_‘1 115‘,4 . © DERIVATA punkt purkt . Definitionsméngd: 0 < x < 16
Forenkling ger ekvationen : 1 1 . . )
enicing g " : hE7-h(1) _6,0:27°-6,0-1" _6,003-1) £0)=0 : Formel for triangelns area;
1842 = (184 + 2d)(184 — d) 1 3011a) - = - : b-h 2x-(16—x)
L i : 27—1 26 26 1,_1 1 _4-3 1 . =="ger A(x)= =16x — x*
1847 = 1842 + 184d — 2 6.0 JQ)=21"317796 =5 : 2 % S
dP-92d=0 =35 =046 s : A(x)=16—2x=2(8-x)
dd—92)=0 Svar: Terrasspunkt i (0, 0) och 0 Ax)=0dix=8
d=0,d =92 by HAZHO) g 575 maximipunkt i (% %) :
d, = 0 ger att alla termerna ar 184, da dr k = 1 och ) g
summan ir 552 6,0-+'-0 _ 4023 f(x) =ax’ - bx*+2 .
- = 0,375 :
d, = 92 ger att termerna ar 92, 184 och 368, k=2 6.0 fl(x) = 3axnz - 2bx
och summan ir 644. 5 =0375 f(x)=0dd 3ax* - 2bx = 0
Svar: 552 eller 644 £ *(3ax - 2b) =0 Yo . ) "
60 _ t§ Extremviirde for x = 2 ger 6a — 2b = 0 : Svar: Stdrsta mojliga area dr 64 cm
1046 a) Virdet &r 1 000 + 1000 - 1,04 + 1 000 - 1,042 + SV som forenklas till 32 — b =0 | 4058 f(x)=x" - 4x7 —8x2
+1000-1,04° +1000-1,04* = t=16 f(2)=6ger8a-4b+2=6 : Vi deriverar funktionen och bestimmer
_1000L,04°-1) \ o0 6l t=64 som forenklas till 2a — b =1 : derivatans nollstillen:
T L04-1 - b-b 0 Vi l6ser ekvationssystemet: F () =4x"~12x" —16x = 4x(x*—3x - 4)

. 3042

a)y'=m=ﬁ=0

b) Eftersom vi vet slutvirdet kan vi berikna 3a-b=0 f(x)=0da4x=0cllerx’—3x-4=0
nuvirdet genom att dividera med 1,04°: b) y'= a=b _—(-a+b) __b-a __, 2a-b=1 : x=0,%=4,x=-1
5416 Bee 405 ke b—a b—a b—a b=3a Vi bestimmer typ av extrempunkter med
1,04 Q) y'= —3a—2b _ —(3a+2b) _ Za=1 : andraderivatans tecken och deriverar darfor
: 2b=(=3a) = 2b+3a a="1 : funktionen ytterligare en gang;
© FUNKTIONER OCH . BLANDADE BVNINGAR b-_3 : Fx) = 1222 -24x -16

f7(~1) > 0 >minimipunkt

F(x) = 3% + 6x :
Sf(0) < 0 = maximipunkt

Vi undersoker derivatans tecken runt extrem-

SRR ARDEN 29 Lat P =(a, #%) vara en punkt pa grafen till y = x*.

212

2048 p(x)=x*-81=(x2)?-92=(x2+9)(x?*-9) =

=2+ 9)(x+3)(x-3)

En tangent till grafen har riktningskoefficienten
y'= 3x% I punkten P ir den y ‘= 34%. Tangenten gar

dven genom punkten (1, 5). Riktningskoefficienten

punkten f6r att bestimma dess art:
F)=-3.1246-1=3>0

f"(4) > 0 = minimipunkt

(Fullstandiga berdkningar redovisas inte hir.)

Talen dr: (3)=-3.3246-3=— Vi bestd funktionsvi :
2059 Talen ér for en linje genom tva punkter bestims ur sam- 3 =-3-3+ 6-3=-9 <0 . : (1_ 1(;s_amSmer nktionsvérdena

a _ 25 Det visar att det &r en maximipunkt. : =) =-

b= Z(a: 1) i A bandet H Det ger k= =1 Vi har nu tvd Svar: a = -1, b = -3 och extremvirdet ir en : f(g) =0 e

=b-4=2(a+1)-4=2a+2-4=2a-2= = - 3 .

i 2a-1) (@+1) ar “ uttryck for linjens riktningskoeflicient. De ger TP : @

o : ekvationen . Svar: Maximipunkt i (0, 0), minimipunkter i

Produkten ér noll: 7 : (=1, -3) och (4, —128)

abc=a-2(a+1)-2(a-1)=4ala+1)a-1)=0 ﬁ=3a2 :

a,=-1 b,=0 c=—4 a®-5=3a*a-1)
& a,=0 4 p=2 &1c=-2 2° -3 +5=0 :

a,=1 b,=4 =0

LOSNINGAR

En I8sning till den ekvationen &ra = -1

LOSNINGAR

213
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4093

4105

4116

Riktningskoefficienten for tangenten &r lika med
derivatan i tangeringspunkten. Vi deriverar dirfor
funktionen:

y=e*

Tangeringspunkten: (x, e*)

Tangenten passerar genom origo. Vi har da tvd
punkter och kan teckna k fér tangenten med
formeln for k och derivatan i tangeringspunkten:

e" -0 -
x,-0
eX :exl.xl
x =1

k for tangenten=y'(1)=¢

Vi tecknar tangentens ekvation med hjilp av
enpunktsformeln:
y—-0=c(x-0)
y=e-x
Svar: Tangentens ekvation dr y = ex
b)In(x*+6x+9)=0

eln(x2+6x+9) — e0

K +6x+9=1

x2+6x+8=0

x,=-4

x,=-2

Svar: x,=—4, x,=-2

k for tangenten = y'(2) s4 vi borjar med att
bestimma y'(2).

y'(x)=In2.2%

y'(2)=1n2.22=4In2

Tangenten skir x-axeln i (a, b) ger b=0.

Vi tecknar k f6r tangenten med formeln for k och
derivatan i tangeringspunkten:

4-0
2—_g—4ln2
4=(2-a) 4In2
1=2In2-aln2
aln2=2In2-1
1

4=2-143

g=2_1  p_
Svar:a=2 ln2’b 0

© PRIMITIVA FUNKTIONER OCH
ENKLA INTEGRALER

5027 b) Strdckan ér primitiva funktionen for

hastighetsfunktionen.

s(t) = 2,0t + 5,0t + C

5(0)=0ger C=0.

t=10sger s(10)=2,0-102+5,0-10 = 250 m
Svar: Foremalet har rort sig 250 m efter 10's.

LOSNINGAR

‘5042

. 5048

: 5053

' 5062

6

[0 dx= ) di + [) dx =2+ (-3) =1
Svar: j floydx=-1

J%k(x—l)zdxzz

kf(x2—2x+1) dx=2
3 2

k[%—x2+xJO=2

k(§—4+2—0)=2

2

k 3 2
k=3
Svar:k=3

Temperaturen kL. 8, T'(8) dr primitiva funktionen
till temperaturfrandringen.

3
T(t)=%—3t2+4t+C
T(0)=0gerC=0

128 _3.8244.82512_ 16032
T(8)=% —3-8"+4-8=232-160=22 ~11

Svar: Temperaturen kl. 8 var 11°

Vi berdknar éndring av populationsstorleken
frén 0 till 7 dagar.

7 X
j20.1,023xdx:[w]
0

7

In1,023 |,
_20-1,023 20
= In,023 Tni,023 -0

Svar: Det finns 150 insekter fler efter 7 dagar.

. BLANDADE OVNINGAR

Antalet bakterier vid tidpunkten ¢ dr

primitiva funktionen y till funktionen for
tillvixthastigheten y'= 3,0¢%

y'=3,0t?

y=0+C

(0) = 3500 ger C = 3500

y="F+3500

#(10) = 1000 + 3500 = 4500

Svar: Antalet bakterier efter 10 timmar dr 4500.

Antal producerade smadelar frén x = 0 till x = 8:
8

[150¢" dx = [-s500¢>| =

0

=—500(c™" -1) ~ 450
Svar: ca 450 smadelar produceras under en
8-timmars arbetsdag.

O GEOMETRISK
SUMMA OCH
LINJAR
OPTIMERING

DIN FORSTA UPPGIFT
12111 kr

1001

1002

1003

1004

1005

1006
1007

1008

1009
1010

1011

1012

1013

a) 24

b) 96

)24 576

d) 1572 864
3

n-1
a, :ilarkl’ al = 4’ a, 24(_)

3 9 27 81
V23 3318
b) 5, 0,5, 0,05, 0,005, 0,0005
a)k=9
b) k=415
Ak=1/2
d)k=-3
a) geometrisk k=9,

nista element 1 458
b) ej geometrisk
¢) geometrisk, k = -4,
nésta element 256
d) geometrisk, k= 1/4,
ndsta element a
3,6,12,24,48

a) 19 683
b) 3/256

a)l
b)2
c)a=2""

d)2%=922.10"
+ 8748
12

1

>

\O|—
(S

T.ex: Lisa sdtter in 5 000 kr pa
ett bankkonto med réntesatsen
3 %. Hur mycket pengar har
Lisa pa kontot efter 5 &r?

a,=6-9""

SRR e R e s s s At e e

1014
1015
1016
1017
1018

1019

1020
1021

1022
1023
1024

1025
1026
1027
1028
1029
1030
1031

n>15
1020
312
3065

a) 2 046
b) 17 177
cle6

d) 73 810

a) 67 432
b) 815

) 2641
d)s

10 692

a) ej geometrisk
b) 1,1
c) 1591
d) ej geometrisk
x =189
13120
a)s,=a -n
b)s,F% ,brytut-1i
taljare och ndmnare.
a - (—1)(=k"+1)

=SRIVh
Det gers, “I(k+1)
Forkorta med -1 och éndra
ordningen pé termerna.

Det gers, = a;(ll_—%
5,7

8

k<-1

8,0Lle.

x/2

552 eller 644

1,95 mm

UTMANING Fantasihopp
16 hopp

1032
1033
1034
1035
1036

55342 kr
194 333 kr
3680 kr
138 066 kr

Ja, Mariam kommer att ha
101 200 kr

. 1037

. 1038
: 1039

: 1040

‘1041

‘1042

. 1043

: 1044

‘1045

1046

1047
1048
1049

1050

8511 kr
34763 kr
1679 kr
33778 kr

T.ex: Pinar sparar 1 500 kr
varje dr pa ett sparande med
drsrintesatsen 3 %. Hur ling
tid tar det till dess att Pinar
har 50 000 kr?

a) 8 144 kr
b) 3070 kr

a) 11 753 kr
b) 19 144 kr

21596 kr
41 815 kr

a) 5416 kr
b) 4452 kr

221 000 kr (220 802 kr)
20061 kr

a) 45 940 kr

b) 29 699 kr

a)

T ]_V'A: I i

el

Ladd

L

L=

=

»
ot L1
A

| B St S ) | S

b)

FACIT
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E y<2 . x>0 L X+y<48 y =50 . TEST1.3
1033 a){y >2-3x © 1058 | y22x+l © 1065 a) x+y=28 1088 a3) x+y <700 1 Omradet till véinster om linjen
. <1 : ysd-x y=5 X+y 2450 y=%x+2,linjenexkluderad.
b) X . 1059 [~ Vi = )/Slz E x—z}/ZO E 27 = —
ol {yﬂﬂz o T A T , b) 8 lirare L) ey
y >x . _.._\ ‘.'.\\... .3,-‘.'./ 4t ll C) 42 studenter E vk 0 E . I \/z
. C) : N 1/ i | d) 4 700 - 4 4 -
ySZx . £ - & 55* » g X y & : 600‘-‘—\\ ! 5 ==
: _ s s I : > TN
. y<2_% . /,:: \.\ w91, - bl L i m*('__ I H 1. e | " = |
L4 " i * i a I, LI . 400 — I ///
) x+1 . i !ﬁ 18 “.;{ | ) 40 _\\ | i | : \\ // : 3 i S S S N
y> T . 7 5 . 3001 Y .
. : ! |20 | - 5% i A | : 3 a)F(-2,2) =-16
: 1054 Det Gvre omradet: : o N : s 1 b) F(4,-1) =23
. 1052 a) oy | y>-2x+5 * GRUPPAKTIVITET Utirycks viirde 04PN \\ ; 100 ; ! o 1 ) F(a, 2a) = -a
7 § © ng g | . . A1) ji S S I —e— > *
. {y 2x+1 . pslutet aradde | " \ ! : 0 100 200 300 400 500 600 700 x . x-3y+320
. Det vinstra omradet: U,,ttEYCketts St[orStﬁ }*espel;tll‘tle . [ \11'\ TS ¢)300kgavLoch 150 kgav M - 44 y<1
y<-2x+5 ; Vardeamasien hornpunil. o — L Dyt d) Alla kombinationer mellan - >0
. { —_ H e Al punkterna (300, 150) och :
y=x N 1060 a) F(1,1)=3 e) Priset per student dr 2 400 kr (400, 50) : 5 Storsta virde 19, minsta virde 8.
. Det nedre omradet: : b) F(-1,4) = _123 . och per ldrare 4 000 kr. . . ,
: -6)= : : >
y<-2x+5 - . z) A —6 K(x, y) anger totalkostnaden. . UTMANING Storsta och minsta virde *
: YF(-2,-5)=0 f) 23 studenter och 5 lirare C M drde 19.5 : yz1
y<x+l 3 . 36 student h12 14 : insta virde 19,5, : 6 a
. ¢ 1061 a) 23 respektive -23 g) 36 studenter oc arare L osrsta virde saknas. . X+y-5<0
: yetpl : b) 193r6819€klt(i\_'e—1193 y<4 : : 3x+2y—620
. 1055 3°2 : ¢) 13 respe A 2x+y-4>0 : TEST 1.1 4 b) Storsta virde 23
20 . d) 41 respektive =19 1066 2) Y i : 3
. 1062 -20 x+y-5<0 P 1a)2,6,18 : c)—§<k<0,1<m<3
. : : b)a,=3-a _,a =2.3" 3 . . R
1056 ! 1063 32 respektive -4 2x-3y+3<0 : ©) 354 204 -1 : 7 Minsta virde 3 000, storsta
. : b)x=1,y=4 ! : virde 9 240
: 1064 a) F(r, k) = 200r + 400k ( Pl : 2 a)-512 b) -1023 : 2 )
r+k <600 c)—2<k<§,1<m<4 : J 8 15avpasel och 10 av pase I1.
N : 3 a)k=-1/2 b)a, =480 L
. b)Yy k=80 : S) )4 + BLANDADE OVNINGAR
! 4 Sjatte :
i r22k 20=m<80 o ;0692 © 1 1,24cler1,-2,4
> . :
© 1067 2] "= : L2 162,54,18,6,2
Antalet A m+n<120 . 6 a) 118098 b) 88 574 .
. kungsgranar 5 . ) d) dd : k== L
004, PP — m+8n <800 g ¢) jamna n uddan > 3 =t3
500 b) Gatuférsdjaren sdljer minst 7 262 144 : 4 Nionde
. 20 st av produkt M och som 8 36,12 deller— 5,2 _4 .
l T : e il i : 9 27
mest 80 st. Gatuférsdljaren - . 5 8,-6, %
. 300-{. sdljer ssmmanlagt avbada  : TEST 1.2 . i
‘ .. $ 3 6
| : - produkt.erna hogst 120 st : 1 26282 kr :
. 1057 varav minst 30 st av produkt . H 7 F
| N : 1004 N. L2709 :
| b N > . c) V(m, n)=14m + 10n 3 8638 kr 8 10513 kr
. ‘ - ¢ "0 100 200 300 400 500 A_r:jlzlet d) m = 80, n = 40. . % r . 9 109 591 kr
. rodgranar . : 4 206 :
: ¢ d) 400 rodgranar och WSl 522 k. : . p
. > 200 kungsgranar e)-1<k< -3 ’ 5 4095 :
: ol % B : Y 666111k :
(] sl JUl — : % X : L7 2)36912kr :
BENESEN ; ; Y b)422800ke :
3 ; : : 8 158978kr :
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| Cae ! \
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| | b | 8
T 1 1
)

o
b
|
S
L)
|| 4
e

T

R

v
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=

11

=R N
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[T

12 F(1,8,3,4) = 50,4
13 Minsta virde 59,
stérsta varde 137

14 a) det viinstra omradet
b) det dversta omréadet
¢) det nedre omradet

15 68 800 kr (68 792 kr)

16 Omradet till viinster om
samtliga linjer.

17 520kr -
18 a,,=+~/220

-3
¥ 475

20 1,3ae.
21 Endast punkten (3, 1)

FACIT

sesassns

$ 2007 a)c=13cm

22 2 ménader efter sin 17-4rs dag.

23 a)9439kr
b) 88 786 kr

24 31906 kr

25 Stérsta virde 1 380, minsta
virde 525

26 45 Strutar och 55 Lyxstrutar
=2

27 k=3

28 14,7 miljoner

29 63736 kr

30 97 000 kr (96 728 kr)

. m=K'1%(l"'Ig—0]r
(HT{]RU')—I

©® FUNKTIONER

OCH GRANS-

VARDEN

2001 a)x=4
c)x=15

b)x=3

2002 a)x =354 b) x = 5,59
c) x ~ 8,89
2003 a) x =12
c)x=+10*
2004 a)
ST T

b)x=+4

300 1

I SO TR

200 4 1T

oL |

b) x =201 cm?
¢) x =936 cm

2005 3,0dm
2006 22 m/s
b)b=8cm

2008 1,5dm, 2,0 dm och 2,5dm

2 2009 k=5
12010 k=-05

P T I o

2011 a) Samtliga dr vixande och gar
genom punkterna (-1, -1),
(0,0) och (1, 1).

b) Samtliga ir avtagande for
negativa x-virden och
vixande for positiva x-
virden. De har alla minimi-
punkter i (0, 0) och gér
dessutom genom punkterna
(-1,1) och (1, 1).

¢) En rot

d) Tva rotter om a > 0,
en rot om a = 0 och
ingen rot om a < 0.

{2012 a)x=-lochx=-7

cras e

b)x=1ochx=5
¢)x=-lochx=5

2013 a)x=-4ochx=1

b)x=1ochx=4
=1

c)x=-2ochx= 3

2014 a) Minimipunkt i (0, 5)
b) Maximipunkt i (0, 3)
c) Minimipunkt i (-3, -4)

2015 a) Minimipunkti (2, -13)
b) Maximipunkt i (-1, -4)
¢) Maximipunkt i % a % )

2016 a) Minimipunkt i (3, -4)
b) Maximipunkt i (-3, 2)
¢) Minimipunkt i (-3, 6)

2017 8

2018 11 m

2019 a) y = p(600 - 2p)
b) 150 kr

2020 175kr

2021 a) A(x) = x(—4x + 8)
b) (1,4)

UTMANING Geometrisk losning av
andragradsekvation
Pythagoras sats ger:

(=48]

2 2
x*-ax + (%) = (%) +b?
¥ -ax="b?
Xt —ax-b*=0
Slutsats: Strackan x i figuren loser
ekvationen eftersom de geometriska
sambanden ger den aktuella
ekvatjonen.

2022 a) 5x% - 4x - 5; grad: 2
b) 9x2 + 4x - 4; grad: 2
) —6x? + 4x + 5; grad: 2

2023 a) 3x; grad: 1
b) —2x2 - x; grad: 2
) 2x* + x? + 3; grad: 3

2024 a)3x* - 2x3 - 15x% + 10x;

grad: 4

b) 2x° - x* — x> + 3x% - 3x;
grad: 5

c) —6x* -3 + 72+ 3x - 1;
grad: 4

2025 a)2x’ - 4x* - 4x - 4; grad: 3
b) —4x + 4; grad: 1
C) X0 — 4x° + 4x° + 8x* + 16x;
grad: 6
2026 a)x’ - 2x% +2x% — x; grad: 5
b) 2x* — 8x° + 4x% + 26x - 16;
grad: 4

€) 30— 10x4+ 53— 8x%+ 8x - 6; *

grad: 5

2027 a)grad (p(x) + g(x)) <m

b) grad (p(x) - g(x)) <m

c)grad (p(x) - qx)) =m+n
2028 grad(p(x)) = grad(g(x))
2029 a) avtagande

b) avtagande

¢) avtagande och vixande

d) vixande

e) vixande

f) varken avtagande eller
vixande

2030 a)-1<x<1
b)x<-lochx=>1

2031 (-1,1)och (1, -1)

2032 maximipunkt: (-1, 1)
minimipunkt: (1, -1)
terrasspunkt: (0, 0)

2033 a) avtagande
¢) avtagande

b) vixande
d) vixande

2034 maximipunkt: (-2, 16)
minimipunkt: (2, -16)
UTMANING Viixande polynom

Funktionens symmetrilinje ges av:

x =L Det medfor foljande:
2a

Om a > 0 géller dr p(x) vixande for

Xz -
2a
Om a < 0 géller ér p(x) vixande for

b
< -2
*="7a

. 2035 a)x=-2

b)x<3
cyx=2

2036 tex f(x)=x*-2x+4

* 2037 a) f(x) kan inte vara avtagande
; eftersom den dr summan av

tvé vixande funktioner.

b) f(x) kan inte vara avtagande
eftersom den ar summan av

tvé vixande funktioner.

¢) f(x) kan vara avtagande
eftersom den dr summan av
en vixande och en avta-
gande funktion (f(x)
ar avtagande for

: 2038 a) Nej.

b) Ja, g(x) dr vixande.
c) Ja, g(x) dr avtagande.
d) Nej

e) Ja, g(x) dr avtagande.
f) Ja, g(x) 4r vixande.

2039 a)x(2x+5)

b) 3x(x - 2)
c) 2(x* + 5)

2040 a) (x+5)(x-5)

b) Bx+4)(3x-4)
c)3(x+2)(x~2)

2041 a) (x+3)?

b) (3x - 1)?
¢) 3(x - 5)?

1 2042 a)5x(x - 3)

b) 5(x + 4)(x - 4)
¢) 2(x - 4)?

2043 a) (x-2)(x-4)

b) (x +3)(x-1)
) 3x-1)(x+4)

2044 a)Ja

b) Ja, (x - 2) ar en faktor i p(x)
om p(2) =0.

2045 Ja

2046 Ja

+ 2047 p(x) = x(x +9)(x - 9)

: 2048 p(x) = (o + 9)(x + 3)(x - 3)

UTMANING Finn fem fel

D LT potensuttryck fir inte bade

negativa baser och exponenter som
inte 4r heltal ing8.

: 2. Forkortningen ar felaktigt gjord.

Tiljaren delas med tre medan
namnaren delas med nio.

E =1 =1
¢ 2055 a){x1 b){xl

. 3.Divisionen med 0 (x -2, dax=2)

iled fyra 4r inte tilldten.

4.4 =20chinte +2

: 5. Eftersom a = b innebir det

attrad4, (a+ b)(a-b) = bla-b),
kan skrivas om enligt
(a+b)-0=>-0.Denna likhet ar
sann men det ér inte tillatet att divi-
derameda-b=0sdatta+b=>b.

‘2049 a)x=-3,x=20chx=5

b)x=-2,x=-lochx=4
c)x=-8x=00chx=8

. 2050 a)x=-5,x=0ellerx=1

b)x=-5x=0ellerx=1
c)x=-5x=0ellerx=1

2051 a)x=30ochx=5

b)x=-40chx=2
gx=-7,x=00chx=7

: 2052 a)x=0,x=1lellerx=5

byx=-3,x=0ellerx=1
c)x=0,x=1ellerx=9

2053 a)x=0ochx=1

b)x=-1,x=0o0chx=1
cJx=-1,x=00chx=1

: 2054 a)x=-4,x=-1,x=2eller

x=3
b)x=0,x=2ellerx=5
c)x=-3,x=-2,x=0e¢ller
x=4

x,=5 x,=5

Qx-1)(x-5)=x?-6x+5

d) Det dr samma ekvation
skriven pa tvé sitt.

) f(x)=(x-1){x-5)

. 2056 a)x=-3ellerx=3

byx=-lellerx=1
O)x=-4,x=-2,x=2eller
x=4

2057 -2,-1ochOeller

-1, 0 och 1 eller
0,10ch2

: 2058 —Seller 0
© 2059 a=-1,b=00chc=—-4cller

a=0,b=2o0chc=-2eller
a=1,b=40chc=0

. 2060 a)—(1+5)=-6;1-5=5

b) (-2 + (-6)) =8;
~2.(=6) =12
9] —(x1 +x,) =poch X x,=q




&) (- x)(x-1x,) =
=x% - xx, - X%, + XX, =
=x% - (X + X)X+ XX, =
=x’+px+q
= —(x, + x,) =p och
X X,=q

UTMANING Pascals triangel
m1615201561

w (a-b)y=a*-2ab+ b?
(a-byY=a’-3ab+3ab? - v

® Lager 1: 1
Lager2:3
Lager 3: 6
Lager 4: 10
Lager 5: 15
Talen finns diagonalt i Pascals
triangel med start pa rad 3.

= Det sammanlagda antalet blir i tur
och ordning: 1, 4, 10, 20, 35
Talen finns diagonalt i Pascals
triangel med start pé rad 4.

UTMANING Polynom med dubbelrot

wmTva, x=aochx="0.

» Tva.

» Maximipunkt dé a <x < b.
Minimipunkt da x = b.

2061 932 b3z O

2062 a) 2xyz b)%
¢) Uttrycket kan inte frenklas.

2 X
= p -1
2063 a)y )y o
2064 1
2065 a)% b)’;—t% c)-2
2066a)x;6 b)x-2 c)%{%
7 x-1
2067 2) 2{x+2) b) x(x-3)
2
<) x+2
oo 035256320
_—2.1'—3‘_ 1
ol =
b)0 c) -2
220 FACIT

8 (a+b)=a*+ 4a%b + 6220 + 4ab’+ b* ! 2073

. 2069

. 2070
P 2071

. 2072

2074
(a-b)*=a*-4a’b + 6a°b* - 4ab® + b* :
: 2075

© 2076

1 2077

‘2078

. 2079
. 2080

- 2081
' 2082
: 2083
© 2084
. 2085

: 2086

. 2087

(x-2)(x+2)°
a+b

1
" x(x+h)

x,=-3
a)
x,=3

a) Losning saknas
b) Losning saknas
Ax=1

_5
*=3

Virden saknas.
a) kontinuerlig

b) kontinuerlig
c) kontinuerlig

a) kontinuerlig
b) kontinuerlig
c) kontinuerlig

a) kontinuerlig

b) inget av alternativen

¢) diskret

a) kontinuerlig
b) kontinuerlig
¢) diskret

c) nej

=lim

5 2088 a) diskret

b) kontinuerlig
c) inget av alternativen

: 2089 a) R(x) = 17x - 400; D, = N

b) diskret

2090 a) 16 kulor

b) n? kulor
¢) diskret

© 2001 a)1,5,14 respektive 30 kulor

b)Ja formeln stimmer.

¢) diskret

2092 f(x) 4r kontinuerlig for att den

inte gor nagot hopp i sin defini-

tionsméangd.
g(x) dr inte kontinuerlig for
att den gor ett hopp i sin
: definitionsmingd.
2093 2)0
b) Gransvirde saknas (co).
c)2
: 2094 a)0
: b) Grinsvirde saknas (co).
. )0
© 2095 a)4 b) 12 04
‘2096 5
© 2097 a)6 b)2 02
© 2098 a)0 b) 4
> ¢) Grinsvirde saknas (o).
2099 a)-1 b)3 )2
© 2100 a)4 b) 4 )12
: 1 2 1
: 2101 a)—-§ b) 27 ) 23

: UTMANING Konjugattrix
. Differensen gér mot noll da x gar mot
. oandligheten.

lim(/x+1000000 - V)=
(x-+1000000 - Vi )(x +1000000 + V) -
(yfx+1000000-+x) B

x+1000000—x

x =11m =
: x-*],/x+1oooooo+‘;’§i

1000000

: =lim =0
: -~w(,!x+1000000+J§i

TEST 2.1

1 aalax b)x>0 )x<0

2 2) minimipunkt: (0, 0)
b) minimipunkt: (-1, -9)
¢) maximipunkt: (2, —4)

x,=-4 x,=-1
3 a)q " b4
x,=2 x,=2
x =-1
i
x,=3
4 a)x=-2,x=0cellerx=2

b)x=0eller x=2
c)x=-4,x=0ellerx=4

5 a)Ja, tex. plx)=x2+ 1
b) Ja, t.ex. p(x) = x2
o) Ja, tex. plx) =x*-1
6 a)f(-2) =3(-2)*+4(-2) -4 =
=0 & (x + 2) dr en faktor.
b)3x-2

7a)l0m b)llm ¢)20s

8 x=-2,x=0¢llerx=2

TEST 2.2
1 a)2x%?
b) Uttrycket kan inte forenklas.
x +x+]
2 a) W b) x+1
x+10 x—3
a) =5 b) 5=

sy b2

x,=-4
5 a){xz:4
6 a)x=-1 b){
7 -1

2
8 ﬁ ar inte definierad for

x = 2 s& den roten ska uteslutas.

TEST 2.3

1 a) diskret
b) kontinuerlig

2 a) kontinuerlig
b) inget av alternativen

3 a)0 b)2
4 2)0 b) -4

5 Det ér en diskret funktion
eftersom # bara kan anta
positiva heltalsvirden.

6 Det idr en funktion som
varken #r diskret eller
kontinuerlig, Den gér hopp
inom sitt definitionsomrade.

7 a) R(x) = 53x - 8000
b) diskret

8 Grinsvirdet existerar inte.
Da x ndrmar sig 0 frin vinster
ar funktionsvirdet -1 och da
x ndrmar sig 0 fran hoger 4r
funktionsvirdet 1.

: BLANDADE BVNINGAR

1a)x=6 b)x=5 )x=43

2 a) maximipunkt: (0, 0)
b) minimipunkt: (-2, 4)
¢) minimipunkt: (4, -3)

s a){x1:_4

x,=1

x,==17
b){

x,=1

x,=0
x,=3
4 a)5x*(3x-1)

b) 3(x + 4)(x - 4)
<) 2(x-1)(x-9)

5a)Ja Db)Ja c)Ja
6a)2 b)E3 2=l

x+3 x+1
7 a)x=1
b)x=-3
x=0
C){x:=2

8 a)x=-1000,x= 10 eller x = 100
b)x=-3,x=0ellerx=2
c)x=-4,x=0ellerx=5

9 a)x=-5x=0cellerx=5
b)x=0,x=1ellerx=15
c)x=0ellerx=9

10 a)x=-2,x=0cllerx=2
b)x=-2ellerx=2
C)x=-8,x=-6,x=6eller

x=8

11 a) kontinuerlig
b) kontinuerlig
¢) diskret
12 a)0 b)1
13 a)-1 b)2
14 a)0
b) Gransvirde saknas ().
c) 25

15 125m och 40,0 m

16 a) (-3)° -2(~3)* - 15(-3) = 0
och53-2.52-15.5=90
b)Ja,x=0
17 2) 2(=2)°+4(-2)*~ 2(~2) -4 =0
2(-1P+4(-1)>-2(-1)-4=0
2-P+4.12-2.1-4=0

b) Nej.
18 xt+4x2+4=(x*+2)2>0
19 a)-4
b) Grinsvirde saknas ().
c)-4

20 Tre rotter
(x=-1,x=00chx=1)

21 a) (x-15)(x+3-15)(x + 6 - 15)=
=(x-15)(x - 12)(x - 9)
b) Talen dr 9, 12, 15 eller 12, 15,
18 eller 15, 18,21

22 5,0cm, 10 cm och 15 cm
23 a) 10 000 b) 81 000 000 kr

2
24pu3:—§;+%§+1
25 a)bredd: 24 cm, héjd: 12 cm
b) 144 liter

26 p(x)=2x*+3

27 a)f(x)=x>+1
b) fx)=(x-1P+1=
=x*-3x%+3x

28 a) Mingden preparat i mg vid
tiden 3 timmar,

b) Tidpunkten d4 mangden
preparat ér noll.

¢) Da det gétt 8 timmar.

d) Eftersom méngden preparat
vaxer allt snabbare enligt
formeln efter att det gitt atta
timmar giller inte formeln
da.

29 12cm?
30 a)29kr

EEEREEEREEREEEDRDE

b) 841 kr
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31 a) Priset ska 6verstiga 85 kr
och ligga under 185 kr.
b) 135 kr ger hogst vinst.
¢) 125 000 kr
32 p(x)=3x(x-2)=3x2-6x
33 (2,3)
34
Bfx)=x+1+ l ir av formen
fx)=kx+m +g(\] dar g(x)=—
och h‘l_n glx) = ]:_I_nE =0.
Det innebir att f(x) har y=x+ 1
som asymptot.
wfx)=2x-1 +ﬁhar
y=2x-1som asymptot

eftersom lim—L— = 0.
o X +1

® =lim (7"”2"“ —(x+3))=

x—>m

=lim(x +3x+1 x[x+3!)
x>0 X
—lim [ +3x+1 x —3x)
X0 x-—)aox

2
. (x" =3
.hm(x+2

x—®

_):

:hm(xz—a_gcu)(x-z)):

x+2 x+2

x—>®

=lim (&xz_—‘ll) =lim

x+2 e X+

x—>o0

(9x2—6x+2
3x-1

—(kx+m)) =

m lim

x—00

=lim

X

(91‘ -6x+2 _(kx+m)(3x- 1}}
3x-1 3x-1

9 —6r+2 3k’ +(3m=k)x-m) _
1”“( -1 n-1 |

g

lim ([9~3k}x" +(=6-3m+k)x+2+m
3x-1

K-z

Vilj forst k = 3. Det ger uttrycket
lim(g—3—3m}x+2+m)

3x-1

x—>00

Vilj dérefter m = -1.

Det ger uttryckef:

(24 (=D

limm(s 1) 1‘3.}3;: = &

Slutsats: Asymptot: y = 3x - 1

FACIT
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© DERIVATA

3001

3002
3003

3004
3005
3006

3007

3008

3009

3010

3011

. 3012
. 3013

-a) -1 b)1

a) -1,75 cm/s = -1,8 cm/s
b) -1,25 cm/s = -1,3 cm/s
¢) -1,5 cm/s

-1,5 cm/s

Ja, modellen galler endast for
0 <t < 40. Direfter stiger
héjden igen.
a)2 b) -1
28

a)1,2m/s

b) 1,2 m/s

a) 0,60 m/s

b) 1,8 m/s

a) 2 miljoner kronor
b) 2,1 miljoner kronor per ar

¢) 0,5

c) -3

a) 20; striickan efter 2 s 4r 20 m.

b) 10; medelhastigheten under
de tva forsta sekunderna #r
10 m/s.

¢) 25; medelhastigheten mellan
tidpunkterna 1 s och 4 s dr
25m/s.

a) 0,46 cm/s
b)t=64s

a=>5

a)f(-4) =-4
b)£(0) =4
Of2)=2
df(-4)=4
e)f(0)=0
) f(2)=-2

3014 f'(1)=2

3015 f'(2)=-1,5

3016 A-F B-D C-E

3017 x=-lellerx=3

3018 a) A b)CochE
o)A dyD

3019

3020
3021

3022

a) Hojden da det gitt 3 s.

b) Hastigheten di det gatt 1 s.

¢) Tidpunkten d& hojden ar
12 m.

d) Tidpunkten d4 hastigheten
ar -10 m/s (den 4r pd vag
ner eftersom hastigheten &r
negativ).

Folkmingden minskar.

a) Da bastun sitts pa dr tempe-
raturen 15 °C.

b) Nar det gatt 15 minuter ir
temperaturen 42 °C.

¢) Nér det gétt 15 minuter dkar
temperaturen med 1,8°C per
minut.

d) Nér det gétt 90 minuter
minskar temperaturen med
0,6 °C per minut.

a) V(45)

b) V'(55)

c) V(£) =150
d)y V'(r) =-30

e) V(60)-V(55)
5

GRUPPAKTIVITET Bestim derivata
i numeriskt

: )
i flx)
Pfl) =

=2 f(1)=2
=3 f/(-2) = 12

23— 4x+5:f(3) =8

3023 f'(3)~18

{3024 f(4)=11
3025 f'(-

1)=3

3026 a)f'(1)=6

3027

b) (1) ~ 23
0 f (1) =05

a) 1200 invanare per &r

b) 1200 invanare per dr

¢) 1200 invanare per &r

d) En linjér funktion innebér
att det &r konstant
tillvaxthastighet

3028

3029

3030

3031

3032

3033

3034

3035

3036

3037

3038

3039

3040

3041

3042

3043

3044

A:f(1) =~ 1,25

B:f/(1) ~ 1,08

Cf (=1

Ju hégre grad funktionen har,

desto simre nirmevirde pa

derivatan.

a)1<x<3f(2)=40

b) 1,9 <x<2,1f/(2) = 32,08

©) 1,99 <x < 2,01 f(2) = 32,0008
Ju mindre intervall, desto
bittre nirmevirde.

a) £'(0,5) = 4,0

b) £7(0,5) = 1,3

c) f'(0,5) = -4,0

a)y'=2 b)y'=0
a) f'(x) =

b) f'(x) =
Af(x)=0
d) fx)=-2
a)f'(x) =2
b) f'(x) = -3
Of (=1
a)y'= 1
wy——
Ay'=0
y=-2x+3
a) s(t) = 80t

b) s(¢) = 80. Derivatan anger
hastigheten i km/h.

a) Viktokning i kg per vecka

b) 0,18

a) (0, 3)

b) (-1,0)

a) f'(3) = 2. Derivatan ir
konstant for en linjir
funktion.

b) f(a)=2

y=5x-5

ENIRRSIES

x 1
y=3+3
a)y'=0
b)y'=-1
Ay'=-1
a) flx) =-2x+6, g(x) =
b) 90°

2) f(x) = -
b)f (=1
() =

. 3045

a)f'(2)=4
b)f'(2) = 4
Af@)=7

3046 a)f'(x)=8x

: =1im(x +12)(x —lzj_

b)f'(x) =
A)f(x)=8x+5
3047 a)f'(x)=-6x+3
b) f(1)=-3
) k=-3
3048 a)f'(0)
b) s'(¢)
c)s'(a)

UTMANING Derivata av
potensfunktion

=

=lim

i O 1) o1t

=1 X—1

x—1 x-1

=lim§x +1 Yo +1)(x - 1}

x—1 x-1
= lirrll 2+ 1)(x+1)=

=(1’+1)(1+1)=2.2=4

f'(a)=£113:f(‘?:£(a) =limx4—ﬂ4 _

x—=a X—0a

—im & +a)(x?-a’) _

x—a x—-a
—lim (x*+a’)(x+a)(x—a) _
x—>a X—a

e liin (+ad)(x+a)=

=(a’+ a®}(a + a) = 2a%2a = 44°

3049 a)f'(x)=11x10
b) f'(x) =25x*
¢) f'(x) = 1000x **°
d)f'(x)=0

1 3050 a)f'(x)=5

b) f'(x) = 12x
Q) f(x)=-x?
d)f(x)=0
3051 a)f'(3)=1 b)f'(3)=3
Af3)=0 d)f(3)=81
3052 a) f(-2) =-40, f(-2)=20
b) f(-2) =40, f(-2) =40
) f(-2)=-40, f(-2) = 60
d)f(-2)=-2,f(-2) =

. 3053

: 3054

. 3055

\ 3056

i 3057

. 3058

: 3059
* 3060

' 3061

a)f(-1)=-1, f(-1)=9
b) f3)=40, f'§)=120
1, 1 .1

c) f(§)=§,f (§)=

d) f(3) =-63, f'(3) = -42

a) Funktionsvirdet nir x = 1.

b) £'(1) = 1, kurvans lutning i
punkten (1, 0,5)

¢) For vilka x har funktionen
virdet 12

d) For vilka x ir funktionens
lutning 1?

a)x=4

b) I punkten (4, 8) har funk-
tionens graf lutningen 4.

a)x=x=1

b) I punkterna (1, 1) och
(-1, -1) har funktionen
lutningen 3.

| o)

b) x =0, x = -1, skiirnings-
punkternas x-virden.

¢) x = -0,5, nir x =-0,5 har
f(x) en tangent parallell
med g(x).

a) (2, 16) och (-2, -16)
b) Funktionen har positiv
lutning f6r alla x

C)(3 227)°Ch( 3 227)

a)y'=10x-7
b) y'=12x" + x
Qy'=-12

d) y'=5x* - 3x?

a) f'(x)=18x+15
b) g'(x) =2x% + 5x
h'(x)=x
d)s'(t)=8-10¢t
a) f(0)=-20

b) £(0) =~

g'0)=7
d) h'(0) = -

N
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3062 a)f'(1)=2

b)g'(-1) =16
o) h'(2) =20
d)s'(5) =15

3063 15 kr/enhet

3064 a) Den totala vinsten 337 545 kr :

ndr man siljer 500 enheter.
b) Nér forsdljningen 6kar frén
499 enheter till 501 enheter
s Okar vinsten med
2025 kr/enhet.
¢) Marginalvinsten vid en for-
séljning av 500 enheter dr
2025 kr/enhet.

3065 a)28m
b) 24 m/s

3066 (2, 15) och (-2, -25)

3067 a)a=-2,b=4
b) Funktionen &r en parabel
som gar genom punkten
(1, 2). Forandringshastig-
heten i den punkten &r 0,
dvs. punkten r en
extrempunkt.

c) 5 ||

3068 110 forpackningar

‘3069 a) f’(x)‘—4x’

b)g()=-2
1

)=
d) f'(x) =2
3x

3070 a)f'(x):2+i3

b) g'(x) = ﬁ
Af () =-5-3
dg@="5

. x4

L 3071 2)f(2)=-2
b)g'(16) = §
Of()=6

g =18

3072 f'(4) =
3073 a)f(1)=1

Funktionens virde nir x = 1

b) f(1+h) - (1) = 2

Andringen i funktionens
vérde nir x dndras fran 1 till
1+ h.

) f(1+h) S
1+h

Lutmngen pa linjen genom
punkterna (1,1) och

(1+h, 1+h)
d) f'(1) = -1, grafens lutning
dax=1.

UTMANING Deriveringsregelns bevis

a) (a—b)(@ ' +a" " b+a" b +..+ab" " +b" )=

=a"+a"b+a" b’ +.. 0"  +ab" —a

b) lim fx+h f(x bh)

g g b —b =g b

h—0 h~)[)

= 1im & -l-h—x)((x +h)"! +(x+h e VP o 6.0 o) e o 0 O
h—0 = JT

= i M)+ (e + B)™ x4 (e )X+ 2
h-—0 1

=lm((e+ Ay + e+ R x4 e

=0

- nxufl

FACIT

X+ ="

Ile+ +xxl|2+xnl:

nltr:uer

3076 f'(x)=lim

4+3x+2x"+x°
5

- 3074 fl(x)=-=2

3075 f'(x)zllimf(x“Lh —fx) _

1 1
L BEE . a(eth)
= lim == = limy hlxihx —
h 1
= e x5

flac+h)~ f(x) _
—

h—=0

_lim ¥t E

h—-0 }

R
h-" h(Jx+h+x) -
=Fim x+h-x .
== h(:;x+h+:}.v:)

h 1

I" n J;(:E.a. +If+31) m

. UTMANING Motsatta tal
. f(x) = ax? + bx + ¢ har nollstillen for

x:—biwlbz—z}ac

2a

- Séttin dessa i derivatan f(x) =2ax +b.

j"(_'l“' Vb —4dac ]=

2a

g :2a._b+— Vzb;—4ac+b =

= bbb —dac +b=\b"—4ac

f’(—b-—v’b:—tlac ] -

2a

:2a._b—— Vzbaz_w.;.b_
© = bbb —dac +b=—b'—4ac

- Derivatans virden i nollstillena #r

- varandras motsatta tal. Ritar vi grafen
. till andragradsfunktionen sa ser vi

. att den dr symmetrisk. Det innebir

- attJutningen pé den ena sidan ar lika
- stor som pd den andra sidan men

+ med motsatt tecken.

GRUPPAKTIVITET Funktioner
och derivata

® Nej. Vi visar med ett exempel att det .

inte giller. Sitt f(x)=x och g(x) =5.
Da giller f(5)=5 och g(5) = 5.

S ) =1lochf'(5)=1,¢"(x)=00ch
¢'(5)=0.£(5) % g'(5).

® Ja. Funktionerna #r identiska.

® Nej. Vi visar med ett exempel att det

inte galler. Sétt f(x) = 2x + 7 och
g(x) = 2x. Da giller f'(x) = 2 och
f(5)=2,¢'(x)=20ch g'(5) =2
men f(5)=17 och g(x) =10.

® Nej. Se exemplet ovan

3077 a)y'=3
b)y'=12
Qy'=3

3078 4

3079 a)f'(0) =-4
b)f(2)=8

3080 (1,5,5)

3081 y'=32

3082 f(1)=4, f'(1)=

3083 b)x>0
Ay'>0
e)x<0
f)y'<0
g0
h) y(0) =-2,y'(0) =0
i) (-6, 34)

3084 f'(1)=-1

3085 (5,-20)

3086 (0,5) och (3,-22)

3087 x> 1

55
3088 (E’Z)

3089 y'=3x220 foralla x.

3090 Genom att [osa ekvationen
ax? + bx + c=0ser vi
symmetrilinjen, som ju gar
genom extrempunkten.
ax’*+bx+c=0

xz-l-éx+c=0
a

b b
=t (M) _H
b

Symmetrlinjen dr x = - 53

Insittning ger att funktionen
har en extrempunkt i

b b
(_Za’c 4a)

Lutningen i den punkten fis ur

y'=2ax+b.
__b
x=—p_ ger

y,ZZQ(_Z_Z)er:_bw:o.

Tangenten har lutningen 0,2.

GRUPPAKTIVITET Nollstillen och
. derivata
: ® En andragradsfunktion och dess

derivata har gemensamt nollstille
om nollstillet &r en dubbelrot till

f)=0

Bflx)=x-3x+20chf(x)=3x-3

har ett gemensamt nollstille x = 1.
Faktorisering av f (x) ger

fx) = (x - 1)*(x + 2). Alltsa 4r
x=1en dubbelrot till f (x) =

fX)=x*+32+3x+1=(x+1)Poch :

) =32+6x+3=3(*+2x+1) =
= 3(x + 1)% Det gemensamma noll-

stallet 4r x = -1 som &r en trippelrot
: 3101 Tex.y=-12x-5

till f(x) = 0 och en dubbelrot till
f(x) =0.

¢ ®Om en polynomfunktion f (x) har

ett nollstélle med multipliciteten

m 2= 2 sé har derivatan ett nollstille
med multipliciteten m — 1.

Bevis for en tredjegradsfunktion

Fdr polynomfunktioner av higre
grad beh6vs mer kunskaper om
deriveringsregler, de reglerna
presenteras i kurs 4.

Om en tredjegradsfunktion har ett
dubbelt nollstille x = g s3 har det
aven ett enkelt nollstille x = b.

Den kan d4 faktoriseras som

f(x) = (x - a)*(x - b). Utveckling

av parenteserna ger f(x) =

=x> - (2a+ b)x® + (2ab + a¥)x - a?b.
Derivering ger f'(x) =
=3x-2Qa+ b)x+ 2ab+ a?) =

= (x — a)(3x - 2b - a) vilket visar att
x = a dr ett enkelt nollstille till f(x).
Om en tredjegradsfunktion har

ett trippelt nollstélle x = 3 kan den
skrivas som f(x) = (x - a)*. Deri-
vatan blir f'(x) = 3(x - 2)? som visar
att x = a ar ett dubbelt nollstille till
derivatan.

13091 a)y=4x-4

3092 a)y=8x-3
13093 a)y=9x+ 16

© 3094 a)y=2x+1

;3095 y=6-x
1 3096 a) minimipunkt, koefficienten

b)y=-8
© 3007 a) y = 3 respektive y = -1
: b)y=-3x+4
: c)(é,O
: 3098 y=-dx+4ochy=-4x—4
: 3099 y=3x
© 3100 (0, 1)

: 3102 a) Om parablerna ska tangera

: UTMANING Tred]egmdspolynom
: Antag P(x) = ax® + bx? + cx + d,

o dadr P'(x) = 3ax? + 2bx + c.

L PR -Pl)y=ax*+ b +tcex+d-

Cax®+ b+ ox+ d - 3axt - 2bx - c = x°
: Jamforelse av koefficienter framfor
. variabeltermerna i VL och HL ger

‘b-3a=0gerb=3
T c-2b=0gerc=6
P d-c=0gerd=6.
CSvar: P(x)=x*+3x°+ 6x+6

b)y=3x-2

b)y=-4x-9
Qy=-3
d)y=4x-1

b)y=6x~4
c)y=—%+4

b)y=10-7x
Ay=x-1
d)y=-12x+38

framfér x*-termen dr positiv.

(i punkten (-1, 7))

varandra kan de bara ha
en gemensam punkt. Den
bestéinzls genom ekvationen
x? =x7—x—% som har en
dubbelrot, x = -1 som
18sning. Parablerna har en
gemensam punkt, tang-
eringspunkten (-1, 1).
b)y=-2x-1

- (3ax* +2bx +¢) =3

a=1
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TEST 3.1

1 a) Den stiger.
b) 0,6 cm/s

2 -2

3 a)4,9m/s
b) 4,9 m/s

4 a)10m/s
b) 30 m/s

5 a) 3; Vinsten i miljoner kronor
efter tva &r.
b) 1; Medelvinsten i miljoner
kronor per ér efter fyra ér.
¢) 0,5; Medelvinsten i miljoner
kronor per ir mellan ar 2
och ar 4.

6 a) N(12)
b) N(f) = 115 000

N(20)=N(12)
)T 0-12

7 190m
8 4% per ar

TEST 3.2

1 20m/s
2 f(4)=4
a) fix)=2
b) f'(x)=0
o) filx)=-2
4 a)-1

b) -1

<0

a) f(2)=10

b) f(2) = 0,35

c) f'(2)=-0,25

a) s{0) = 0 Vid tiden O s har
fordonet firdats 0 m.

b)s'(5)=2,5Vid tiden 5 s
har fordonet hastigheten
2,5 m/s.

¢) s(10) = 125 Vid tiden 10 s
har fordonet firdats 125 m.

d) s’(15) =0 Vid tiden 15 s
star fordonet stilla.

7 f()=3
8 f(3)=3

w

w

-3
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. TEST 3.3

1 a) f'(x) =20x*
b) g'(x) = 24xM
o) f'(x)=-3
dh'(x)=0

2 a)f(2)=28,f'(2)=28
b)f(2)=4,f(2)=-2

Af=5.F2)=2
O f@)=-7.f @) =—%

3 a)f(x)=2
b)fix)=6x-1
C) f(x)=24x* - 14x + 6

) =L _2

Of@W=-2-2

4 2)f(0)=-5"
b)x =5x,=-1
c)f(0)=-4
d)yx=2

5 a)f(1)=2,f(1)=8
b)f(8) =16, f(8)=3
Af-D)=f(-1)=0

6 a) 18 elever/dag

b) Efter 6 dagar
c) 84 elever

7 a) 1016 kr/enhet
b) Kostnadsokningen/enhet
vid 100 enheter 4r 1016 kr.

8 a) T(3) = 19, 3,0 meter fran
varmekadllan dr tempera-
turen 19 °C.

b) T'(3) = -0,70, 3,0 meter frén -

varmekéllan avtar tempe-
raturen med 0,70 °C/m.

: TEST 3.4

196 b2 -7 d)3
2 a)(-2,5)

b)y=-7x-9
3 y=6x-3
4 a)(3,14) b)y=2x+8
5 a)(-2,13) b)y=13
6 y=—40x+% och

y=-40x+ 100, y = 24x + 63
och y=24x+ 36

7 f(2)=3,f(2)=-1
8 (4,5,-7)

: BLANDADE OVNINGAR

1a)y'=-2

b)y'=0
2

Ay'=3

2 a)2 b)0 ol

3 f(4)=2

4 f(4) =022

5 a)f(3)=7
b)f(3) =1

6 a)y'=-35
b)y'=0

7 a)f'(2)=2
b) f(3)=5

8 a) Bilens hastighet efter 3h
4r 90 km/h s'(3) = 90
b) %ﬁ =100
9 5,25 cm/ar

10 a) Bilens medelhastighet fran
tidpunkten 10 s till tid-
punkten
12 s dr ca 30 m/s.

b) s'(5) =11 m/s. Bilens hastig-
het vid tidpunkten 5 s &r
11 m/s.

11 a) g'(x) =72+
b) g'(x) = 202

Of =22
d)h'(x)=0

12 a)f'(1)=-1
b)f(1)=-2
of)=o0
d)f(1)=-15

13 a)y'=3x2+5
b)y'(3) =32

14 a)y'=8x-3
b)y'=6x2-6

4 5
Ay :?x+7

11
d)}/ —2\/;4'3%/;3-}'@'
15 f(-1)=3,f(-1)=-1

16 a)y=12x-17
b)y=2x-3
Qy=5x-6
d)y=——3x+%5

13

17 y=—3x—z

18 y=x-13

19 a) 909 kr/enhet
b) 900 kr/enhet

20 a)r=4,0

21 f(-2)=-1

22 f(0,6)=1,2

23 a) V'(5) = 1 g/vecka
b) Efter 25 veckor
24 a)x=5
b) For x = 5 har funktionerna
parallella tangenter.

b) =50

25 a) Grafen till en konstant
funktion #r en horisontell

linje. Ay = 0 medfor att
¢
0.
Dirmed édr derivatan 0.
b)
lim L&), C-C
h—0 h h—0 h
26 -3<f(10)<21
27 1
28 y=2x+1,y=6x-7

29 y=3x+2

30 a)t=5,0 b) t=4,0
310)f4)=0 b)f@=-1
32 f(2)=0

5 0= lim =)

xthi—L _x 1
x+h X

S hm-——h —
A0
x=(x+h)
h+ (x+h)x _

=limflo—Ll \=1-L

1&3}(1 (x+h)x) b~
34 2)0< (<5

b) 96 I/min

¢) 88 I/min
35 19,0°C
36 (1,6)

7 1
37 y:_?
38 a=-30chb=19

=0

39 Om andragradsfunktionen
har tva reella nollstillen s&
ar lutningen i dessa punkter
varandras motsatta tal.

Om andragradsfunktionen
har ett reellt nollstille s3 ar
lutningen i denna punkt 0.

: @ ANVANDNING
. AV DERIVATA

' 4001 a)x=0o0chx=2.

b) Negativ
c) Funktionen 4r avtagande.

4002 Vixande forx<-1ochx>1.
. 4003 x>2
. 4004 a) Vixande da x <0,

avtagande dd x> 0
b) Avtagande da x < 3,
vixande dd x> 3

¢) Vaxande dd x < —% s

avtagande da x > —%

* 4005 a) Vixande for x<—1och x>1.

Avtagande for -1 <x<1.
b) 2<x<-lochx>1,5

: 4006 a)y=-6

b) y=-10,y =22
c)y:%

4007 a)x=~1,x=1

b)x<-lochx>1
o-1<x<1

4008 x<0, x>3/0,4
. 4009 a) Fram till dag 6

b) Dag 6, 208 enheter

: 4010 f(x) =5x"+3x2+1>0

for alla x.

: 4011 a) Funktionen ir avtagande

for x < 0, vixande for x > 0

och den har en minimipunkt

nidr x = 0.
b) Tex.

B
Lo
|

¥
5
A
3
+
¥

=y

4014 a) Lokalt minimivirde —6,25.
Lokalt maximivirde saknas.
b) Lokalt minimivirde —1.

Lokalt maximivirde saknas.

¢) Lokalt minimivérde —16.
Lokalt maximivirde 16.
d) Lokalt minimivirde 0.
Lokalt maximivirde 4.
4015 a) Maximipunkti (2, 6)

YA |

b) Maximipunkt i (-2, 20),
minimipunkt i (1, -7).
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ﬁy/“
=t e
Y =

e
.

uh

=

'y

maximipunkt i (0, 0),

| minimipunkter i (—/3, -9)
och (+/3, -9).
E] 4017 a) terrasspunkt i (0, 0),

- 11
maximipunkt i (E’%)

| b) Terrasspunkt i (0, 0),
minimipunkti (3, -13,5)

4018 a) maximipunkti (0, 5),
| minimipunkt i (2, 1)
=l b) maximipunkt i (1, 30),
. minimipunkt i (4, 3)
] l ¢) maximipunkter i (-4, 1)
och (0, 1), minimipunkt i

| (-2,-3)
4019 a) maximipunkti (-1, 5)
E b) maximipunkt i (2,%) )

minimipunkt i (4,%)

4020 YA
| s
4
I'I_| 3
- 2
| 1
.
| 4021 a)5st
- b) 85 000 kr
ol l<sx<7
2
228 racIT

© 4022 a) Tex.

N

| P 2

i 2

4023 g =-1, b =-3. Maximipunkt.
: 4024 Lat f(x) = x% + px + g. Da giller

att f(a) = a®>+ pa + q och
flby=b*+pb+q. .
f@y=f(b)gerp=—(a+b).

Vidaredr f'(x) =2x+p =

=2x—(a+b).
Det ger f'(a) =a—-b<0och
f)y=b-a>0.

Detfinnsdé etttalc,a<c< b,
sadant att f'(c) = 0.

4025 (1,-1)
. 4026 a)x==1

b) a > 0: maximipunkt i

(-1, —2a) och minimipunkt i

© 4040

(1, 2a), a < 0: minimipunkt i
(~1, —2a) och maximipunkt
i(1,2a)

. 4027 a=-6
. 4028 flx)=-x"+4x+1 :
4029 a) lokala extrempunkter (-2, 5),

(-1,-1) och (0, 1), globalt
maximum (-2, 5), storsta
virde: 5, minsta virde:
saknas

b) lokala extrempunkter (-2, -2),
(-1, 2) och (0, 0), storsta
vérde: saknas, globalt mini-
mum (-2, -2), minsta
virde: -2

¢) lokala extrempunkter
(-2,2), (-1,-1), (1, 3) och
(2, 1), globala extrem-
punkter (-1, -1) och (1, 3),
storsta varde: 3, minsta
virde:—1

storsta virde: 4,
minsta virde: —16

. 4031 storsta virde: 5,

minsta viarde: —27

- 4032 2<y<18
© 4033 05
. 4034 lokal minimipunkt

(-+2,-4+2),

lokala maximipunkter

(-2, -4) och w2, 42),

lokal och global minimipunkt
(4, —40), global maximipunkt

2, 42).

4035 stOrsta virde: 37,

minsta viarde: -27

. 4036 storsta viarde: 9,

minsta varde: 0

© 4037 storsta virde saknas,

minsta varde: -8

4038 a=-6,b=-8, f(-1)=24dren

maximipunkt.

. 4039 storsta varde: saknas,
minsta virde: 4

4041 Eftersom f'(x)=01ihela

intervallet s& 4r antingen
f'(x)>0eller f'(x) <0 for alla
x 1intervallet. Funktionen

ar vixande eller avtagande
och antar darfor sitt stérsta
respektive minsta vérde i
intervallets andpunkter.

| 4042 Maximala vinsten ir 23 000 kr.
4043 32 000 personer

4044 K'(100) = 40 kr/enhet

4045 1250 ae.

4046 12,5 m?
4047 64 cm?
4048 r=h =

13
% cm = 3,4cm
4049 a) K'(100) = 80 kr/enhet. Vid
produktion av 100 enheter
okar kostnaderna med
80 kr/enhet nir produk-
tionen 6kar med en enhet.
b) I'(100) = 138 kr/enhet. Vid
produktion av 100 enheter
okar intikterna med
138 kr/enhet nir produk-
tionen okar med en enhet,
c) Ja, det 16nar sig att 6ka
produktionen eftersom
1(100) > K'(100).

4050 6cm x8cm x 12 cm
4051 20kg, 133 kr

4052 Radien =4,3cm
4053 300 enheter

GRUPPAKTIVITET Rektangelns
omkrets och area

YA

!.
I
|
2

>
X

3 4 5

o 1

Lat x vara lingden av rektangelns bas,
0<x<5.
D4 har rektangeln héjden y = 5x — &2,
u Rektangeln far d4 omkretsen
O(x) = 2x + 2(5x— x2) = 12x — 22
Vi soker funktionens maximipunkt
med hjalp av derivata.
O'(x)=12 - 4x
O'(x)=0gerx=3.
Eftersom x’-termen i funktions-
uttrycket fér omkretsen ar negativ
s& har vi en maximipunkt.
0(3)=18
Omkretsen dkar frén 0 till ett
maximum 18 for x = 3 for att
sedan avta. Nér x gér mot 5 gar
omkretsen mot 10.

Vi later dven riaknaren rita funk-
tionen f6r omkretsen.

u Areafunktionen blir

Ax) = x(5x — x¥) = 5x% — .

- m Derivera och sitt A(x)=0.

A'(x) = 10x — 322
10x-3x* =0
x(10-3x)=0
x,=0,x,=10/3
Vi undersoker extrempunktens
karaktdr med ett teckenschema
(berikningar redovisas inte hir).
Arean 6kar frén 0 till ett maximum
% = 18,5 for att dter sjunka till 0
ndr punkten P rér sig utefter
kurvans graf. Det framgar ocksa
om Vi ritar grafen pa riknaren.

GRUPPAKTIVITET En lddas storsta
. mdjliga volym
©om V(x) = (24 - 2x)(30 — 2x)x =

=4(x*— 27x% + 180x)

V'(x) = 12(x? - 18x + 60)
Vix)=0dax=~4,4

(x = 13,6 orimligt)

Med teckenstudium visar vi att det
dr en maximipunkt (berdkningar
redovisas inte hir):

V'(2)>00ch V'(5) <0.

V.o~ 1400 cm?

Svar: Ladans storsta volym &r

ca 1400 cm?

© 4054 a) y'=3x>y"=6x

b)y'=2,y"=0
Af0=-5.fw=5

dfe)=%-%

fx) =xt-x?

. 4055 a)-18

b) 34

L4061 [ 1]

4063 (T

- 4056 s'(1) =365, 5"(1) = -21.5°(1)

beskriver hastigheten och s"(t)
accelerationen efter t sekunder.

: GRUPPAKTIVITET Undersikning
. av andraderivata

m Derivatans nollstillen ir x = 1 och

x==2.f(1)>0, f(-2) <0.O0m
man jimf6r med grafen ser man att
grafen har en minimipunkt for

x =1 och maximipunkt fér x = -2.

: @ Om andraderivatan ir positiv i deri-

vatans nollstélle dr det en minimi-
punkt och om andraderivatan 4r
negativ i derivatans nollstille 4r det
en maximipunkt.

. m f"(x) = 0 for alla funktionerna, men

graferna helt olika.

¢ ® Om f"(x) = 01 derivatans nollstille

kan ingen slutsats dras om art av
extrempunkt.

4057 a) Maximipunkt i (-1, 12),

minimipunkt i (3, -20)
b) Maximipunkt i (2, 21),
minimipunkt i (4, 17)

4058 Maximipunkt (0, 0), minimi-

punkter (-1, -3), (4, -128)

© 4059 Graf4
4060 Lokal och global minimi-

punkt i (0, 0).

- 4062 Andraderivatan 4r noll i forsta-

derivatans nollstille och d& kan
metoden inte anvindas.

| =5

74
COTFI T

© 4064 a)x>1 b)x=1 c)x<l
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4065 a) Konvex for alla x. Inflexions-
punkt saknas. Minimipunkt
i(2,-1).

b) Konkav for x < 0, konvex
for x > 0. Inflexionspunkt i
(0, 0).

¢) Konkav for x < 1, konvex
fér x > 1. Inflexionspunkt i
(1,-2).

Maximipunkt i (0, 0) och
minimipunkt i (2, -4).

4066 T.ex.

4067 Tex.

FACIT

. GRUPPAKTIVITET Extrempunkter
. och inflexionspunkter

: a) Fyra dubbla nollstillen.

L b)x, =0,x,=4/9,x,=1/2,x,=1

- ¢) Funktionen 4r alltid positiv. D&

maste den mellan varje nollstille,
som alla &r minimipunkter, ha en
maximipunkt. Det ger 7 extrem-
punkter (4 minimipunkter

och 3 maximipunkter).

konvex medan den vid en maxi-
mipunkt dr konkav. Det innebir
att funktionen byter konkavitet
mellan varje extrempunkt. Det ger
sex inflexionspunkter.

e) Viritar en graf for -0,1 <x < 1,1

och direfter en'for 0,4 < x < 0,55
for att se alla maximipunkterna.

/N

. GRUPPAKTIVITET Extrempunkter
* och terrasspunkter

D f(x) =+ ax? — a’x

. Videriverar funktionen och under-

. soker derivatan f'(x) = 3x% + 2ax — a2
- Derivatan r en andragradsfunktion
: som har en minimipunkt eftersom

: x*-termen &r positiv. En andra-

. gradsfunktion kan ha inget, ett eller

- tva nollstillen. Saknar andragrads-

- funktionen nollstillen s saknar

- tredjegradsfunktionen extrempunkter
. och terrasspunkter. Har andragrads-

. funktionen ett nollstille s4 har tredje-
- gradsfunktionen en terrasspunkt.

- Har andragradsfunktionen tvi noll-

. stillen sd har tredjegradsfunktionen
. en maximipunkt och en minimipunkt. :

" 3%+ 2ax -2 =0

D o2.2a. a_

:x+?x—?—0
__a,jd @
x=—3t otz

4073 [ \

_-azx2a
3

CoX=-a, X,= %

¢ a=0gerf(x)=x* som har

. enterrasspunkti (0, 0)

* a> 0 ger tvi extrempunkter,

. en maximipunkt i (—a, *) och
. 3

: en minimipunkt i (%,—52%]

- d) Vid en minimipunkt ar funktionen : ¢ & OJges i SaEimg unkte31r,

. en maximipunkt i (a —SL) och

3727

+ en minimipunkt i (-a, a°).

* UTMANING Minimerad
+ materialkostnad
. Forhéllandet dr 1:1, alltsd r = h

© 4071 a) x < 0 avtagande,

x 2 0 vixande

b) vixande och avtagande
for alla x

¢) x < 0 och x > 2 viixande,
0 < x < 2 avtagande

© 4072 a)x<-3o0chx>-1

b)-3<x<-1
c) grad tre

A

x-koordinaten fér maximi-
punkten = x-koordinaten for
derivatans nollstélle. Funktio-
nen ir vixande for de x som
derivatan dr positiv. Funktio-
nen ir avtagande for de x som
derivatan 4r negativ.

4074 A-3,B-1,C-2
: 4075 [TTTT T

!
I
|
1
I
1]
3

: 4076 1km/min?

4077

4078

a)

56

b) Ja, grafen kan vara for-
skjuten i x-led.

¢) Andraderivatan ir en
konstant funktion. Forsta-
derivatan dr di en funktion
av forsta graden och funk-
tionen en funktion av andra
graden.

a) yA

3
T.ex. f(x) = %+x2 +2x

4079 f(x) passar till D

4080

g (x) passar till A

h(x) passar till A och B
s (x) passar till B

#(x) passar till C

u(x) passar till D

a) y'=5e*

b) y'=5e>
c)y'=-3e*
dy=-2

E?

© 4092 y'(2,5) =~ ~8600
: 4093 y=e-x

4094 C=4,k=05

© 4095 P(10) = 7800. Ar 2010 Skade

;4081 a) y'=0,5¢"

b) y'= 20+
c)y'=-2e*
d)y'=2e"

. 4082 a)y'=4e*-2x

b) y'=3 +2e*
Qy'= 1 —2e

: 4083 2)f(0)=3

b) £(0) = -0.6
Af(0) =2

4084 a)f(0)=1,f(0)=2

b) f(-1)=e2=0,135,
F(-1) =262~ 0271

) f(2,5) =€~ 148,
F(2,5) = 2¢5 = 297

: 4085 a)f(1)=2¢2-1~1338

b)f'(1)=8-4e~-287
o f(1)=-e!-3=-337

1 4086 a)x=0

b) Funktionen ar vixande for
alla reella x.

‘4087 a)x<0

b) Funktionen ir vixande for
alla reella x.

. 4088 3-3In3=-03
4089 a) Positiv

b) Positiv
c) Negativ

© 4090 y=2x+2
D 4091 a)y=x+1

b)y=ex

c)y=e’1(x+2)=§+2

€

populationen med 7 800/4r.

: 4096 Efter 4 dygn okade antal smit-

tade med ca 150 per dygn.

: 4097 a) Passagerarantalet Gkar med

16000/4r efter 5 ar.
b) Okningen minskar med
3600/ar per ar efter 5 r.

1 4098 a)ca 33 min

b) —0,39. Efter 10 min sjunker
temperaturen med ca
0,4 °C/min

4099

4100

4101

4102

4103

4104

4105

4106

4107

4108

* 4109

a) eIn7

b) eln 0,5
) elnl = 9

d) eIn a

a) 100
b)9

c) 0,5

d)e
a)x=In0,7
b) x=21n2
c)x=0
dx=1

/

a) Definitionsméngd: Alla
reella tal, Vardeméngd: y > 0

b) Definitionsmangd: x > 0,
Vardeméngd: Alla reella tal

a)9
b) 1/6
o4

a) x = 0,775
b) Saknar 16sning
c)x=1,68

—_€_
a) x==

b)x,=-2,x,=—4
c)x=In2

(In0,5(1-In0,5)) =
=(-In2,(1 +1In2))

a) y'=In2-2*
b) y'=1nl0- 10*
¢)y'=2In5-5*
d)y'=5In2.2%

a)f'(1)=3In3
b) f(1)=8e*+2

a) Positiv, eftersom
f'(x)=In4- 47> 0 for
alla x-virden.

b) Negativ, eftersom
f(x)=1n04-0,4*<0
f6r alla x-virden.

c) Positiv, eftersom
f(x)=In4.4%*>0
for alla x-viarden.

d) Negativ, eftersom
fx)=-In4-47%<0
for alla x-virden.
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4110 a)y'=-In5.5~
b) y'=2000In 1,05 - 1,05*
Q)y'=6In2-2%*
d)y'=-4In4 .42 -3¢~

4111 h'(H)=a-t""-Ina-a
4112 call mg/h

4113 a)y=In2-x+1
b)y=2In2-x+2-2In2

4114 a=¢
4115 Tex. f(x) =40.2°0%

PO T
4116 a=2 lr12,b—o

4117 Minimipunkt i (1,5;-0,17)

4118 f'(4) = 150. Efter 4 dygn okar
antal smittade med ca 150 per
dygn.

4119 a) N(24) = 6,7 - 10°. Efter

24 timmar ar antalet vita
blodkroppar ca 6,7 - 10°.

b) N'(24) =~ 2,0 - 10% Efter
24 timmar Okar antalet vita

blodkroppar/timme.

4120 a) 10 000
b) 17 dygn
¢) Efter ca 35 dygn.

4121 a) 1,6 10%st
b) 1 100 bakterier/min
¢) 220 bakterier/min
(217 bakterier/min)

4122 a) 0,6 ug/m?
b) 0,1 pg/m?
¢) Under det 19:e dygnet.

4123 a) Bestdm kapitaltillvixten
det 6:e dret.
b) K'(6) = 26 000 kr. Det 6:¢
dret dr kapitaltillvaxten
ca 26 000 kr.

4124 a) k=1n74z0,2

b) 1 000 celler/h
c) Efter ca 8 h.
4125 a) P(t) = 1000 - 1,023*
b) P'(7) =
1000 - 1n1,023 - 1,0237 = 27.
Efter 7 dagar 6kar antalet in-
sekter med 27 insekter/dag.
4126 1E, 2D, 3E 4B, 5A, 6C

4127 a) C =80, k=1nO’T625

b) Efter ca 21 minuter.

~=-0,094

232 FACIT
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blodkroppar med ca 2,0 - 10°

* GRUPPAKTIVITET Tankbilsolyckan
: #1100 dygn
#1.a=0,70chb=0,1ger

maximipunkten (7,05 1,9).
a=0,7och b =0,4 ger
maximipunkten (1,8; 0,73).
a=1lochb=0,1 ger
maximipunkten (11; 4,7).
a=1,loch b=0,4 ger
maximipunkten (2,8; 1,0).

Ett hogt vérde pa a och ett lagt

virde pa b ger hogsta oljekoncen-

trationen, men efter langst tid.
Ett lagt virde pd a och ett hogt
virde pa b ger en maximipunkt
efter kortast tid.

.a=0,70ch b = 0,1 = vattnet kan
anvindas som dricksvatten efter
ca 126 dygn.

a =0,7och b = 0,4 = vattnet kan
anvindas som dricksvatten efter
ca 35 dygn.

a=1,loch b =0,1 = vattnet kan
anviandas som dricksvatten efter
ca 126 dygn.

a = 1,1och b = 0,4 = vattnet kan
anvindas som dricksvatten efter
ca 40 dygn.

Ett hogre virde pa b medfor

att vattnet kan anvindas som
dricksvatten efter kortast tid.

[\

. ® Om virdet pa b &r lagt kan inte

vattnet anvindas som dricksvatten
forréan efter 126 dygn.

# [ den andra modellen ser man att

faktorer sdsom temperatur, strom-
forhallande och vatten djup har
stor betydelse. Dessa faktorer kan
dndras under tiden eftersom tiden
for att kunna anvinda vattnet kan
variera mellan 35 och 126 dygn.
Det dr déarfor svért att gbra en
prognos for ndr vattnet ska kunna
anvindas igen som dricksvatten.

I den forsta modellen vet man inte
vilka faktorer konsultfirman tagit
hénsyn till.

. TEST 4.1

1 a)(-1,-2)och (1,2)
b) positivt
¢) vixande
2 a)avtagande for x < -1,
vixande for x > —1

b) vixande for x < 1,5,
avtagande for x > 1,5
¢) vixande for x < -2 och
x 2 2, avtagande for

—2<x<2

3 maximipunkt i (L, 5),
minimipunkt i (2, 4)

4 global och lokal minimipunkt:
(-3, -2), lokal minimipunkt:
(1, 1), global och lokal maximi-
punkti{-1,3)

5 a) storsta virde: 1, minsta
varde: saknas
b) storsta virde: 3, minsta
virde: —1

6 100ch -10
7 15000 m?

8 a) K'(150) = 100 kr/enhet,
I'(150) = 64 kr/enhet.
b) Det lonar sig inte att 6ka
produktionen eftersom
K'(150) > I'(150).

. TEST 4.2

1 -1<x<3

2 Funktionen ar vixande for
x<-0,5 och x > 2, avtagande
for —0,5 < x < 2, har en maxi-
mipunkt for x =—-0,5 och en
minimipunkt for x =2

3 Tex.

7 (x-Db)*z 0 for alla x. Funktio-

nen favtagande dix < a
8 Tex.

TEST 4.3

1 a) f'(x) =10e!0¥
b) f'(x) =12-e4*
) f'(x)=3-In5-5%
2 )2 b) 1,5 ol
3 y=2x-65
4 a)80°C
b) Med vilken hastighet
minskar kaffets temperatur
vid tiden 2 timmar?
c) Kaffets temperatur minskar
med 3,7 °C/h vid tiden
2 timmar.

d) Efter hur lang tid ar kaffets
temperatur 60 °C?

e) Efter ca 5,6 timmar #r kaffets

temperatur 60°C.

5 y=(4In2)x+4-81In2
6 a) 10 000 st

b) ca 1 800 bakterier/h
c) Efter ca23 h.

7 a) P’(0,1) =~-58 mm Hg/s
b) Trycket sjunker med
58 mm Hg/s vid tiden 0,1 s.

8 Bakterietillvixten ar ca
7900 bakterier/h efter 10 h.

. BLANDADE BVNINGAR

—— >
‘ g -1 b} & B«
] | §oid
L1 [ [ ]

2 a)f(-1)<0  b)f(0)=0
Af (1)>0 d)f(2)=0
' (3) <0

32

4 a) f'(2) = -18. Kurvans lutning

i punkten (2, -8) ar —18.

b)x=+1

¢) Nir f'(x) = 0 har funktio-
nen en extrempunkt eller
en terrasspunkt. Genom
att undersoka derivatans
teckenvéxling kring dess
nollstéllen far man veta om
funktionen har maximi-
punkt, minimipunkt eller
terrasspunkt, Sammanstiller
man resultatet i ett tecken-
schema far man en bild av
funktionens utseende som
man kan ha som underlag
ndr man ritar grafen.

'Il‘tv/ \

=9 [5:575)
b)+0-

6 Maximipunkti (0, 3),
minimipunkt i (2, -13)

v

10
1

-

12

/

x-koordinaten f6r minimi-
punkten = x-koordinaten for
derivatans nollstélle.
Funktionen 4r viixande for de
x som derivatan &r positiv.
Funktionen ér avtagande for
de x som derivatan ér negativ.

a)Tex.y=x b)k=1

I punkten (1, 5) har grafen
lutningen —1.

-6,75

a) storsta virde: 5,
minsta virde: saknas
b) storsta virde: 16,
minsta virde: —16
) storsta virde: 56,
minsta virde: —56
d) storsta virde: 17,
minsta varde: 12

a)x<2 b) maximipunkt
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|
. 15 a) Tex. . 27 Foratt grafen till funktionen ~ : 5009 Funktionen g. x-koordinaterna : 5020 h ir primitiv funktion till f
” fx) = ax® + bx + c ska haen o PRIMITIVA for funktionen g:s extrem- . eftersom den 4r mindre brant 5036 a)}( 4-x2) dx .
. lokal minimipunkt pa den : FUNKTIONER punkter ar nollstillen till . dn f Ndmnaren f6r funktions-  * B .
negativa y-axeln maste b= 0 : funktionen f. : uttrycket for h 4r storre dn for f. b)f (4 d
. : och¢<0. : OCH ENKLA 5010 a) F(x)=x %H%ZC ' ) - : A .
' * Ll m Andragradsfunktion vars : . 5021 Flx)=x——+C=%¢—",Cc ! !
. / . grafhagr lokalt maximum i - INTEGRALER b) F(x) = __+F+C : ) e’ e* . 5037 16 —J(O,sz) dx
; (1,0) 1 : Ls 1 : i
. . ol © 5022 a) F(x)=e**1+ C ’ F
b) Tex. . fx)=ax*+bx+c 5001 a) F(x)=%+c 9 F(")_Zx'\/;JFC . ) Pl . 5038 a)0,5 +IL2 dx
= : Fx)=2ax+b ; : b) Foo =4 : L
vA : ) : 4 5x : ) F(x) matC ‘ 2 .
: f(1)=0ger2a+b=0 : b)p(x)=%+c 5011 a)F(x)=%+C . n ¢ b) 8-[x’dx
. 2 (%) = 2a ger a < 0 eftersom ~ : o s . ) Fx)=4x+C : 0 .
fQy<o ) Flx)=37+C b) Flx)=T5-+C d) Fl=— e : 5039 a)l
. b=-2agerb>0 : X : o= ez" 3 : by—2
- f(1)=0gera+b+c=0 $ d) F(x)=m+C 5012 a) Tex. F(x)=13x . o : -
. -1 1 b=-2agera e 0. . ;103,: © 5023 a) F(x)=%—2e“x+e2x c) %
s T‘ex‘f(x) =% +2x-1 I 5002 a) F(x)=—xT+C b) Tex. F(x)= n10 . 2 4 X .
16 AochC : # Tredjegradsfunktion vars : i : b) F(x)=—m—i€—2 . 5040 -2
. 17 a) Kvadrater med sidan 1,0 dm  : graf har lokalt minimum pa b) F(x)=-—+C 5013 a) F(x) = 3e" +C ne e—1 .
b) 18 dm? . y-axeln och lokalt maximum | 5024 _xt . 5041 a) 5
| ; : i punkten (1, 0): : €) Fbx) =10x + C b) F)=2¢"+C : S Fx)=7+3 : b)2
18 1000 7t cmy : f)=-20+30-1 : d) F(x)=C c)F():—e"‘+C > b) F(x) =2x> +x -1 x c)5 125 .
19 1 : s = : ) ~ : % _y? . 1>
. Z 3 ] * 5003 a) F(x)=x*+C o : o F(x)zw :
. 20 a)x=11 : il | = G b) F(x)=x°+C d) Fa)=-5-+C ; ) 2 D 5042 —1 =
b) Langsta sidan = y . o | == : o) Fx)=x+C s d) F(x)=§x\/;+x—2—38 : 56
_ 225x+75- 2y +75x=6600 TR T _J : d) Fx) =x*+ C 5014 a) Tex. F(x)=—=+x : , : 5043 a)=2 b)2-e =
75(3x + 2y + x) = 6600 : TN : R Tl 7 B ;5025 flo) =2 -2+t 1 : y
8 4x+2y=88 : ST 5004 ) F) =24 ) Tex Ho)=x"—1¢ | 5026 7 93 =]
y=44 - 2x : | =111 : 3 : Dy
A =x-y=x-(44-2x) = |l - — b) F(x)=?+C 5015 a) F(x)=e3x+C . 5027 g) v(}g):ggom/s 5044 a,=-4,0,=2
Lo Cn 2 S ) . L bs0)=250m { 505, s B
i i i . Fi = — . .
21 Efter 100 m : : ) Fo)=1g* RS +C : maoast pUERe S : 14 2
. . u For att grafen tlll ; 3 b) F(x) = __e—x +2 : 5046 a) 3 b)2 c) 5 .
22 Tex ! fx)=a +bx*+cx+dska . d) Fx)=-2+C <) F(x):—T+C : :
_ . ha ett lokalt minimum pa 9 ) F(x)= nas -125= 20471
] : y-axeln och ett lokalt maxi-  : gg95 a) F(x)= x—4+x—2+5x+C d) F(x)=—m+C : © B, 0 008 B © 5048 k=3 .
. | ! mum i punkten (1, 0) miste  : 22 : =125 e0008x _ 125 . 1 3
= : foljande galla: : b Fod 2 X 4 X X __ 5 : 1 5049 a)2-=—¢  b)57>
] : F) = 322 + 2bx + ¢ : ) Flx) 95+6':3+2 5016 a) F(x)=3¢’ +2x +C d)yy=2Jx-4 . 55 e 2In2 .
11 . F(0)=0gerc=0 _x 2 & b) Flx) =2 _ X . 5029 1475 personer . )
. 1] ; f(1)=0ger3a+2b=0 : R JE) 1n5 6 +C : d © 5050 3 =
1] : b=-15a 3 5 . Y )_ e . 5030 K(x) = 0,012x% + 14x + 7 500 -
. b : £(x) = 6ax + 2b . 5006 a) F(x)= §x‘/—’;+ c R . 5031 a=14 © GRUPPAKTIVITET Rikneregler =
WA : £7(0)>0gerb>0 : b) F(x) = 4/x + C d) Flx)= : : fori
Pl : . : _+ +C . 2 . for integraler
- Y J:z (<1)_;/; gz 2a<J;)2b “ ¢) F(x) = #x ¢ i 22 J(0’5x2+2) v ; Ekkﬁeten géiﬂer . -
1 At i = == 3 5% 3 1 ‘ . a .
. } =i ; eftersom b > 0 : 5017 a) F(x)=%+7%_%+c : b) fexdx s eten galler. .
o J)=0gera+b+c+d=0 : 5997 y) T.ex.f(x):ﬁi—szﬂc 5-2x - . 3 Jf(x) dx = F(a) - Fa)=
. 23 p:Cq:4,r:Dochs:B ! g%li?sggr;er;gdajgz : CE b) Tex. £(x) = E 2y +72 b) Fx)=-*5—+C . 5033 le;))91 . L4 Likll(leten giller om k dr 1
B =1, =0, : : , : tant.
@8 = Sl : Villkoren for att grafen till : 5018 Tex. F(x) = 1,665 + 242 4 5 . o4 : ebn onstan
- 25 a) A(x)=x_2_x_3 ' fl)=ax®+ b’ +cx+dska . 5008 a) Tex. F(x) = % +x o . * d)2 ' 5. [f(x) dx = F(a)- F(b) .
2 6 ha ett lokalt minimum pa 1 x*-1 5.5% : co I
- b)0<x<3 c) £ cm? . y-axeln och ett lokalt maxi-  + b) T.ex. F(x) = ST 5019 F(x)= 35 Siet+C : 2020 M - ff(x) dx = F(b)-F(a) =
: mum i punkten (1, 0) 4r: & : 5035 11,5 g ¢ .
26 f(x)=0,5x3—4,5x2+12x—6 x a<0,b>0,c=0,d=05a ! ! p = (F@)-F®) =] flx) dx
. ; ochb=-15a. .
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UTMANING Minsta virde for
en integral

a:_i

5051 300m

2
5052 a) s(f) =) (25+2,5¢) dt
0
b) 55 meter
5053 11°C

5054 Pa 1 h minskar vatten-
volymen med 5 liter.

5055 1400 bakterier

5056 a) Efter2,5h
b) 2200 m? strdmmar in i
hamnen under de fyra
forsta timmarna.

5057 Sjunker ca 25 °C

5058 Efter 5 dagar.

5059 Energiforbrukningen fran kl. 8
till k1.16 &r 40 kWh.

5060 0,58 cm’

5061 Okningen av antalet invnare
under 45 ar.

5062 150 insekter
5063 ca 93 meter

UTMANING Grinsvirde

p_q -a—p—l
Arean = T—p ~1-p —
0-1_ 1 -
=19 diag—
TEST 5.1

1 a) Flx) =2x*+C
b) Fx)=354C
c) Flx)=-2e*+C

2 a)f(x)=2x+C
b) f()=—2+C

O f=g5+C

3
3 a) F(x)=2% y5¢+4

3
2 —2x
b) F(x):3x —g +3
4 2)10m/s
b) 15 meter

FACIT

5 F(4)=8

6 y=x—x"-1
=-1

7 b= 3

8 F(t)=125000-¢"*

. TEST5.2,5.3

1a) —%
b) 2 - 0,5¢>
26

3 a)l

1
by 255-1) 5‘/35‘1 =6,79

0)V3-1=0732
cl\_sx.‘
e

5 Storsta virde saknas och
minsta varde dr —9.

6 Mellan 2 och 5 sekunder
forandras hastigheten
med 20 m/s.

2
7 W) = %—% +0,10

8 3200 laxar

. BLANDADE OVNINGAR

12) A=2+C
b) F(x)=4+C
O F=5+C

2 Fx)=x>+x*-5x+6
3 a)l,5

b) 4

¢) 0,01

4 _[zx(x+2) dx = f(x2+2x) dx=

2

3
2 e|o8 4 1 16
—|:3+x:|l—3+4 3 1 3

15
16

6 4500 bakterier

7 Fx)=2x"—x*+2x +1

1-¢”
2
62
3

10

11

72 liter

12 y=2x*-5x—32

13

14

15
16
17
18

19

20

a=2
20x

3
4

19 200 personer

ca 450 smédelar

a) J‘f’(t) dt:2,3t+4,8.e41.251+c

b) 1,6

<107 m?

a) A: Stenen triffar vatten-
ytan och har da hastig-
heten 5 m/s.

B: Kulan sjunker med
hastigheten 3,0 m/s.
Hastigheten avtar.

C: Efter 3 s nés grins-
hastigheten 1,0 m/s.
D: Kulan slar i botten.

b) 1,25 m
c) 4,84 m
X A ¢
lllOrnn:thrkvotenF=§
3
_f24._C
A—(_)]'x dx 3
B=¢?
C3
A3 oo
B 2 3
'Omc=1blirkv0ten%=1.
_' " _ xIH-l 1_
A—ij dx_I:n+I 0_1
B=1
A_
=1

® Alla virden pd c och n:

A=

B=

B

A:

c wt | H+l
x"dx= X - C
J |:n+1 , htl

CZ
N+l

4
n F1 _ Cn+l Cn—l

& (n+1)-¢F ntl

EEEN
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