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Centralt innehall

Begreppen polynom och rationella uttryck samt generalisering

. <
- .i‘. o av aritmetikens lagar for hantering av dessa begrepp, savil med
l I I I < I O I I ‘ r O< {/\‘(,-_ ' som utan symbolhanterande verktyg.

L]

i’"‘ ; Egenskaper hos polynomfunktioner av hogre grad

b

Begreppet absolutbelopp

[ N ] L
ra I I S \/ a r e I I Orientering ndr det géller kontinuerlig och diskret funktion samt

begreppet gransvirde

Inledning

En stor del av kurs 3¢ handlar om att med olika hjalpmedel studera och férsta funktioner. Ibland
dr viintresserade av att veta om funktioner vixer eller avtar och hur snabbt dessa férandringar i
sa fall sker. | andra sammanhang kan vi soka efter optimala virden. Med det menar vi exempel-
vis vérden hos en variabel som ger ett sa stort eller s litet vdrde som majligt hos en funktion.
Detta kan till exempel anvandas for att bestimma hur en férpackning ska utformas fér att fa en
given volym med sé lite material som mojligt. Inom ekonomi kan det vara intressant att avgora
hur priset pd en produkt paverkar férsaljningen och dirmed inkomsterna och beridkna det pris
som ger den storsta inkomsten.

For att underlatta forstaelsen av sddana problemstdllningar inleds boken med ett kapitel dar
sambandet mellan funktioners uttryck och egenskaper underséks. Vilka faktorer paverkar
funktionernas egenskaper och pé vilket sétt? Vi studerar dven hur aritmetikens lagar anvinds
for att hantera funktioner och l8sa ekvationer samt begreppet gransvirde, som vi aterkommer

till i kapitel 2.
/. & a |
R Din forsta uppgift
',/ - & >l Rita féljande grafer med hjalp av raknare eller dator. Besvara dérefter fragorna som féljer.
Ny /- y - S - , Aly=x+1 B:y=x>-1 Cy=x-3x-1 Diy=2x"—4x>+1
Ay T Hur manga nollstdllen har graferna A-D?
i Hur manga extrempunkter har graferna A-D?
.4
' Hur manga ganger byter graferna A-D riktning?
AL & v o Vi Sammanfatta dina svar i en tabell
. 1A \ med tabellhuvud enligt figuren:
5 / ’ " 3 Formulera dina slutsatser i ord.
o >3 AR5 . , { De slutsatser du férhoppningsvis kommit fram till & maximalt tinkbara vérden. Fér fallen B-D
4 b/ | | ' o 1| \ . kan slutsatserna delvis se annorlunda om funktionsuttrycken ges ett annat utseende. Du far
l ' : i | mdjlighet att undersoka den hir typen av funktioner mer i detta kapitel.
y . .
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Teorigenomgang Det kan ocksa vara viktigt att avgéra om ett polynom har ett eller flera nollstéllen. Med ett
Simulering nolistalle till ett polynom p(x) menas ett x-vérde, dér polynomets graf skar x-axeln. Algebraiskt
kan nollstéllen bestimmas genom att |6sa ekvationen px)=0.

1.1 Polynom

Ett polynom bestar av minst en term. De enklaste polynomen innehdller bara en konstant.
Exempelvis dr f(x) = 0 ett polynom, det sa kallade nollpolynomet. Om det ingér variabler far Studera graferna till de tre polynomen av grad tva nedan och jamfér med I6sningarna av ekva-
dessa endast upphdjas till positiva heltal, som exempelvis i polynomet g(x) = 3x* + 2x - 1. tionerna p(x) = 0.

Har foljer ndgra exempel pa polynom och nagra funktioner som inte dr polynom. Gemensamt
= . . . . px)=x?-4x+3 p(x)=x2—dx +4 plx) =x2— 4x+5
for polynomen dr att variablerna bara ar upphojda till naturliga tal (0, 1, 2, ...). ; -

Polynom Inte polynom

p,(x)==5x* f(x)=4x"" - 3x+2
p,x)=4x>—~25x+m f(x)=5x"
py(x)=2x+3 FL(x) = \/;
x -1+ -1
px)=-6 fx)=3 ;

x*=4x+3=0 xX2-4x+4=0 X2-4x+5=0

Den hdgsta exponenten som férekommer till variabeln x i ett polynom p(x) avgér polynomets
grad. Polynomen p. - p, i den vénstra kolumnen har gradtalen fyra, tre, ett respektive noll. x=2%4(-2)"-3 x=2+4/(-2)"-4 x=2++(=2)°-5
Nollpolynomet, p(x) = 0, saknar grad av skal som vi aterkommer till. x=24_rﬁ x=2%+0 x=21\/—71
x=2%1 x=2%0 " Ekvationen saknar reella rotter.
x =1 x=2 B |
ETT POLYNOM AV GRAD 11 KAN SKRIVAS ! 3
X =
2

= n -1 n-2 2
pix)=ax"+a x""+a x"?+..+ax’+ax+a,

dédr n dr ett naturligt tal, a_# 0 och alla koefficienter ar reella tal. . . . ) B
n De tre exemplen visar att polynom av grad tva kan ha tv, ett eller inget nollstille. Dessa tre

polynom har en gemensam egenskap, de har alla en lokal minimipunkt som ligger pa grafens
symmetrilinje, x = 2. Dessa extrempunkter ar (2, -1), (2, 0) respektive (2, 1). En extrempunkt
Négra grundléiggande polynom hos en graf till ett polynom av grad tva ligger alltid p4 symmetrilinjen. Om koefficienten framfér

x*-termen dr negativ, ar extrempunkten istillet en lokal maximipunkt.
Foljande figurer kan illustrera viktiga egenskaper hos nagra enkla polynom med endast en term

vardera. Funktionerna y = x och y = x* 4r vixande medan y = x* och y = x* bade avtar och vixer ﬁ
och har lokala minimipunkter i origo. s Algebraisk 16sning av potensekvation
TH ; .
7Y Y 9% L6s ekvationerna
i Ly i
iy ) M - a) 4 =196 b) X’ =777 c) 3x" =48
| | y=X
1] 1 == LOSNING:
12 > 3 3 L a) 4x2=196 Dividera bada leden med 4.
' e | x2=49 Ta kvadratroten ur bada leden. Glém inte den negativa Isningen.
ol - —_—
x=xv49 Forenkla.
2 1 0 1 2 «x 2 0 1 2 x X=z7
Figurerna visar i tur och ordning en proportionalitet, en parabel, en tredjegrads- och en
fjardegradskurva.
10 KAPITEL 1; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN KAPITEL 1; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN 11

" |




ol - = — : N =
M Tl e .
. RIS o ohs bida eden il LOSNING: |
Z (X)) =7777 - —kl T _ Vildser uppgift a) grafiskt och uppgift b) med CAS-verktyget i GeoGebra.
[ 1 orenkla vansterieaer.
1 x=777" = a) Viloser forst ut P ur formeln: P=5,67-10%-A- T*
~259 Berdkna ett nirmevirde med raknaren. d 0.185
1 X= 2z, 1 Eftersom arean hos en cirkel gesavA=m - rPochr= = = 2192 m=0,0925 m far vi att
J Det finns ett alternativt sétt att skriva 7777 som visas nedan. P=567-10"% 70,0925 T* 2 2
X =777 el ° 1 . e , :
, Lésningen fas genom att ta sjunde roten ur 777. Vi skriver in funktionen tillsammans med p Sl x
x=\N777 T \x/—777_e||er motsvarande pa din raknare villkoret P =1 500 i GeoGebra och viljer Arkiv Redigera Visa Instaliningar Verktyg Fanster Hjalp
x=2.59 - — instéllningen 3 gdllande siffror. GeoGebra Al BIOIOL ) N =2l o= |
c) 3x4=48 Dividera bada leden med 3. bestimmer automatiskt ett nirmevirde } Algebrafénster XI| » Ritomrade o Xﬁ:— l
L - ) f . - o T4 Funktion 1600
xt=16 Upphéj bada leden till l. Observera att det ocksa finns en negativ 16sning dd exponenten &r ett jamnt tal. tll prOdUkten i formeln som foregar T ® f(x) = 0.00000000152 x*% 1‘995’ Lol |
; - e = Darefter viljer vi skdrningspunkt mellantvd - @ g(x) = 1500 o
()(4)Z ~+164 . Férenkla vansterledet och berdkna hégerledet. objekt. .Puzk:t (-996, 1500) 1200
X=%2 @ B = (996, 1500) 1000
1 Scni = 800 |4
SVAR: a)x=47 b)x=7777~2,59 €)X = £2 Avidsning ger T = 996. N | |
- —3 400 |
1 = = e — 200 '
w y
&  Anvidndning av grafiska metoder och CAS-verktyget R vl o o o i ‘
= R . R 200
w Da kroppar utstrdlar varme finns det ett samband mellan kroppens temperatur T och den utstrdlade ‘ 5 | .
< i it sl D
W effekten P. Enligt Stefan-Boltzmanns lag géller féljande fér utstralad effekt P per areaenhet A: inmainingsfelt AR |
[F g o . . . !
e 567-10%-T* b) Vi véljer Visa CAS. Eftersom P=5,67 - 108 - ;- r2 - T* skriver vi in ekvationen |
2
Formeln forutsdtter att effekten anges i W (watt), arean i m? och temperaturen i K (Kelvin). 1200=5,67-10% 7 - (%) - 1050 pa det séttet som visas i figuren. Efter att ha valt |
Sambandet mellan temperaturen T, Kelvinoch T, °C gesav T, = T, + 273. - j o
symbolen = far vi svaret som ett ndrmevirde i m. |
a) En rund spisplatta med diametern 18,5 cm utstralar effekten 1500 W. Hur varm 4r plattan? o d=0.149 |
. A ” h viasning gera =u, b €7 GeaGebra Classic 5 - u] X
b) En annan rund spisplatta pa 1200 W har temperaturen 1 050 K. Bestdm plattans diameter. Arv Redigera Visa Instéliningar Verklyg Fonster Hislp _ |
= [=] v [ &Ly x=x=| ¢ | w|2FH |
SVAR: a)T=996K S ' i
b)d=0,149 m - _ |
L6s(1200=5.67E-8"pi*(d/2)*271050%4) -
1
V' VT }
-+ <d=-1600- ———— d=1600. — Y .
{ 1323 v21 = 1323 V21 n |
2 | ¥
~ {d=-0.149,d = 0.149}
3 ] aQ |
=2 g | |
Inmatningsfalt: @ |
|

|
|
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EXEMPEL

Bestimning av lokal extrempunkt och nollstillen med pg-formeln
Bestam nollstillen och den lokala extrempunkten for polynomet p(x) = 2x* + 8x — 10.
Avgor ocksa om den lokala extrempunkten ér ett lokalt maximum eller minimum.

LOSNING:
Anvind pg-formeln for att 16sa ekvationen p(x) = 0.
22+ 8x-10=0

xX*+4x-5=0

x=-2% 2’45

x=-2%3

Det innebér att symmetrilinjen ges av x = -2.

Insdttning av x = -2 i p(x) = 2x? + 8x — 10 ger
p(-2)=2(-2)*+8(-2)-10=-18
Eftersom koefficienten framfor x2-termen &r positiv, dr det ett lokalt minimum.

X, = -5

SVAR: Polynomet har nollstéllen {
2

och ett lokalt minimum i punkten (-2, -18).

| _

OVA 1 * BEGREPP OCH PROCEDUR

1001

1002

1003

1004

Bestimning av lokal extrempunkt genom kvadratkomplettering
Bestiam den lokala extrempunkten fér polynomet p(x) = =3x* + 6x = 9.
Avgor ocksa om det ar ett lokalt maximum eller minimum.

LOSNING:
Faktorisera férst genom att bryta ut vardet -3.
p(x) =-3x2+6x — 9=-3(x*~ 2x + 3)

Kvadratkomplettera x* — 2x + 3 genom att utnyttja att (x - 1) =x*> - 2x + 1 (kvadreringsregeln).

p(x) ==30x - 2x +3) = =3(x? = 2¢+ 1 +2)==3(x-12+2)=-3(x-1)2-6

Eftersom kvadratuttryck som (x - 1)?inte kan vara negativa maste det, oavsett varde pa x, gélla att

-3(x-1)*<0

Polynomets maximivarde &r darfor -6 och det intraffar da
-3(x=1)=0,dvs.ddx=1

SVAR: Polynomet har ett lokalt maximum i punkten (1, -6).

14 KAPITEL1; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN

1005

Los ekvationerna utan riknare.

a) x*=64
b) 2x*-5=49
¢) x*=625

Los ekvationerna och ge svaren med
tre gillande siffror.

a) x>=550
b) 3x*-5=520
¢) x*=6250

Los ekvationerna (helst utan
riaknare).

a) xlOO - 2100

b) xlOO - 2200

c) x5=10*

Hastigheten v m/s hos ett féremal
som fallit x m ges av sambandet

v* = 19,6x. Hur stor hastighet har ett
féremal som fallit 25 m?

En férvaringslada ska rymma 27 dm®.
Vilken sidlingd ska den ha om den
ges formen av en kub?

1006

1007

1008

1009

1010

1011

1012

En ratvinklig triangel har kateterna
a och b och hypotenusan c. Bestdim
den okénda sidan da

a)a=5cmochb=12cm

b)a=15cmochc¢=17 cm

Sidorna hos en 1ada, som 4r formad
som ett ratblock, har proportionerna
3:4:5. Lddans volym ar 7,5 .
Berdkna ladans sidor.

Bestam polynomens nollstéllen.
a) flx)=x*+8x+7
b) glx) =x*-6x+5
¢) h(x)=x*-4x-5

Bestdm polynomens nollstéllen.
a) flx)=x>+3x-4

b) g(x) =-x>+5x-4

¢) h(x)=2x*+3x-2

Bestam lokala extrempunkter och
avgor om de dr lokala maximi- eller
minimipunkter.

a) flx)=x*+5
b) glx) =-2x*+3
c) hix) =x*+6x+5

Bestdm lokala extrempunkter och
avgor om de dr lokala maximi- eller
minimipunkter.

a) flx)=2x*-8x-5
b) g(x)=-2x*-4x-6
¢) h(x)=-3x*+9x -8

Bestdm lokala extrempunkter och
avgor om de ar lokala maximi- eller
minimipunkter.

a) flx)=(x-3)-4
b) g(x) =-2(x+3)*+2
c) hix)=2((x+3)*+3)

KAPITEL 1 ; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN
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OVA 1l »+ FLERA FORMAGOR T0iie* Viid, Kastivnedichskitn bOlEngER + 1020 Vid konstant acceleration ges strackan % 1021 I ett koordinatsystem 4r linjen
_ . y m dess h6jd och x m dess sm av formeln s = v t + at’/2, dar y = —4x + 8 ritad. En rektangel ar | i
1013 Grafen visar en fgnktlon som kan vagrata avstind frdn v, m/s dr starthastigheten, a m/s* dr placerad s4 att den har tva sidor pa ‘
skrivas y = kx’. Vilket véirde har kastaren. Funktionen accelerationen och ¢ s dr tiden fér de positiva koordinataxlarna, ett
konstanten k? @ y =-0,025(x* - 38x — 80) rérelsen. hoérn i origo, och det motsatta hornet -
ger sambandet mellan Hur ldng tid har det gatt d4 en bil pd en punkt pd linjen. |
. y och x. Hur hogt med starthastigheten 11 m/s och ac- a) Teckna en funktion som beskriver
ndr bollen? celerationen 4,0 m/s? har kért 90 m? rektangelns area. L4t x-koordina-

ten for punkten pa linjen vara din

variabel. P
1017 Solen utstralar effekten

P =3,9-10" W och har radien
r=7,0-10% m. Anviand Stefan-Boltz-
manns lag for att uppskatta solens
yttemperatur T

L =5,67-10%.-T*
A

b) Bestdm var punkten ska placeras
for att rektangelns area ska bli sa
stor som majligt.

———
4 -3 22 -1 0

1014 Grafen visar en funktion som kan

skrivas y = kx®. Vilket virde har A ir klotets area och kan bestimmas
konstanten k? med formeln A = 4772,
YA

* 1018 En affdr siljer mobilskal. Antalet
salda skal per dag (x) beror pa priset
(p kr) enligt sambandet

T m x =600 - 2p.

[ ] a) Teckna ett samband for dagsin-
komsten y kr som funktion av
priset p kr. @

b) Bestdm det pris som ger den
hogsta dagsinkomsten.

* 1019 a) Beskriv gemensamma drag hos

graferna till

y=xy=x,y=x’ochy=x"
b) Beskriv gemensamma drag hos

graferna till

y=x,y=x y=xochy=x"

1015 Hanna sdger: “Jag tianker pa ett
positivt tal, lagger till tre, kvadrerar
resultatet och drar ifran det tal jag
forst tankte p&. D4 har jag resultatet
1137 Vilket tal tinkte Hanna pa?

c) Hur manga rotter har ekvationen
x"=qom n dr ett udda tal.

d) Hur ménga rotter har ekvationen
x"=aom n dr ett jamnt tal.
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UTMANING

GEOMETRISK LOSNING AV ANDRAGRADSEKVATION

René Descartes visade pa 1600-talet hur man geometriskt kan 16sa en
andragradsekvation. Fér att [6sa en ekvation av typen x* — ax — b>=0 ritade
han en ratvinklig triangel med kateterna b och a/2 tillsammans med en cirkel
enligt figuren. Med hjalp av Pythagoras sats tecknade han ett samband som
han sedan anvinde for att geometriskt
bestdmma en rot till ekvationen.

Forklara varfor strackan x (den férlangda
hypotenusan i figuren) motsvarar den
positiva roten till ekvationen

x?—ax — b*=0. Negativa rétter

var pa den tiden ointressanta.

\_ Y,

Riknelagar for polynom

Polynom kan adderas, subtraheras, multipliceras och divideras med hjélp av samma riknelagar
som du dr van vid. Vi utgér fran tva polynom och studerar resultaten av tre av rakneoperatio-
nerna. Division ingar inte i kursen.

g{x) =x?+3x
rx)=x>-2x+4

p1(x)=q(x)+r(x)=(x2+3x)+(x2—2x+4)=x2+3x+x2—2x+4=2xz+x+4
p,X)=q(x) = r(x) = 0 +3x) = (¢ = 2x + 4) =X’ + 3x =X’ + 2x — 4 =5x - 4
p3(x)=q(x)~r(x)=(x2+3x)(x2—2x+4)=x“—2x3+4x2+3x3—6x2+12x=x4+x3—2x2+12x

Lagg marke till foljande:

B Vid addition och subtraktion av tvd polynom far summan och differensen hégst samma grad
som polynomet med hogst grad (grad(p) < max(grad(q), grad(r)).

®  Vid multiplikation av tvd polynom muiltipliceras varje term i det forsta polynomet med varje
term i det andra polynomet. En foljd av det &r att graden hos produkten av tva polynom &r
summan av graderna hos de tva polynomen (grad(p) = grad(q) + grad(r)). Regeln géller dock
inte om ett av polynomen dr nollpolynomet (p(x) = 0) eftersom detta polynom saknar grad.

KAPITEL 1 ; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN
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EXEMPEL

Forenkla och bestam graden
Férenkla polynomen och bestdm dess grader.
a) (63— 6x2—4x) + (6x2 - X3)

b) (x® - 6x%— 4x) — (6x2 — x3)

c) (- 6x%—4x)(6x% — X3)

LOSNING:

a) (¢ —6x2—4x)+ (6x2 — x°) =% — 6x2 — 4x + 6x% — x> = —4x
Grad: 1

b) (x> —6x%—4x) — (6X2—X3) =) —6x2 = 4x — 6x2+ x> = 23 — 12x2 — 4x
Grad: 3

C) (3 —6x%— 4Ax)(6x% — x3) = 6x° — x5 = 36X + 6x° — 24) + 4x? = —x5 + 12x° — 32x* - 24x3
Grad: 6

SVAR: se ovan

OVA | - BEGREPP OCH PROCEDUR

1022

1023

1024

1025

OVA Il » FLERA FORMAGOR
Foérenkla och bestim graden.

a) (3x? —4x) + (2x* - 5)

b) (4x*-1) + (5x% + 4x - 3)

) (2x* - 3x*+4x) + (5 - 3x* - 2%%)

1026 Forenkla och bestdm graden.
a) (P+xt-x+1)(x*-x)
b) (& - 5x + 8)(2x* + 2x - 2)
o) (x-3)Bxt-x+2x2-2x+2) @

Forenkla och bestdm graden.
a) ((+3x-4)-(x*-4)

b) (x*-x*—x)- (O +x%)

o) (P +8x2+3)-(7x*-x%)

* 1027 p(x) och q(x) &dr tva polynom, dér
inget av dem dr nollpolynomet och
dar grad(p) = m och grad(qg) = n.
Dessutom giller olikheten m > n.
Vad kan man sdga om graden hos

a) p(x) +q(x)
b) p(x) - g(x)
c) px)-q(x)

Forenkla och bestdm graden.
a) (3x? - 2x)(x*-5)
b) (2x® + x* + 3)(x* - x)

1 - x*)(6x* +3x -1
¢) (1 -x)(6x* +3x -1) +x 1028 For polynomen p(x) och g(x) giller

att grad(p(x) + g(x)) < grad p(x).
Kan man dra nagon slutsats av det
vid en jamforelse av grad(p(x)) och
grad(q(x))?

Forenkla och bestim graden dé
q(x) = x> - 2x* — 4x och

r(x) =% - 2x% - 4.

a) p,(x) =q(x) + r(x)

b) p,(x) =q(x) - r(x)

o) p(x) =q(x) - r(x)

KAPITEL1; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN
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Egenskaper hos polynom

Funktionen f(x) = x* + 2x* — 4x + 2 4r en polynomfunktion av
grad tre. Dess graf visas i figuren. Koefficienterna framfér de
termer som innehéller variabeln x avgér grafens form och om
dessa dndras kan grafen f4 ett helt annat utseende. | det kom-
mande avsnittet ska vi titta ndrmare pa polynom av hogre grad
och underséka hur utseende, antalet nollstéllen och lokala
extrempunkter beror av dess funktionsuttryck. For att kunna
ge grafers utseende en tydlig beskrivning, behovs ett antal
begrepp. Vi ska darfér bérja med att definiera nagra sddana

begrepp.

Vixande och avtagande funktioner

En funktion dr vixande om dess graf véxer fran vénster till
héger. P4 motsvarande sétt 4r en funktion avtagande om
dess graf avtar fran vanster till héger. En vagrat funktion &r
bade vixande och avtagande. | figuren &r grafen A vixande,
grafen B bade vixande och avtagande och grafen C avta-
gande.

Om en funktion &r vaxande i ett intervall och vi har
godtyckligt véljer tva punkter x, och x, géller:
x,<x,=f(x,) < flx,)

P4 motsvarande satt giller fér avtagande funktioner:

X, <x,=f(x)) 2 f(x,).

Om man vet att implikationerna ovan dr sanna dven for stranga olikheter i hogerleden,

fix,) < f(x,) och f(x,) > f(x,), sager man att funktionen &r strdngt vixande respektive strangt

avtagande.

Lokala extrempunkter

Betrakta grafen i figuren. Den dr omvaxlande véxande och
avtagande. Den innehdller ocksa lokala extrempunkter.
En lokal extrempunkt kan vara antingen ett lokalt maxi-
mum eller ett lokalt minimum. | figuren finns det ett lokalt
maximum i punkten (-1, 2) och ett lokalt minimum i punkten
(1,-2).

Med ett lokalt maximum menas ett funktionsvérde som dr
stérre dn eller lika med alla andra funktionsvérden i den
nirmaste omgivningen. Motsvarande definition for ett lokalt
minimum &r ett funktionsvirde som 4r mindre &n eller lika
med alla andra funktionsvirden i den ndrmaste omgivningen.

KAPITEL 1; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN
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EXEMPEL

Tangenter och terrasspunkter

En tangent dr en rit linje som tangerar en kurvaien
punkt. Det innebdr att den har en punkt gemensam
med kurvan och att kurvans riktning i tangeringspunk-
ten sammanfaller med riktningen hos tangenten.

[ figuren tangerar den bla linjen kurvan i punkten (1, 2)
och dr ddrmed en tangent.

En tangent till ett lokalt maximum eller minimum hos
ett polynom dr alltid en vagrit linje (A och C i figuren).

| figuren finns dessutom den vagrita tangenten B.

Den tangerar kurvan i en terrasspunkt. | den ndrmsta
omgivningen till en terrasspunkt dr en kurva antingen
enbart vixande eller enbart avtagande. | figuren &r kur-
van avtagande pa bada sidor om terrasspunkten.

Vidxande och avtagande

Rita funktionen f(x) = 2x3 + 3x? med hjilp av dator och undersok

i vilka intervall den dr vdxande respektive avtagande.

LOSNING:
Skriv in funktionen i t.ex. GeoGebra och lat programmet
rita grafen enligt figuren.

Kurvan byter riktning dd x =-1 och x = 0.
Det ger slutsatserna i svaret nedan.

SVAR:
Funktionen ar vaxande for x < -1 eller x = 0 samt
avtagande for -1 <x<0.

=~ ¥

KAPITEL 1 ; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN
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EXEMPEL

y=6x>—10x>+2.

LOSNING:

med hjdlp av respektive x-koordinat:
x=-1=y=6(-1¥-10(-17+2=6
x=0 =y=6-0°-10-0°+2=2

x=1 =y=6-1-10-1+2=-2

SVAR:

Terrass- och lokala extrempunkter

Bestim terrass- och lokala extrempunkter for funktionen T 7A

Grafen har véagrita tangenter for punkterna (=1, 6), (0, 2) och
(1, =2). Punkternas y-koordinater kan dven berdknas

OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR

1029 Ange for den funktion som illustreras
av grafen om den ar avtagande eller
vixande i foljande intervall:

a) 2<x<5
b) -2<x<5
c) -2<x<2
d) 5<x<-2
e) -5<x<2
f) -5<x<5

KAPITEL 1; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN

Lokal maximipunkt i (-1, 6), terrasspunkt i (0, 2) och lokal minimipunkt i (1, =2).

1030 Grafen i figuren har tva lokala
extrempunkter, en i (-1, 1) och en
i (1, -1). Ange de intervall fo6r vilka
giller att funktionen i figuren dr
a) avtagande

b) vixande

x ‘?\\-\

1031 Vilka punkter pé grafen fran 6vning
1030 ger vagrita tangenter?

1032 Figuren visar grafen till ett polynom.

Den har tre punkter med vagrita
tangenter. Ange lokala maximi-, lo-
kala minimi- och terrasspunkter for
grafen.

YA

L=

1 - + - g

1033 Ange for varje polynom om det 4r
vixande eller avtagande.

a) px)=-2x+3
b) p,(x) =2x°

c) px)=-x4, x>0
d) p,(x) =-x, x<0

1034 Rita funktionen f(x) = x*> - 12x och
bestdm dess lokala extrempunkter.

UTMANING

VAXANDE POLYNOM 2

N

Polynomet p(x) =ax?+ bx + c,

w

dédra#0, 4r givet. Ange for vilka

o |

intervall polynomet &r vixande
och om dessa intervall géller
under nagra sarskilda villkor.
Motivera dina svar.

OVA Il » FLERA FORMAGOR

1035

+ 1036

* 1037

*% 1038

For vilka varden pa x ar polynomet
vixande?

a) flx)=x*+4x-4

b) glx) =-x*+6x+4

c) h(x)=2x>-8x-2

Ge ett andragradspolynom som
har en lokal minimipunkt i (1, 3). (i

Funktionerna g(x) = x> och

h(x) = x ar vixande for samtliga
x-vérden. Vilka av f6ljande funk-
tioner kan vara avtagande i nagot
intervall? Motivera och forsok att
svara utan att rita kurvorna.

a) flx) = glx) + h(x)
b) flx) = 2g(x) + 3h(x)
c) flx) = gx) - h(x) @

Kan man dra nagra slutsatser om

funktionen g(x) = (p(x))* d4 foljande

forutsattningar géller?

a) p(x) dr vixande for alla x-virden
i definitionsméangden.

b) p(x) ar vixande och positiv
for alla x-virden i definitions-
mangden.

c) p(x) dr vixande och negativ
for alla x-virden i definitions-
mangden.

d) p(x) ar avtagande for alla x-
virden i definitionsmangden.

e) p(x) ar avtagande och positiv
for alla x-virden i definitions-
maingden.

f) p(x) ér avtagande och negativ
for alla x-virden i definitions-
mingden.

KAPITEL 1 ; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN
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Antal nollstillen och lokala Teorigenomging
extrempunkter hos polynom
| den inledande uppgiften hade du méjlighet att under- i YA

soka hur manga lokala extrempunkter och nollstéllen
polynom av olika grad kan ha. Tidigare har du arbetat
med andragradspolynom och sett att de alltid har en |3
lokal extrempunkt och hégst tvd nollstéllen.

Grafen visar ett polynom av grad 4, p(x).Polynomet har
fyra nollstillen och tre lokala extrempunkter. Man kan ! S5y
visa att varje polynom av grad fyra har hogst fyra noll- |

stillen och hogst tre lokala extrempunkter. Fér polynom T ! ! f
av grad n kan man visa motsvarande slutsatser. \/
.l

FOR POLYNOM AV GRAD N GALLER:
Antal nollstillen: Hogst n. px)=x4=x>=4x>+2x+3
Antal lokala extrempunkter: Hogst n—1

Dessutom kan man visa féljande (vitket du far chans att understka i en utmaning senare):

For polynom av jamn grad finns det minst en lokal extrempunkt.

For polynom av udda grad finns det minst ett nollstélle.
N — E—— —— _—y
s
)
= Avlisa antalet nollstéllen grafiskt A |
fé | figuren visas grafen till en tredjegradsfunktion f(x).

Den tangerar x-axeln i punkten (1, 0).

Hur ménga nollstillen har funktionen /\ K

a) fix)
b) g(x)=f(x)+0.1 : , i)
c) h(x)=f(x)-0,1

LOSNING:

a) Antalet skirningspunkter med x-axeln ger tva nollstéllen.

b) Om kurvan flyttas en aning uppat kommer den hégra minimipunkten att hamna
ovanfor x-axeln. Det resulterar i att det bara blir ett nollstélle.

¢) Om kurvan flyttas en aning nerat kommer den hogra minimipunkten att hamna
under x-axeln. Det resulterar i att det blir tre nollstéllen.

SVAR: a) Tvanollstillen b) Ettnollstille ¢) Tre nollstéllen

24 KAPITEL 1; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN
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Bestimma antalet nollstillen med hjilp av givna punkter
Grafen fér en tredjegradsfunktion gar genom punkterna (1, -1), (2, 2) och (3, =1).

Hur manga nollstdllen har funktionen?

LOSNING:

Punkterna markeras i ett koordinatsystem fér
att kunna fé en bild 6ver hur grafen ser ut.

En tredjegradsfunktion har i stora drag ett av
de tvd utseenden som visas i figurerna. Efter-
som de givna punkterna vixelvis ir placerade
under och éver x-axeln maste grafen skira
dennaitre punkter. Det innebdr att det finns
tre nollstéllen.

SVAR: Tre nollstillen

OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR

1039

1040

1041

1042

Hur médnga nollstallen kan det hogst
finnas hos en polynomfunktion av
graden

)3 b5 98 dn

Hur ménga lokala extrempunkter
kan det hogst finnas hos en poly-
nomfunktion av graden

a) 3 b)5 ¢ 8 d)n

Grafen till en polynomfunktion av
andra graden gir genom punkterna
(-1, 3) och (1, -3). Hur manga noll-
stéllen har funktionen?

I figuren visas grafen till tredjegrads-

polynomet p(x).

a) Bestdm funktionens nollstillen.

b) Hur ménga nollstéllen har funk-
tionen q(x) = p(x) + 1?

¢) Hur manga nollstéllen har funk-
tionen r(x) = p(x) - 12

7 \ A
3+ |—s
). 2
1+ 1 -\
1] L] T T T =|
2 ] 2 4 x|
e | it
il = .
YA
S
| L.
! f x
-1
1043 Rita grafen till funktionen

1044

1045

y=x-2x* - 5x + 6 och bestim
dess nollstillen.

Hur manga nollstéllen har
funktionerna

a) y=x'+1 b) y=x*+1
c) y=x'+1

Hur manga nollstéllen har
funktionerna

a) y=x"-1 b) y=x>-1
) y=x'-1
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* 1046 Hur ménga nollstillen har funk-
tionen y = x" — x"' da n ér ett heltal
storre dn 1.

* 1047 Hur ménga nollstéllen har funk-

* 1050

* 1051

Ett polynom av grad 3 har tre noll-
stillen. Kan man dra nagon slutsats
om antalet lokala extrempunkter?.

Ett polynom av grad 3 har tva lokala
extrempunkter. Kan man dra nagon
slutsats om antalet nollstéllen?

Teorigenomgang
Nolistillen till faktoriserade polynom | U
Nollstéllen till andragradspolynom, dvs. polynom pa formen p(x) = ax? + bx + ¢, har du bestimt
tidigare. Det dr ofta komplicerat att bestimma nollstéllen till polynom av hégre grad 4n tva. Det
finns emellertid n4gra undantag. Om ett polynom &r skrivet i faktoriserad form, 4r det vanligtvis
ltt att bestimma dess nollstallen. Med faktoriserad form menas att det ar skrivet som en pro-
dukt av faktorer. Ett polynom av tredje graden i faktoriserad form kan exempelvis se ut sa hir:

tionen y = x" — x"* da n ér ett heltal

storre 4n 2. * 1052 Ett polynom av grad 4 har fyra noll-
stillen. Kan man dra nagon slutsats
om antalet lokala extrempunkter?

PO =x(x = 1)} (x +3)

Om polynomet ska ha virdet 0, krédvs det att en av faktorerna x, (x = 1) och (x +3) 4r 0.
Detta anvdnds fér att hitta polynomets nolistllen. Tekniken illustreras i det féljande exemplet.

* 1048 Hur ménga nollstéllen har funktio-
nen y = x" + x"* da n dr ett heltal
storre dn 2. + 1053 Ett polynom av grad 4 har tre lokala Y —— - — —

extrempunkter. Kan man dra nagon

slutsats om antalet nollstillen?

Nolistillen till en faktoriserad polynomfunktion

* 1049 Ett polynom av grad 2 har precis ett . _
Bestdm samtliga nollstéllen till polynomet p(x) = x(x — 1)(x + 3).

XEMPI

nollstille. Kan man dra nagon slut-

sats om den lokala extrempunktens
| placering?

LOSNING:

p(x) =0 ger oss ekvationen x(x - 1)(x +3) =0

Minst en av faktorerna i vinsterledet maste ha virdet 0. Det ger féljande tre ekvationer:
x=0 x-1=0 x+3=0

Vs =3 x=1 x=-3

SVAR: x=0,x=1ochx=-3
UTMANING
LOKALA EXTREMPUNKTER OCH NOLLSTALLEN
Den har uppgiften knyter an till tvd pastienden pa sidan 24 om J_; OVA 1 « BEGREPP OCH PROCEDUR 1057 a) Lds ekvationen (x - 1)(x - 5) = 0.
antalet nollstillen och lokala extrempunkter till polynom. 3| 1054 Bestim polynomens nollstillen. b) Lés ekvationen x2 - 6x + 5 = 0.
® Finns det exempel pd polynom av grad n, dér n &r ett jamnt tal, 5] a) p(x) = (x+3)(x - 5)(x - 2) ¢) Uttoér parentesmultiplikationen
sllen? . . ] x-1)(x~5).
som saknar nollstillen? Motivera T b) p() = (x + 1)(x - 4)(x + 2) ( ")( ) ' .
B Finns det exempel pd polynom av grad n, ddr n 4r ett uddatal, &) p(x) = x(x - 8)(x + 8) d) Varfor har ekvationerna i a- och
som saknar nollstillen? Motivera. b-uppgifterna samma 16sning?
B Finns det exempel pa polynom av grad n, dar n &r ett jimnt tal, 1055 Bestdm polynomens nollstéllen. e) Hur kan funktionen
som saknar lokala extrempunkter? Motivera. a) p(x) = (x-3)%(x~5) Sfx) = x? - 6x + 5 skrivas om
® Finns det exempel pa polynom av grad n, dar n ar ett udda tal, b) p(x) = (x +4)(2x - 4)° i faktoriserad form, som en
3 ?
som saknar lokala extrempunkter? Motivera. Q) plx) = ¥(x + 7)(x = 7) produkt av tva parenteser?
: e .
1056 Bestim polynomens nollstillen. 1028 Funkt}onenf (%) = 2% ~ 4 + 3 har tvd
\. % nollstillen, x = 1 och x = 3.

a) plx) = x(x-1)?
b) p(x) =x(x*-1)
c) plx) = x*(x* - 1)

Skriv i faktoriserad form
a) f(x)=x-4x+3
b) g(x) =3x*-12x+9 @
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+1059 Los ekvationerna @)
a) x(x+1)2=(x+1)*
b) x(x-1D(x+1)=2(x-1)(x+1)
c) x*(x*-1)r=2x(x*- 1)
1060 Produkten av tre pa varandra

foljande heltal har vérdet 0. Vilka ar
de tre mojliga heltalen?

1061 D4 ett tal multipliceras med sum-
man av talet och 5 blir produkten 0.
Bestdm talet.

* 1062 Produkten av tre tal, a, b och ¢, ir 0.

Talet b 4r dubbelt s stort som a + 1.

Talet ¢ fas genom att subtrahera b
med 4. Vilka ér talen? (®

%1063 a) Ekvationen x? — 6x + 5= 0 har

losningarna x, = 1 och x, = 5.
Forsok att hitta ett satt att kom-,
binera losningarnas virden 1 och
5 sa att du far koefhicienterna -6
och 5 i ekvationen.

b) Undersok direfter om din metod
fungerar pa ekvationen
x? + 8x + 12 = 0 som har 16sning-
arna x, = -2 och x, = -6.

c) Uttryck ett mojligt samband
mellan koefficienterna p och g och
I6sningarna x, och x, i ekvationen
X +px+q=0.

d) Undersok om detta samband
alltid géller.

PASCALS TRIANGEL

UTMANING

Blaise Pascal (1623-62) var en fransk filosof, matematiker och forfattare. Hans beromda triangel
anvinds framfér allt inom sannolikhetsldran, en gren av matematiken som till stor del Pascal och
Pierre de Fermat (1601-65) ligger bakom. De sex forsta raderna i triangeln ser du i figuren.

# Hur bor den sjunde raden se ut enligt det ménster som finns?

& Den tredje raden visar koefficienterna fér kvadreringsregeln: 1 1

(a+b)Y=a’+2ab+b?

| [w] [wis]=]

[s] W]

—r——r—

P4 motsvarande sitt kan man ur triangeln utldsa att
(a+b)*=2a%+3a%h +3ab’ + b’

Hur kan (a + b)* utvecklas med hjdlp av triangeln?

Hur bér motsvarande uttryck fér (a — b)?, (a — b)® och (a - b)* se ut?
Da man bygger tresidiga pyramider med kulor innehdller varje lager olika antal kulor. | det Gversta
lagret finns det bara en kula, i nésta finns det tre och i det tredje lagret fran ovan finns det sex kulor.
Hur manga finns det i det fjarde lagret? Kan Pascals triangel hjélpa dig att fa fram det vérdet?

P4 vilket satt? Hur manga kulor blir det i ndsta lager?

Kan du dven anvinda Pascals triangel fér att berdkna det sammanlagda antalet kulor i en tresidig
pyramid om du vet hojden pa den?

wel
1

o

1

i
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Nollstillen till polynom av hogre grad

Om ett polynom av grad tre eller hégre inte &r skrivet i faktoriserad form ar det vanligtvis svart
att bestdmma dess nollstllen. Da kan man ta hjdlp av nagot digitalt verktyg.

Bestimning av nollstéllen med hjilp av digitala verktyg
Ett polynom av grad fyra ges av fix) = x*+ x> = 3x2 - x + 2.
Bestdm dess nollstéllen och skriv polynomet i faktoriserad form.

LOSNING:
Vi visar tre sdtt att anvdnda GeoGebra for att underséka polynomet.

1. Grafiskt: Polynomet f(x) skrivs in i inmatningsféltet och grafen ritas.

2. CAS: Ekvationen f(x) = 0 [6ses genom att skriva Lés(f = 0) i CAS. )
Om man skriver ekvationen f = 0 hér, férutsétter det att f forst har definierats enligt punkt 1.

3. Faktorisera: Polynomet ges i faktoriserad form genom att i inmatningsfaltet skriva
Faktorisera(f). Da bildas funktionen g(x) i figuren.

€7 patynom av hogre gradiggh -~ B x
Arklv Redigera Visa Instdliningar Virkiyg Fénster H|8lp

DR NCERANE D > i
) Algebratnster X | » CAS X | ¥ Ritomride 7.8
; .F ”"";:‘;L a3 xga | V|00 J J

- {x=-2,x=-1,x=1}

TI_ - 4

800 = (x= 1) (x+1) (x+2)

Inmatnlngsfﬂl!:i’Fa’ktorrisieram W Q@

Oavsett om vi véljer grafisk metod, symbolhanterande verktyg (CAS) eller faktorisering, far

vi fram polynomets tre nollstéllen, x =2, x = =1 och x = 1. Férdelen med den faktoriserade
formen &r att man kan se att x = 1 &r en sa kallad dubbelrot. | koordinatsystemet kan vi se att
grafen tangerar x-axeln just for det x-virdet, déir det finns en dubbelrot. Det 4r ingen tillfallighet
att grafen vinder pd x-axeln. | en kommande évning kan du sjélv férsoka forklara det.

SVAR: Nollstillen: x=-2, x=-1 och x = 2. Faktoriserad form: f(x) = (x — 1)2(x + 1){x + 2)

KAPITEL 1; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN




30

OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR

1064 Anvind nagot digitalt verktyg for att
bestimma nollstillen till funktionerna

a) flr)=x>-6x"+11x-6

b) flx) = x* - 10x° + 35x* - 50x + 24
c) flx) =2x* - 12 + 26x” - 24x + 8
d) ix)=x*+x*-6x*-4x+8

1065 Anvind nédgot digitalt verktyg for att
bestaimma rétterna till ekvationerna

a) X -2x*-5x+6=0

b) x*-5x+x*+21x-18=0
¢) 2x* - 18x*-8x+24=0

d) 3x2-9x’ -9x*+33x-18=0

1066 Anvind nagot digitalt verktyg for att
faktorisera funktionsuttrycken

a) flx)=x’+10x* - 125x - 750

b) flx) =x%-4x’ - 52x* + 112x + 384
¢) flo) = x5 - 5x* + 10x° — 10x> + 5x - 1
d) flx)=8x-12x* + 6x -1

1067 Om du i GeoGebra skriver in ett poly-
nom f1i faktoriserad form, kan polyno-
met fds i den vanliga standardformen
genom att skriva Expandera(f). Anvind
valfri metod, t.ex. GeoGebras mojlighe-
ter, for att skriva foljande polynom pa
standardformen

f)=ax"+a x"'+.. +ax+ag,
a) flx)=(x-2)(x+3)(x+5)

b) flx) = (x-2)*(x + 3)(x +5)

c) flx)=(x+1)*

d) fix) =(x-1)(x+1)

KAPITEL 1; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN
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+% 1068 [ figuren visas grafen till polynomet
p(x) = x(x - 2)*(x + 1). I polynomet
finns det en faktor i kvadrat, (x - 2)%
Forklara vartor detta medfor att x-
axeln tangerar grafen i punkten
(2, 0). Géller generellt dven det om-
vénda, att faktorn (x — a)* maste ingd
i polynomet, om x-axeln tangerar
grafen i punkten (a, 0)? [T

Teorigenomgang

Att bestamma polynom

Faktorer till ett polynom kan bestammas genom att
bestdmma dess nollstillen. Om exempelvis x = 3 &r
ett nollstélle, innehaller polynomet faktorn (x - 3).

Polynomfunktionen i figuren 4r av tredje graden.
Genom att avldsa dess nollstdllen kan vi konstatera

att faktorerna (x + 2), x och (x — 3) ingér i polyno- b
met. Eftersom det 4r ett polynom av tredje graden TR i e
kan det inte finnas fler faktorer som innehaller e i e
variabeln x. Det innebdr att polynomet kan skrivas T R i

px) =kx(x +2)(x - 3)

Hur konstanten k bestdms visas i exemplet.

Bestamma ett polynom med hjilp av en graf

Skriv tredjegradspolynomet i grafen ovan pa formen p(x) = ax® + bx*+ cx + d.

EXEMPEL

LOSNING:

Avlédsning av nollstdllen ger att polynomet kan skrivas

p(x) =kx(x +2)(x - 3)

Vilj en punkt pa grafen som inte motsvarar ett nollstélle: (2, 4)
Det innebar att p(2) = 4.

Det ger

4=k 2(2+2)-(2-3)

4=k (-8)

k=2
-8

| k=-05

| Vi sétter in k = -0,5 och multiplicerar parenteserna

p(x) =—=0,5x{x + 2)(x - 3) = =0,5x(x> = 3x + 2x = 6) = =0,5x(x? — x — 6) = —0,5x> + 0,5x + 3x

SVAR: p(x)=-0,5x*+0,5x% + 3x

KAPITEL 1; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN
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1069 Polynomet p(x) = x’ - 2x* - 5x + 6
har tre nollstillen, -2, 1 och 3.
Faktorisera polynomet.

1070 Polynomet p(x) = 2x° + 8x* + 6x
har tre nollstallen, -3, -1 och 0.
Faktorisera polynomet.

1071 Ett polynom av andra graden har
tva nollstillen, -1 och 3. Dessutom
vet vi att p(0) = 6. Skriv polynomet i
faktoriserad form. &)

1072 Ett polynom av tredje graden kan
skrivas p(x) = k(x - 1)°. Bestdm k d&
p(0)=2.

1073 Ett polynom av tredje graden har tre
nollstdllen, -1, 1 och 2. Dessutom
vet vi att p(0) = 6. Skriv polynomet i
faktoriserad form.

1074 Ett polynom av tredje graden har tre
nollstillen, -1, 1 och 2. Dessutom vet
vi att p(-2) = 12. Skriv polynomet i
faktoriserad form.

1075 Ett polynom av fjirde graden har fyra
nollstillen, -2, 0, 1 och 2. Dessutom
vet vi att p(-1) = 6. Skriv polynomet i
faktoriserad form.

1076 Ett polynom av andra graden kan
skrivas p(x) = kx* + c. Bestim
konstanterna k och ¢ da p(0) = -2
och p(2) = 0.

1077 Ett polynom av andra graden kan
skrivas p(x) = k(x — 2)* + c. Bestdim
konstanterna k och ¢ da p(0) = -2
och p(2) = 0.

KAPITEL 1; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN

OVA 11 » FLERA FORMAGOR

* 1078 Grafen visar en polynomfunktion
av fjirde graden. Skriv polynomet i’
faktoriserad form.

\

< ¥

=5

* 1079 Polynomet x* + px® + gx innehéller
faktorerna (x + 2) och (x + 3).

a) Vilken ér den tredje faktorn?
b) Bestim konstanterna p och g.

+ 1080 Grafen visar en polynomfunktion av
tredje graden. Skriv polynomet pa
formen ax® + bx® + cx +d. (B

** 1081 Polynomet x* - 5x + 8x — 4 har
endast tva nollstillen, x = 1 och
x = 2, Skriv polynomet i faktoriserad

form. @
i j Ord och begrepp
@ Koll pa avsnittet

FINN FEM FEL

EXEMPEL 1 1

1= (1) = (—1)2'%{(—1)2}2 P11

Varfor blir =1 lika med 1? Vad ar fel?

EXEMPEL 2

Varfor blirg lika med 2? Vad ar fel?

UTMANING

EXEMPEL 3

x=2 Subtrahera med 2 pa bada sidor,

x-2=0 Multiplicera med x pd bada sidor.

x(x=2)=x-0 Dividera med (x - 2) pa bada sidor.

X(x-2 _ x-0 Férkorta i vansterledet. Forenkla i hégerledet.
x-2  x-2

x=0

Varfor dndras x = 2 till x = 0? Vad éar fel?

EXEMPEL 4
2=v4 =42
Varfor blir 2 lika med +2? Vad ar fel?

EXEMPEL §

Studera féljande omskrivningar av en ekvation.

a=b Multiplicera bada sidor med a.
al=ab Subtrahera badda sidor med b2,
a’?-b*=ab-b? Faktorisera bada sidor.
(a+b)a-b)=bla-b) Dividera bada sidor med (a — b).
a+b=>b Subtrahera bada sidor med b,
a=0

Varfor medfér likheten a = b att a = 0? Vad ir fel?
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REFLEKTERA OCH DISKUTERA 1.1

Avgdr for varje pastaende om det ar sant, falskt eller sant om (sant under vissa
forutsittningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dér det 4r mojligt.

En konstant dr ett polynom av grad 0.

Grafer till polynom med en term gar alltid genom origo.

Uttrycket x* + 2x% — 4x7' + 2 &r ett exempel pd ett polynom.

Vid addition av tva polynom av grad m och n, far det nya polynomet grad (m + n).

Vid multiplikation av tva polynom av grad m och n, far det nya polynomet
grad (m +n).

Polynomfunktioner av andra graden kan ha en terrasspunkt.

Om en polynomfunktion av tredje graden har ett lokalt maximum,
maste den ocksa ha ett lokalt minimum.

En funktion kan inte bade vara vdxande och avtagande.

En tangent kan inte skédra en kurva (dvs. korsa den).

00 00 0000FOC

Med ett nollstille menas en punkt, ddr en kurva skdr y-axeln.

@} Svar med motiveringar
L | finns pa lararwebben.

= _'fﬂ__
P
POLYNOM MED DUBBELROT UTAANING
Ett polynom kan i faktoriserad form skrivas p(x) = (x —a)(x —b)?, darb>a>0.  [1]
® Hur manga nollstillen har polynomet? 5
m Hur ménga extrempunkter har polynomet? E
m Vad kan man siga om extrempunkternas typ och x-koordinater? E
\.
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1.2 Absolutbelopp @ ——

Absolutbelopp kan anvéindas i en miangd sammanhang, dér vi vill bestimma avstand mellan
punkter eller ldingder hos strackor och vektorer. Av den anledningen ingar det ett moment i
kursen som framférallt behandlar absolutbelopp i samband med avstand och ekvationslésning.

Studera de tva tallinjerna. P4 dessa ar ett virde, 3,

och ett obekant virde, x, markerade. Avstandet '—X”3—~ "
mellan dessa vdrden kan i dvre fallet skrivas x —3. . 3 X g
Om samma uttryck anvinds i det undre fallet, far —_—— -
vi ett negativt avstand. Det dr inte bra eftersom X 3 -

avstand mellan tva punkter brukar anges med
positiva tal. | det har fallet skulle det vara béttre att skriva 3 — x for avstandet.

| och med att x dr obekant, kan man inte veta om det ar st6rre eller mindre 4n 3 och ddrmed
vilket skrivsdtt som bor anvandas for att beteckna avstandet. Det dr da bittre att ha ett skrivsatt
som gor att vardet alltid blir positivt, oavsett vilket tal som dr stérst. | sidana sammanhang kan
man anvanda absolutbelopp som, enkelt uttryckt, fordndrar negativa varden till positiva men
|ater positiva varden vara oférandrade. Exempelvis &r absolutbeloppen av bade — 5 och 5 lika
med 5. Absolutbelopp skrivs med hjdlp av tva lodrata streck enligt nedanstaende exempel.

|-4] =4
I-7]=7
112] =12

| exemplet med tallinjen ovan kan vi da skriva att avstandet mellan punkterna 3 och x 4r |x — 3|
oavsett virdet hos x. Exempelvis ges avstandet mellan punkterna -1 och 3 av uttrycket [-1 — 3]
=|-4] =4 (ellerav [3 - (=1)] = [4] = 4).
Det dr dags att ge absolutbelopp en definition.

Definition

Absolutbeloppet av talet a definieras enligt foljande:

adaa=0
|a| =

—adaa<0

Lagg marke till att om talet a dr negativt kommer —a att vara positivt, vilket innebér att resultatet
av absolutbeloppet alltid blir positivt.

Vid ekvationslésning, ddr absolutbelopp ingdr, anvands vanligtvis definitionen for att dela
upp ekvationslésningen i olika fall beroende pa om virdet i absolutbeloppet ir positivt elfer
negativt.

KAPITEL 1 ; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN
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EXEMPEL

Avstand pa tallinjen
Bestidm alla x som uppfyller |x — 2| =5.

LOSNING:
Vi ldser uppgiften bade med hjilp av tallinjen och med hjilp av definitionen av absolutbelopp.

Metod 1, tallinje:

Eftersom vi séker de tal x, som befinner sig pa 5 5

avstandet 5 fran punkten 2, kan vi anvanda tallinjen =

for att bestimma [6sningen. Av figuren foljer det . . —
-3 2 7

darfor att [6sningarna ges av
x=-3ellerx=7

Metod 2, definition av absolutbelopp:

Nar uttrycket inuti absolutbeloppet 4r positivt géller enligt definitionen att
X22=x-2=5=x=7

Nér uttrycket inuti absolutbeloppet dr negativt géller istdllet enligt definitionen att
X<2=>Xx-2=-5=x=-3

SVAR: x=-3e¢llerx=7

Losning av ekvation med ett absolutbelopp
Los algebraiskt ekvationen |x + 1| =7 — 2x

LOSNING:
For att I6sa ekvationen anvander vi definitionen av absolutbelopp:

Ix+1]= —(x+1) ddx <1 (Fall 1 nedan) Da x = -1, fungerar bada fallen efters_om-(x+ 1) -0.
x+1dax=2-1 (Fall 2 nedan)

Det rdcker dock att |ata virdet x = -1 ingd i det ena fallet.

Uttrycket i absolutbeloppet dndrar tecken da x = —1. Vi delar darfor upp 16sningen i tva fall:

b X
Fall 1, x<-1: Fall 2, x=-1:
x+1]=7-2x [x+1]=7-2x
- (x+1)=7-2 X+1=7-2x
-x-1=7-2x X+2x=7-1
—x+2x=7+1 3x=6
x=8 x=2

x= 2_uppfyller olikheten x 2 -1 och
dr darmed godkind som rot.

x =8 uppfyller inte olikheten x < -1 och
ar ddrmed inte godkidnd som rot.

SVAR: x=2

KAPITEL 1 ; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN
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Losning av ekvation med flera absolutbelopp
Los algebraiskt ekvationen

[x+3]+[2x-4|=19

LOSNING:

x+3 did x=-3

IX+3|z{—(x+3)dé x<-3

—(2x-4) da x<2

”X”M={y—4daxzz

(Fall 1 nedan)
(Fall 2 och 3 nedan)

(Fall 1 och 2 nedan)
(Fall 3 nedan)

Uttrycket x + 3 dndrar tecken dd x = -3 och uttrycket 2x — 4 dndrar tecken da x = 2.
Videlar upp losningen i tre fall, x < -3, -3 <x <2 och x> 2.

Fall 1, x < -3:
Ix+3]+|2x-4[=19

—(x+3)-(2x-4)=19
-x-3-2x+4=19

-3x+1=19
-3x=18
X=-6

Cx= -6 uppfyller olikheten
x <=3 och 4r darmed
godkand som rot.

SVAR: x=-6e¢ellerx=

Losning av olikheter
Los olikheten [2x + 1] > 5

LOSNING:

I
=53

inte godkand som rot.

Fall 2, -3<x<2:
[x+3]+[2x - 4] =19
(x+3)-(2x-4)=19
X+3-2x+4=19
-x+7=19
~x=12
x=-12

x=-12 uppfyller -
inte dubbelolikheten
-3 <x <2 och érdidrmed

Bestdm forst x-virdet dd 2x + 1 dndrar tecken.

2x+1=0
2x=-1
-

2

[2x+1] =

2x+1déx2—%

—Qx+ﬂdéx<—%

(Fall 1 nedan)

(Fall 2 nedan)
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Fall 3, x = 2:
X+3|+|2x-4]=19
x+3)+(2x-4)=19
X+3+2x-4=19
3x-1=19
3x=20
20

X=—
3

X= ? uppfylier olikheten

x 22 och dr dirmed
godkdnd som rot.

>
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Uttrycket i absolutbeloppet dndrar tecken dax = - % . Vi delar upp l6sningen i tva fall:

2 x

Fall7,x<—l: : FalIZ,xZ—lz

2 2
12x+1]>5 [2x +1|>5
—(2x+1)>5 2xX+1>5
-2x-1>5 2x>5-1
-1-5>2x 2x>4
-6>2x x>2
soe x > 2 uppfyller olikheten
x<-3 xz—l och dr ddrmed
x <=3 uppfyller oIik;let;- godkaznd_

X<- dl och ir ddrmed

godkand.

SVAR: x<-3ellerx>2

Dubbelolikheter med hjilp av absolutbelopp

Skriv om foljande olikheter med hjélp av absolutbelopp.

a)3<x<3 b)-1<x<5 c)x<-2ellerx>4

LOSNING:

a) Medelvérdet av de tva granspunkterna: =i

=0

Avstandet mellan granspunkt och medelvérdet: 3 -0=3
Slutsats: [x — 0] = |x] <3
-1+5

b) Medelvirdet av de tva granspunkterna: =2

Avstandet mellan granspunkt och medelvérdet: 5 -2=3
Slutsats: [x — 2| <3

¢) Medelvirdet av de tva granspunkterna: 2+4 =1

Avstandet mellan granspunkt och medelvardet: 4 -1=3
Slutsats: |x — 1| >3

SVAR: a) x| <3 b)[x—-2/<3 A x-14>3
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1082 Bestdm absolutbeloppens virden.

a) [2-1]
b) |1 -2
o [-2-1]

1083 Bestim uttryckens vdrden.

a) |3] +-3]
b) 3] -1-3]
) 13- 13|
1084 Bestim uttryckens vdrden.
a) [2-3-4]
b) -3-|1-2|
o |-2-1)|

1085 Markera pé en tallinje samt tolka
foljande uttryck med ord.

a) |x| =4
b) |x-2|=3
¢) |x+3|=5

1086 Markera pa tallinjen de tal x for vilka
det giller att avstandet mellan

a) xoch54r 8
b) xoch -6ir1
¢c) xoch3idr7

1087 Bestim x om avstindet mellan x och
a) punkten 3 dr 4
b) punkten 4 ar 3
¢) punkten -3 4r 3

1088 Bestim x om avstdndet mellan x och
a) punkten 5 dr storre 4n 3
b) punkten -4 4r mindre 4n 2

c) punkten 2 ér storre dn eller lika
med 3

1089

1090

1091

1092

OVA Il «+ FLERA FORMAGOR

* 1093

* 1094

* 1095

* 1096

Skriv med hjélp av absolutbelopp ett sam-
band som visar att avstindet mellan

a) x och 4 ir lika med 3
b) 2x och -3 ar lika med 5

¢) 3x och 7 4r mindre 4n 8
Bestdm x.

a) |x-3]=4
o) |x-4/=10

b) |x+2|=5

Bestim x.
a) |2x-3|=5
c) |3-x=2

b) [2x+3|=5

Bestdm x.
a) 2x+3]=x b) |x-6/=2x
c) |6 -x|=2x

Bestim x.
a) |[4-2x|<1
o) [2x-6|>x

b) 2x+6|>x

Uttryck med hjilp av absolutbelopp.
a) -5<x<5 b) 3<x<5
) x<-6ellerx>0

Bestim x.

a) |x+1]=|x+3|
b) |x-1]=|x+ 3|
o) |x+1|=|x-3|

a) Rita graferna till f(x) = 2|x - 2| och
g(x) = |x + 1| i samma koordinatsys-
tem och bestdm skdrningspunkterna
mellan graferna.

b) Los ekvationen 2|x - 2| = |x + 1].
¢) Jamfor dina resultat i a- och b-uppgif-
ten. Vilken slutsats drar du? (®
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** 1099 Bestim x om avstandet pé tallinjen
fran punkten x till punkten 2

** 1097 Bestim x.
a) |x+1]+|x+3|=10
b) [2x-2|-|x-3|=7
o) |x+1-|1-x]=0

a) dr lika med avstandet fran

punkten x till punkten -4
b) ir dubbelt s stort som avstindet
+x 1098 Los olikheterna. @ fran punkten x till punkten -4
a) [3x-2| < |x-6

b) x+|x-3|29

¢) dr fem ganger sa stort som
avstdndet fran punkten x till

kten -4
c) 2x+|x-4|=|x-2|+8 punkte
zasl Ord och begrepp
('c Koll pa avsnittet
KVADRATROTEN UR EN KVADRAT ELLER TVARTOM UTMANING

Jamfor de tre funktionerna
2
fix) = (\E ) g=x  hoo=M

Beskriv med ord de likheter och skillnader du hittar och forklara dem.

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 1.2

Avgor for varje pastdende om det ar sant, falskt eller sant om (sant under vissa
forutsattningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dér det ar mojligt.

@ x-yl=ly—x
O IXl+lyl=Ix+yl
© IXl-lyl=Ix-yl

5
i

l

O I Iyl=lxv
(5 H= LS
b by
{{@ Svar med motiveringar
0O P=x L 4l finns pa lararwebben.
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EXEMPEL

1.3 Rationella uttryck @ e

En rationell funktion 4r en funktion som kan skrivas pa formen: f(x) = 1‘%
gix

ddr p(x) och q(x) & polynom. Kvoten i hogerledet kallas fér ett rationellt uttryck.

| det hir avsnittet ska vi forenkla rationella uttryck och I6sa ekvationer som innehaller rationella
uttryck.

Forenkling av rationella uttryck

Ett rationellt uttryck dr en kvot av tvd polynom. Ett exempel &r
Xx*=4x+3
— x#3

X_
Eftersom namnaren inte far vara 0, lagger vi till villkoret x # 3. Man kan dock l4ta bli att skriva

villkoret. Det giller oavsett det skrivs eller inte.

Vi strévar alltid efter att ge matematiska uttryck en si enkel form som mojligt. Om vi vill férenkla
ett rationellt uttryck, maste téljare och nimnare skrivas som produkter av faktorer. Vi kan
ndmligen férkorta som i féljande exempel
ab’-c
b-c
Déremot &r det inte tillatet att géra nagra forkortningar om uttrycket har féljande utseende
a+b’+c
b+c

=ab

Har foljer ndgra exempel som illustrerar hur rationella uttryck kan férenklas.

Forenkling av rationella uttryck

Férenkla sa mycket som mojligt.

3 2
QXL gy 2CY
4x‘y 4+ y
LOSNING:
a) Eftersom bade tdljaren och ndmnaren enbart bestér av faktorer dr det méjligt
3
att gbra forkortningar enligt potenslagarna: =2 = X
g o4 gtp g AP
4x‘y 2y

b) Téljaren och ndmnaren saknar faktorer och kan inte heller faktoriseras. Ddrmed &r det
omdjligt att férenkla uttrycket.

SVAR: a) =

> b) Uttrycket kan inte férenklas.
14
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Forenkling genom ekvationslosning

EXEMPEL

2x°-8x+6

Forenkla =l s& mycket som mojligt.
X

LOSNING:
Nimnaren faktoriseras enligt konjugatregeln

X2—9=(x+3)x-3)
For att kunna faktorisera téljaren [6ser vi ekvationen 2x* — 8x + 6 = 0.
2x*-8x+6=0

x2-4x+3=0

x=2x~2"-3

x=2%1

Det ger oss féljande férenkling:

2x*—8x+6 _ 26— 4x+3) _2x=T)(x=3) _ 2(x-1)
x*-9 (x+3)(x=3) (x+3)(x=-3) (x+3)

Forenkla genom att gora liknimnigt

Forenkla J +l— 2
X+2 x x(x+2)

sa mycket som mojligt.

LOSNING:
Eftersom vi har tre rationella uttryck, inleder vi med att géra dessa likndmniga for att
kunna skriva uttrycken pa ett gemensamt brakstreck. Darefter férenklar vi

3 ,1__2 _ 3x x+2 2  3x+x+2-2  4x _ 4
x+2 x  X(x+2) x(x+2) x(x+2) x(x+2) x(x+2) xX(x+2) x+2
4
SVAR: ——
X+2
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Forenkla dubbla rationella uttryck
1 1

Forenkla X
X=y
LOSNING:
For att férenkla uttrycket gor vi i tur och ordning féljande steg:
© Gortdljaren likndmnig. @ Skriv tiljaren pa ett gemensamt brékstreck.

© Skriv ndmnaren som ett rationellt uttryck. @ Gor om division till en multiplikation.
© Skriv pa ett brakstreck. @ Bryt ut -1 urtéljaren. @ Forkorta.

AR 0y Xl Y = X

X y_ X x _xy X _y=x_1 _ _y-x _~x=y 1
X-y X-y X-y X-y Xy Xx-y xpx-y)  xphx-y) Xy
1
.
SVAR: ——
Xy

Villkor for att forenkling ar maojlig

o . S X = .
a) Undersok om det gar att forenkla uttrycket — utan att faktorisera
X

andragradspolynomet. i rT

b) Férenkla uttrycket.

LOSNING:

a) Om det gér att férenkla ett rationellt uttryck maste samma faktor finnas i tiljaren och
ndamnaren. Det innebdr att de har ett gemensamt nollstélle. Téljaren har vardet O for x =5.
Satt darfor in x =5 i ndmnarens uttryck.

X?+2x—-35=52+2-5-35=0
Ndmnaren har ocksa ett nollstille for x = 5 och innehaller darfor faktorn (x - 5).
Slutsats: Det gar att férenkla uttrycket.

b} Namnaren kan skrivas p4 formen (x — 5)(x + a). Eftersom konstanttermen dr —-35 méste
produkten av —5 och a ha virdet -35. Det innebdr atta=7.
Kontroll:(x - 5)(x +7) =x?+7x —5x =35 =x?+ 2x — 35
Om vi har den ena faktorn till ett andragradpolynom ar den har tekniken for att fa
den andra faktorn oftast snabbare &dn att |6sa motsvarande andragradsekvation.
x-=5 x-5 1

XP4IX=35 (Xx=5)x+7) x+7

SVAR: L
X+7
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1100

1101

1102

1103

1104

1105

1106

Forenkla om majligt uttrycken.

6x” 3x
a) b) 9%’ c)

4x2y
4x*

2xy

Forenkla om maijligt uttrycken.

8x’y’z x*y’z xX+y
a) 4x2y b) x3yzz <) Xy
Forenkla om mojligt uttrycken.
2) XX b) X+X 0 X—y
vl Wk

Berikna uttryckets vdarde genom att
forst gora forkortningar.
7-12-15-22
9.11-14-20 \

\

Forenkla folj ande uttryck s& mycket
som mdjligt genom att bryta ut
faktorer.

x’—3x 4x° +8x
a) 2x—6 b) 4x” —4x
) 2x’y —4xy?
7wl -xly

Forenkla foljande uttryck sd mycket
som mojligt med hjilp av konjugat-
eller kvadreringsreglerna.

2 2
x° =36 2x°-8x+8
AT b) =54
P +2x+1
c) 2
x -1

Forenkla foljande uttryck s& mycket
som mdjligt.

NI
x+2 2x+4
3 2

b) 3x-9 2x%-6x
9 8 2

x-4 x-2
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OVA Il « FLERA FORMAGOR

. —1
* 1107 a) Visa att T3
b) Forenkla dfhy - OF
4x-1 5x-9
8-6x
srenk]
¢) Forenkla 34

» 1108 Forenkla foljande uttryck sa mycket
som mojligt.

2) x*—6x+5 b) 2x° +10x+8
2-2x x+4
x2+16x+15
Q) —
X +X

* 1109 Undersok om faktorn (x + 5) ingar i
béda polynomen i dessa uttryck.

x> +10x+25 x> +4x-5
a) 2 2
x°-25 x“+25
2
x"-5x
) rim s O

* 1110 Forenkla de uttryck i uppgift 1109,
ddr bada polynomen innehaller
faktorn (x + 5).

* 1111 Forenkla uttrycket
1,2 1 a1’
A x4 2= x*
s& mycket som mojligt.

* 1112 Faktorisera nimnarna, skriv pa
ett brakstreck och férenkla.
1 1
X —dx 2 +dx’+4x

1.1
_+_

*% 1113 Forenkla uttrycket 4 b (T

1
ab
*% 1114 Forenkla uttrycket

1 1

oo o N o (!g Teorigenomgang
Losning av rationella ekvationer .

D4 ekvationer som innehdiler uttryck pa formen % ska |6sas maste foljande beaktas:
g(x;
Polynomet i ndmnaren fér inte ha vardet 0. Om ndgon av rotterna ger ett virde som innebdr att

namnaren blir 0, maste den roten uteslutas.
plx)

Rationella ekvationer pa formen ©==-=0 I5ses genom att sétta p(x) = 0. Kvoten kan aldrig bli O

om inte taljaren har virdet O.

Rationella ekvationer pa formen %= h(x) 16ses genom att multiplicera med g(x) p& bada sidor,
q(x;

vilket ger ekvationen p(x) = h(x) - g(x). Fortfarande géller dock att g(x) # O.

Tre exempel far illustrera ekvationslésning med rationella uttryck.

EXEMPEL

Ekvationsldsning med rationellt uttryck (I)

2_2x

- . X
Los ekvationen =0

X_.
LOSNING:
Eftersom ndmnaren inte far ha virdet O géller att x # 2,

Vi loser foljande ekvation:
X}~ 2x=0
x(x—2)=0
x=0 eller x=2
Den andra roten &r inte tillaten. D4 aterstar endast x =0.

Kommentar: Om |6sningen hade inletts med faktorisering
av polynomen, hade vi endast fatt den godkénda roten:

x2—2x=
4x-8
X(X_2)=O
Ax-2)
X_0
4
x=0

SVAR: x=0
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EXEMPEL

Ekvationslésning med rationellt uttryck (11)

2
. . X =2x
Los ekvationen =1
4x -
LOSNING: -
Eftersom namnaren inte far ha vardet O géller att x #Z .
x*—2x — ,
= Multiplicera med 4x ~ 5 pd bada sidor.
Ax -5
xX2—=2x=4x-5 Samla alla termer i vinsterledet.
X -2x-4x+5=0 Forenkla.
xX2-6x+5=0 Lés ekvationen.

x=31t+3°-5
x=3% \/Z

x=3+%2
x=1 eller x=5 SVAR: {X1_
Bada rotterna ar tillatna.

Ekvationslosning med rationellt uttryck (llI)
1 2

+ = -
xX+2 x Xx(x+2)

Los ekvationen

LOSNING: Forst undersoker viférbjudna virden, dvs. sddana som innebdr att
nagot av polynomen i ndmnarna far vardet 0.
x=0 x+2=0
X=-2
Alltsa géller villkoren x # 0 och x # -2.

For att slippa rationella uttryck multiplicerar vi bada leden med x(x + 2).

X(x+2) = +l— E =4x(x + 2) Multiplicera in x(x + 2).
x+2 x x(x+2)

ivsindy + el = Lilys el =4x? + 8x Férkorta.
xX+2 X x(x+2) —_—

3X+(X+2)—-2=4x>+8x Férenkla.

4x = 4x* + 8x
0=4x%+4x Faktorisera.
Ax(x+1)=0

x=0 eller x=-1

Roten x = 0 dr inte tilldten enligt undersékningen ovan. SVAR: x=-1

OVA | » BEGREPP OCH PROCEDUR 1118 LJs ekvationerna
1 x=2 1
3 i ——-x=0 b +—=0
1115 Los ekvationerna a) M ) =t
2 2
x" -9 2x°—8x
a) =0 b= —%=0 Gilabag_g
2x-12 x+4 ©) X2 ox
2
0 X +22x+1 -0
x +1 OVA Il + FLERA FORMAGOR
R e ] * 1119 Los ekvationerna
2
+2x+1
2) x2—6x+5=0 a)ﬁ%z b) RN S
Tox_2 x" - x+2 2x+4
2x°+10x+8 _ S 2 _y
b) _— =0 ) 3x-9 2x"-6x T
2
x"+16x+15 :
2—x=0 * 1120 Lésekvationeni+g+,—3—:0
X" +x x-2 x x+2
1117 Los ekvationerna %1121 Undersok om det finns nagra virden pa x
X2 —6x+5 som medfor att kvoten mellan polynomen
a) Ix—2 flx)=x*+4x-50chg(x) =x*-4x+3
2x? +10% 48 har védrdet 1.
b) ————=2
) x+4 ( N Ord och begrepp
5 #% 1122 Los ekvationen 85 Koll pa avsnittet
x“+16x 1 1 1 1
)~ =x + - +
XX x-1 " x-4 x-2 x-3 O

S

KAPITEL 1 ; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN

l‘/'_
REFLEKTERA OCH DISKUTERA 1.3
Avgor for varje pastaende om det dr sant, falskt eller sant om (sant under vissa férutsattningar).
Motivera svaren med ord eller berdkningar dar det & mojligt.
1 .
@ Uttrycket — ir ett rationellt uttryck.
px)
€ Envariabel i ett rationellt uttryck kan ha ett virde som inte 4r definierat.
€ Envariabel i ett rationellt uttryck har alltid minst ett virde som inte 4r definierat.
@ Om polynomen i ett rationellt uttryck har ett gemensamt nollstélle kan uttrycket férenklas.
9 (x + 20 — 8) 2 dr ett rationellt uttryck.
] Svar med motiveringar
® Ekvationen % =0 har samma rétter som ekvationen p(x) =0. finns pa lararwebben.
g(x
N




ii} Teorigenomgang

1.4 Diskreta och kontinuerliga
funktioner samt gransvirden

Diskreta och kontinuerliga funktioner har du métt ménga ganger utan att anvdnda just dessa
bendmningar medan grinsvirde &r ett helt nytt begrepp. Gransvérde introduceras i detta kapitel
och anvinds i kapitel 2 for att definiera derivata, en av grundpelarna inom matematik och fysik.

Diskreta och kontinuerliga funktioner

Betrakta talserien 1, 3, 6, 10, ... Kan du se ett ménster? Kan du bestimma
en formel for virdet hos tal nr n? Talféljden kan illustrera antalet

cirklar som bildar trianglarna i figuren. . ...
o0

Férmodligen dr det lattare att se monstret an . .
att bestimma formeln. Genom att kopiera . .. ‘.. .
den fjarde figuren, rotera den 180° och pla-

cera den intill den ursprungliga, kan vi se att det blir 4 - 5 cirklar i den.

@
| triangel nr fyra finns det da i cirklar. P4 motsvarande sitt kan @ . o®
0000
0000

: . ) . 34
man visa att triangel nr 3 innehaller > cirklar. En formel (eller en

funktion) for antalet cirklar, N, i triangel nr n ges darfor generellt av
N =nn+1) , ddr n dr ett positivt heltal.

Definitionsmangden till funktionen N(n) bestar av alla positiva heltal och funktionen ar darmed
ett exempel pd en diskret funktion. En diskret funktion dr en funktion dar det finns ett avstand
mellan varje virde i definitionsmangden. | det aktuella fallet 4r avstandet mellan varje vérde ett.

Studera nu istéllet funktionen y = x? + x. Om man inte anger nagon definitionsmangd, tolkas det
som att alla reella tal ingér i mdngden. Funktionen kan darfér illustreras grafiskt av en samman-
hiangande kurva. Detta ir ett exempel pd en kontinuerlig funktion. En kontinuerlig funktion
ar sammanhingande i hela sin definitionsméngd.

DISKRET FUNKTION En funktion dér det finns ett avstdnd mellan varje virde i definitionsmingden.

KONTINUERLIG FUNKTION En funktion som dr sammanhingande (utan avbrott eller hopp)
i samtliga intervall i definitionsmidngden.

Nedan féljer exempel pa bade diskreta och kontinuerliga funktioner. Det finns dven ett exempel
pa en funktion som varken &r diskret eller kontinuerlig.

48 KAPITEL1; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN

-l
[11]
=
< Grafer
5
W

Bestdm for varje funktion om den &r diskret, kontinuerlig eller inget av dessa alternativ.

f,(x) &r kontinuerlig eftersom den dr sammanhéngande i hela sin definitionsmangd.

f,(x) d@r kontinuerlig eftersom den dr sammanhangande i hela sin definitionsmangd.
Hoppet sker d& x = 0 men den punkten ingdr inte i definitionsmangden.

f,(x) dr diskret eftersom avstandet mellan varje vdrde i definitionsmangden ar ett.

f,(x) &r varken diskret eller kontinuerlig. Definitionsmangden bestér av hela det reella talplanet
och ett hopp sker vid ett varde som ingar i definitionsmingden.

SVAR: Kontinuerliga: f1(x) och fz(x-). Diskret: f3(x).

y‘r
—
T >
B |
X’ 1 8 1dax=0
f.x)=—,D.=R f(x)=—, 0 =— = = -
,(X) 5 . L(X) . X # f,(x) 2X,Df N f(x B T
LOSNING:

OVA I « BEGREPP OCH PROCEDUR 1125 a) f(x) =l2,xi 0
X
Avgor i uppgift 1123-1126 om funktionen
E. . . . 1ddx >0
dr diskret, kontinuerlig eller inget av b) g(x) =
alternativen. 0dax <0

1123 a) f(x) =2x+3,D,=R ¢) h(x)=2x,D,=N

b) g(x) =1, Dg =R

9 hix) =\, x2 0 126 2) f(3) =, D,=R
1124 2) f(x) = -, D,=R b) f(x)=x21_1,x;til

b) g(x) = 105D =R 1

) h(x)=lgx,x>0 <) f(x)=W,Df=

KAPITEL 1 ; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN
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1127 Avgor om funktionen ar diskret,

kontinuerlig eller inget av
alternativen.
OFll

- 4 RS st

e = m W R W
.

=¥

OVA 11 + FLERA FORMAGOR

1128 Inkomsterna I(x) kr vid forsiljning

av x pocketbocker pa torget en lordag

formiddag ges av I(x) = 29x.

Kostnaderna vid forséljningen ges av

K(x) = 400 + 12x.

a) Bestim en funktion for resultatet
av forsdljningen.

b) Avgor om funktionen ér diskret
eller kontinuerlig.

KAPITEL 1 ; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN

1129

1130

*% 1131

I en fyrsidig pyramid av kulor finns

det en kula i dversta lagret, fyra kulor

i lagret under och nio kulor i nésta..

a) Hur ménga kulor finns det i det
fjarde lagret uppifrdn?

b) Hur médnga kulor finns det i lager
nr n uppifran?

c) Vilken typ av funktion, diskret
eller kontinuerlig, 4r det som be-
skriver antalet kulor i lager nr n?

I den fyrsidiga pyramiden i uppgift

1129 kan man istdllet rikna det sam-

manlagda antalet kulor.

a) Hur ménga kulor finns det i en
pyramid med ett, tvd, tre respek-
i r?

b) ;Zi;y;jllﬁ iw an
antalet kulor N i en pyramid med
n lager. Unders6k om formeln
stimmer med dina vérden.

ger

¢) Vilken typ av funktion, diskret
eller kontinuerlig, 4r det som
beskriver antalet kulor i en
pyramid med # lager?

Forklara varfor f(x) ar kontinuerlig
och g(x) inte ar kontinuerlig.

1dix >0
(x) =
f {0dé’1x<0
(x) = 1ddx =0
g = 0ddx <0

- - . Teorigenomgang
Gransvirden S
| figuren visas grafen av den kontinuerliga funktionen f(x) = ——, x # 2.

Vad hander for mycket stora x-viarden?
For x-véarden langt fran O ligger funktionens graf nira x-axeln. Da x = 12 far vi

!
f12)= —— =0,1
129=13

Ju stérre vdrde x far, ju mindre virde far funktionen f(x). Funktionens virde kan komma hur
ndra O som helst men vardet blir aldrig 0 oavsett hur stort x &r. Vi sager att funktionens virde
gar mot 0 da x gdr mot oéndligheten eller att gransvirdet av f(x) 4r 0 da x gar mot ozndlig-
heten. Det finns ett skrivsétt for att uttrycka detta:

limfix)=0

X—>®

Skrivsittet lases "limes av f(x) da x gdr mot e 4r 0". Ordet limes kommer fran latinet och
betyder "gréns" och symbolen oo betyder oindligheten.

Det gér ocksa bra att skriva f(x) » 0 dd x = oo, vilket ldses "f(x) gar mot noll da x gar
mot odndligheten”.

Vad hdnder da vi ndirmar oss x = 2?

Vi ska dven studera vad som hander ndra x = 2. Som framgar av grafen avtar funktionen
snabbare och snabbare da vi ndrmar oss x = 2 fran vanster. Om vi ddremot nirmar oss samma
vérde fran hoger, vaxer funktionens vérde alltmer. Det finns ingen grins for hur stort funktions-
vérdet kan bli. Exeglnpeivis géller foljande:

1 _—
f(2,00001) = 2.00001-2 = m =100 000

f(1,99999) = =-100 000

]
1,99999 -2 = —0,00001

Det saknas darfor ett gransvirde da x niarmar sig vérdet 2.
Detta uttrycker vi genom att skriva att lim f(x) inte existerar.
x—2

KAPITEL 1 ; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN

51




P r R |
Grénsvirde av typen "0/0" | o e — _ __ ‘
. X = W
Lat oss ocksa studera funktionen g(x) = Y X #2. o Gri irden d3 )
i X- < =
Grafen av g(x) visas i figuren. u r?nsvar e':' a x gar mot oandligheten
| » Berdkna gransvidrdet da x gir mot odndligheten for funktionerna
Funktionen saknar gransvirde dd x gar mot odndlig- w s 2 S Jx—3x2 , Ix
heten eftersom den vixer konstant mot allt hogre vérden. P glx S c) hix) = =
4 =4 trots att ndmnaren blir i |
Diremot ser det ut som att g(2) |.'o S ! N e |
noll dd x = 2. Varfor véxer eller avtar inte funktionen allt- A B R o .
5 e namnaren gar mot odn 2 i avgdra vi
mer dd x ndrmar sig virdet 2 som i foregdende exempel? ) J i mnaren g 't oandiig eten maste vi avgora vilken av dem som ‘
véxer snabbast dd x gdr mot odndligheten. Vi bérjar darfér med att skriva om funktionen: |
Det som skiljer den har funktionen fran den férra dr fx) = DX S |
att dven taljaren narmar sig vardet O da x ndrmar sig 2. X-x* xXAx-1) x-1 ‘
Faktorn (x - 2) ingdr allts dven i téljaren. Enligt konjugat- Det innebir att | |
regeln kan tiljaren faktoriseras sa att funktionen skrivs i X2 ] |
m—— = lim =0
20 = (x+2)(x—2) X =x X- l
7 b) Aven hir gr bade téljaren och ndzmnaren mot odndligheten. Fér att avgéra vilken av dem som (
Vi far emellertid inte férkorta bort uttryck som har vdrdet 0. Om det vore tilldtet, véxer snabbast anvander vi en metod dir man dividerar alla termer med den dominerande
skulle exempelvis foljande omskrivningar leda fram till en orimlighet. faktorn. Det innebdr i det hir fallet att man soker den potens av x som har stérst exponent !
och dividerar bade taljare och nimnare med den potensen. I
5 a=g Skrivasom2a-a 2x-3x7 _2_x_3_x2 2_3 |
2 —Za - * Addera  till bada leden. () = et WS C R TN VAT | o |
o Dividera bida leden med a. X +1 'X2+'| £+l '|+i .
2a_a —— , 5 x> X x? |
2 a Forenkla Detinnebératt - |
2=1 SZprE '
lim 2X=3X7_ jjm x__0-3 =5 ;
Diremot far vi forkorta bort (x — 2) dd x # 2. Genom att inte tillata att x har virdet 2 men att det L it [ 1 +i 1+ |
far komma hur nira 2 som helst 4r forkortningen tillaten. Det I6ser vi genom att studera grans- x° -
virdet av funktionen da x ndrmar sig 2: ¢) Har ska vi visa tvd alternativa |6sningar (férutom en tredje, som gors pa samma sitt som ovan-
(x+2)(x—2) stdende):
lim X +HENX=2) _im(x+2) =4
] x-2 x=2 Metod T:
Detta tolkas allts som att g(x) gar mot virdet 4 dd x gar mot virdet 2. Vi kan ocksa uttrycka Om x dr mycket stort (vilket brukar skrivas x >> 0) kan vi gora approximationen x — 1= x.
_— : -- 2x 2 - ; . .
samma sak med skrivsattet Det innebdr att h(x) o =X =2 for stora virden pa x. Slutsatsen blir d4 att lim h(x) =2
X- X )
gx) —4dax—2. Metod 2:
. _ Vi skriver om f(x) enligt féljande, dar vi d i i tvd :
. Daremot kan vi inte skriva att g(x) =4 da x = 2, dvs. g(2) = 4. Den ursprungliga funktionen (x) enligt £6 . dar vi delar upp det rationella uttrycket i tvd delar:
ir ju inte definierad férx=2. 2X _ 2x-2+2 = 2X—2+ 2 _ Z(X‘1)+ 2 o 2
x=1 x=1 x=1 x-1 x=-1  x-1 x—1
q o o0 o ||m Z_X = | 2 2 =2
Om faktorn (x — a) ingdr i nimnaren hos en rationell funktion, kan ett grinsvirde ey Xl_rjl( +—x—1) =2+0=2
endast existera da x — a, om faktorn (x — a) dven ingdr i tiljaren. Polynomen i tiljaren i
se Py 2
och nimnaren maste med andra ord ha ett gemensamt nollstélle fér x = a. SVAR: a) lim 3X -=0 b) lim _2X2_3X S o lim 2x_
TEXT—X e x4 x> x =1
52 KAPITEL1:; FUNKTIONER OCH GRANSVARDEN KAE L 1 FUSTETIGNE RO AFE RN (58
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“  Gridnsvidrden da x gar mot ett bestimt virde . — virden.
g;i _ Wi i existerar och bestim i s fall deras )
i Undersdk om gransvarden existerar d& x gar mot 1 och bestdm i sa fall dessa. virden. a) )1(121 e
3
) e x ) 1 ) 2
a) flx)=—— b) gx) = a) lim—— b) Iim X2 . 4x"+3x-5
x-1 x=1 ) xve x4 1 ) e %42 b) }(me x'-4
LOSNING: ¢) lim2X+3 o lim 2%’ +x
a) Eftersom taljaren har vardet 1 och ndmnaren har vardet 0 dd x =1, existerar inte ¥ ikl 002+ 1 !
nagot gransviarde dd x gar mot 1. . e .
o . nomel_ 1133 Undersck om foljande grénsvirden 1138 Undersok om f6ljande grinsvirden ‘
b) Eftersom bade tiljaren och ndimnaren har vérdet O da x =1, kan det existera ett gransvérde existerar och bestim i sa fall deras existerar och bestim i si fall deras |
dd x gar mot 1. Vi faktoriserar téljaren, forkortar och beriknar gransviardet: virden. AT F‘
2
i XX X0 X0 DD i (x4 1) =1 222 a) lim X +2x+1 2) lim X = 4x+3
xlm x-=1 =1 x_1 x=1 x= x=1 oad x+1 x—1 x2—1
2 2
En studie av graferna bekréftar vara slutsatser. b) limw b li x -|2-2x 8
x—1 X - x—2 X -
b) 4
el 2 .oox -1
X" =2x+1 ¢) lim
¢) lim>————
) xlil} X —1 ¥l x2 -
1134 Undersok om foljande grinsviarden OVA Il »+ FLERA FORMAGOR
existerar och bestdam i s fall deras )
: *1139 Undersok om foéljande gransvirden
virden. . B
R existerar och bestdm i sa fall deras
: -4 . 2x°~18 N
13 | a) lim b) lim=——= varden.
44 = x—=2 x—2 x—3 X - .
T T | Bl i
i ([ I o) lim® 4x a) %im%
45— | i x _4 1—0 h . )
= x 1135 Bestdm grinsvirdet b) },lf(} 2+h) 2—h(2 -h)
SVAR: a) Det existerar inget gransvarde da x gar mot 1. b) lim =2 2a
x—1 X_1 2_ . . (2+h) —2
lim| 4 4x-8 ¢) lim=—+~—=
m +— ha0 h
= x=2 x"-4

x—a g(x)

1136 lim f(x)=4 ochlimg(x)=2. 1

Bestdm a) lim 34h_ 3 ‘.
Om f(x) = Méir en rationell funktion, existerar grinsvirdet lim px) a) lim(f(x)+ g(x)) 0 !
q(x) x—m;;(x) x—>a _1___ il |

om grad p(x) < grad q(x) och dr lika med noll om grad p(x) < gra q(x). . B
s . f(x) . - b) hm(f(x)—g(x)) b) }EST ‘
Om g(a) = 0 kan grinsvirdet lim—="endast existera om f(a) =0. e |
|
|

OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR

1132 Undersok om foljande gransviarden

1137 Undersék om foljande griansvirden

*% 1140

existerar och bestim i s4 fall deras

Bestdm gransvérdet

Sivh-\3
i3 @

¢) lim
h—0

Ord och begrepp
NS Koll pa avsnittet
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REFLEKTERA OCH DISKUTERA 1.4

Avgor for varje pastaende om det &r sant, falskt eller sant om (sant under vissa
férutsattningar). Motivera svaren med ord eller berakningar dar det dr mojligt.
@ Enfunktion dr antingen diskret eller kontinuerlig.

Om det finns ett avstand mellan varje vérde i en funktions definitionsméngd

ir funktionen diskret.

(2]

© Om en funktion dr diskret, finns det ett avstind mellan varje virde i
funktionens vardemangd

@ Funktionen f(x) . . x #0, ar inte kontinuerlig eftersom funktionen gér

X
ett hopp vid y-axeln.

© Crinsvirdet lim % kan existera om f(a) =0 dd g(a) = 0.
x—>ag X .

@ Crinsvirdet lim T \an existera om f(a) # 0 da gla)=0.

(f'
UTMANING
KONJUGATTRIX
. 1
Vad blir véirdet av (,’x+1000 000 —\/;) for storax? >
Ed
w Undersok forst vad som hinder med differensen fér olika x-vérden ||
med hjilp av raknare eller dator. E
u Bestdm lim (\HXH 000 000 —\/;) genom att forlinga med konjugatet
till uttrycket (Jx+1000 000 —\/;) ] (\jx+1000000 +\/;)
e _

.

i

E
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xa g(X) E‘m Svar med motiveringar

=il finns pd ldrarwebben.
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1.5 Problemlosning

I detta kapitel har vi bland annat studerat polynom, absolutbelopp, rationella uttryck och grins-
vérden. Viavslutar med nagra uppgifter av problemlésningskaraktir inom dessa omraden. Vid
problemldsning kan det ofta vara lampligt att dela upp lsningen i féljande fyra steg.

1. Forstd problemstallningen.

2. Gor en plan.

3. Genomfor planen.

4. Se tillbaka; behdver planen revideras eller & du néjd med I6sningen?
Losningen kan ibland ocksa underléttas av att anvinda féljande strategier:

W [ &5 forst ett liknande men enklare problem.

B Forenkla om mojligt ingdende uttryck.

® Byt variabler mot tal for att se eventuella ménster och aterga sedan till variabler.

Féljande problem har Oskar, en elev pa Polhemskolan i Lund, tillverkat som &vningsuppgifter till
klasskamrater infor ett kapitelprov. Férsok att [8sa dem utan digitala verktyg.

+x 1146 Ge ett polynom p(x) av grad tre om
polynomets graf gér genom punkten
(-1, 3) och om
pO) =p(1)=p(-2)=2. @

** 1147 Figuren visar grafen till en rationell

funktion, fix) = 29 |
g(x)

ddr g(x) = 2x> - 8x + 6. Dessutom
giller att grad (p(x) - gq(x)) = 1.
Bestam p(x). @

Bestim |a - b| + |b - a| - |2a - 2.

For tvd polynom p(x) och g(x) giller

att grad(p(x) - q(x)) = grad(p(x)).
Bestdm grad(g(x)).

Vilka nollstéllen har polynomet
p(x) =x" + 2x"! + x"2da n dr ett
heltal storre dn 2?

p(x) = 2x* — 4x* - 10x + 12 har tre —
nollstillen varav ett da = l\
x=3ochettdax=1. I : !
Skriv p(x) i faktoriserad form. A

___;____‘_\

Los ekvationen i ]
X _xel ]

[a—

<Y

g_x2+x—6=4x2—1_ 2 2
x  4-2x 2x+1

X
2

N =

e |-

:
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TESTER TESTER

@ rorvnom & AssoLuteeLoPP
1 For vilka virden pa x giller att foljande funktioner dr vixande? @ RATIONELLA UTTRYCK
. — 92 = 242 .
a) y=2x b) y=2x c) y=-2x 1 Skriv med hjilp av absolutbelopp ett samband som visar att avstdndet mellan '
2 Bestim de lokala extrempunkterna och avgor om de ér lokala maximi- eller a) xoch 3 érlika med 5 b) 2x och -7 ar storre dn 4 |

lokala minimipunkter fér funktionerna. )
2 Forenkla uttrycken

= 2 = x? - = - . 2 1= 4
a) y=x b) y=x*+2x-8 c) y=-3(x-2) N %2 -100 | 2 — 6549
3 Los ekvationerna. 2x-20 4x-12
a) X2 +2x=28 b) 2(x-2)2x+2)=0 ¢) x(x-2)=3 3 Forenkla uttrycken
2x* —8x-10 =
4 Faktorisera polynomen. a) ———— b) L+ x+1 + 1-2x
‘ 4x° -4 x-1 x x(x=1)
a) x2-4 b) x* - 4x* + 4x c) x*-16x7
4 1.6s ekvationerna
5 Avgdr och motivera om det finns tredjegradspolynom som xt-16 s di a3
) a) = by T X=X F2_
a) saknar nollstille 2x-12 2x+6
b) har ett nollstille 5 L&s ekvationerna
¢) har tva nollstillen L
) : D X9, by L, L _18
d) har tre nollstillen x-3 x+2 x-2 5x
6 a) Kontrollera att (x + 2) 4r en faktor i polynomet 3x* + 4x - 4. 6 Bestam x.
a) |x-1|+|x-5/=8 b) [2x+2|-|x-1]=5

b) Vilken ir den andra faktorn?

7 Ett tal kvadreras och subtraheras darefter med produkten av 3 och talet.
Resultatet divideras med skillnaden mellan 3 och talet.
Resultatet blir 1. Vilket ér talet?

7 Hojden h(t) m av ett simhopp ges av funktionen h(t) = 10 + 5,0t - 5,0t
Tiden t &r angiven i sekunder.
Bortse fran simhopparens lingd vid berdkningarna.

a) Pa vilken hojd startar hoppet? 8 Vad ir fel i denna ekvationslosning? ‘
b) Hur hogt nar hopparen? x*-2x _ 0
‘ ¢) Efter hur lang tid ndr hopparen vattenytan? 4x-8
x*-2x=0(4x - 8)
‘ 8 Ett polynom p(x) av tredje graden har tre nollstéllen, x = -1, x =2 och x = 3. x(x-2) =0

Dessutom giller att p(0) = —12. Skriv polynomet i faktoriserad form.
x=0eller x=2
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Blandade 6vningar

TESTER

OVA | * BEGREPP OCH PROCEDUR

DISKRETA OCH KONTINUERLIGA FUNKTIONER 1 Los ekvationerna.

SAMT GRANSVARDEN a) x’ =216 b) 2x* +5=255
x*=81
1 Avgdr om funktionen &r diskret, kontinuerlig eller inget av alternativen. )
a) f(x) =2, D=N b) glx) =v1-x,x<1 2 Bestdm den lokala extrempunkten och
avgor om den 4r en lokal maximi- eller
2 Avgor om funktionen ér diskret, kontinuerlig eller inget av alternativen. minimipunkt fér funktionen
1 -1ddx =1 a) y=-3x? b) y=2x*+8x+ 12
a) f(x) =—5,x#0 b) glx)=4 J 2 Y
x 1dax <1 ) y=(x-4)-3
‘ 3 Undersok om foljande grinsvirden existerar och bestdm i sa fall deras virden. 3 Los ekvationerna.
2 2
‘ a) lim —>—; b) lim4x2_x a) 2x*+6x-8=0
| x—=© 7+ X x>0 2x" =6 b) -x*-16x+17=0
| 4 Undersok om foljande gransvirden existerar och bestdm i s fall deras varden. ¢) x(x+2)(x+1)(x-3)=0
lim X 4x+4 i X+ 6X+5
a) lim i b) Pk e 4 Faktorisera
a) 15x° - 5x? b) 3x* - 48

5 Antalet sitt, A, att placera n personer i en ko beskrivs av funktionen
A=nn-1)n-2)(n-3)-...-2-1.
Vilken typ av funktion, kontinuerlig eller diskret, 4r det? Motivera. 5 Undersok om x = -2 &r en losning till

c) 2x*-20x+ 18

foljande ekvationer.

6 Foljande portotabell anger vad det kostar att skicka brev 2 B2 e i 6=

inom Sverige. Ar portotabellen en funktion (och i sé fall pos -
nagot av alternativen diskret och kontinuerlig) definierad pys 18:00 b) x*-2x"-4x+8=0
for vikter upp till 2000 g? Motivera ditt svar. p 36,00 c) ¥*+2x*+4x+8=0
7 Kostnaderna K(x) kr vid tillverkning av x pizzor ges per 500 54,00 6 Forenkla foljande uttryck sd mycket
dag av K(x) = 8000 + 12x. 1000 72,00 som mojligt.
Intdkterna vid forséljningen ges av I(x) = 65x. 2000 90,00 5 2x-8 B 2 _ 3926 =
a) Bestim en funktion for resultatet av forsiljningen. 4-x xX+3 x°-9
b) Avgor om funktionen ér diskret eller kontinuerlig. ) 2" ‘24’i +2
x2—
i 8 Undersok om foljande gransvirde existerar 7 Lés ekvationerna
och bestdm i sa fall dess varde. X2 6345 o 257 +10x48
lim—J—9}—x2_ Y10 T ) x+1 B
=3 2 _6x+9 0 4x2+§x D
x°+
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10

11

12

13

14

Bestam uttryckens vérden.
a) |3-5/+]5-3|
b) [3-7]-17-3]
o) |3-9]-[3-11]

Markera pa en tallinje samt tolka
foljande uttryck med ord.

a) |x|=6
b) |x-2|=6
c) [x+3|=6

Skriv med hjilp av absolutbelopp ett
samband som visar att avstindet mellan
a) xoch 3 ir lika med 2

b) 2x och -5 dr lika med 7

¢) 4x och 10 4r mindre én 6

Avgor om funktionen ér diskret,
kontinuerlig eller inget av alternativen.
a) fl)=-x+x-x+ l,szR

b) g(x) = 1(;00 +1,05%5 D, =R

C) h(x) ZH,D;‘:N

Bestam de gransvirden som existerar.
2
2) lim— ;*6 b) lim X4

x—=ox " — x—=wx® =2x

Bestdm de gransvarden som existerar.

2 2
a) lim X 24%+3 )y, X 29
—=-3  2x+6 =3 x°=3x

Undersok om foljande grinsvirden
existerar och bestim i sé fall deras
varden.

3
) lim-; b) lim £ =%

x>0 X x—=0o X" —

¢} lim

x—>0

25x+300
x
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62

15

16

Undersok om féljande grinsvirden
existerar och bestim i sa fall deras
varden.
2 2
a) lim x“+2x-3 b) limx +2x-4
x—=-3  X+3 =1 x-1
2
¢) lim x-2x-3
—=-1 x+1

Ett andragradspolynom p(x) har tva
nollstillen, x = 3 och x = —1. Dessutom
giller att p(2) = 1. Bestdm polynomet
pa formen p(x) = ax’ + bx + c.

OVA Il « FLERA FORMAGOR

* 17

19

* 20

* 21

En rektanguldr hasthage har arean 1,00
tunnland. Staketet &r sammanlagt 330
meter langt. Berdkna lingden av hagens
sidor. Areaenheten tunnland ar vanlig
inom lantbruket och motsvarar precis
ett halvt ha (hektar). Dessutom géller
att 1 ha =100 a (ar) och 1 a= 100 m*

Bestdm x.
a) |3-x|<1
c) |3x-2|<4x

b) [2x+3]>x

a) Visa att polynomet 2x* + 4x* - 2x - 4
har tre nollstillen, -2, -1 och 1.

b) Faktorisera polynomet.

Bestim x.

a) |x+5/=|x-7] Db)|x+7|=|x-5|

I multiplikationstabellen for talet 3
finns en foljd av tre tal. Lat virdet av det
minsta talet betecknas med x.

a) De tre talen subtraheras med 15.
Skriv ett uttryck for produkten av de
nya talen.

b) Vilka ir de tre ursprungliga talen
om produkten av de nya talen blir 07
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* 22

* 23

* 24

* 26

En rektangulir 18da, dér sidorna har
proportionerna 1:2:3, rymmer 7,5 dl.
Berikna lddans sidor.

Arsresultatet R(x) kr hos ett féretag da
x enheter produceras ges av funktionen
R(x) = —x* + 20 000x - 19 000 000.

a) Hur méinga enheter ska foretaget
producera for att fa s stor vinst som
mojligt?

b) Hur stor ir den maximala vinsten
per ar?

Ge formeln for ett andragradspolynom
som ir avtagande for negativa x-vérden,
vixande for positiva x-virden, som skar
y-axeln i punkten (0, 3) och gér genom
punkten (1, 5).

Funktionen f(x) = x* har en terrass-

punkt i origo.

a) Ge forslag pé ett tredjegrads-
polynom med terrasspunkt i
punkten (0, 1).

b) Ge forslag pa ett tredjegrads-
polynom med terrasspunkt i
punkten (1, 1).

En funktion A(t) anvands for att

beskriva mangden h(t) mg av ett medi-

cinskt preparat i en kropp ¢ timmar

efter medicinering.

a) Vad ir innebdrden av beteckningen
h(3)?

b) Vad fir man svar pa genom att 16sa
ekvationen h(f) = 0?

¢) Under en begrinsad tid beskrivs
medicinmingden av funktionen
h(t) = 12 - 16t + 64. Nér har medi-
cinen férsvunnit ur kroppen?

d) Vad finns det for begransningar i tid
avseende formelns giltighet?

* % 27

vk 28

*% 20

Bestdm x.
a) |x|+|x+7|=8
b) [2x-3|-|x+1|=2

En vattenranna ska tillverkas av en rek-
tangular platbit som ar 5,00 meter lang
och 48 cm bred. Langsidorna viks upp pa
bada sidor for att inte vattnet ska rinna
ut. De blir da vinkelrita mot botten.

a) Hur ska rdnnan utformas for att
maximera vattenflodet?

b) Hur manga liter vatten kan finnas
samtidigt i rinnan om lutningen och
tlodet gor att vattenytan nar upp till
kanten dverallt?

En rektangel skrivs in i en rétvinklig
triangel enligt figuren. Punkten P kan
flyttas langs hypotenusan. Triangelns
kateter har ldngderna 6,0 cm och 8,0 cm.
Hur stor area kan
rektangeln som
mest fa? @) ,

padl

*+ 30 D4 tvd lampor med resistanserna R, och

*% 31

k% 32

*% 33

R, dr parallellkopplade (vilket de alltid
ar i vanliga elektriska anslutningar) ges

deras sammanlagda resistans R av
1 1 1
formeln —=—+—
R 1 RZ
Lat R, vara 50 % storre én R, och bestdim
ett forenklat uttryck for resistansen R
som funktion av R , dvs. skriv en formel

for R(R, ).

Ett litet foretag tillverkar fotoramar.
Varje manad har féretaget fasta kost-
nader pa 280 000 kronor. Dessutom
kostar tillverkningen av varje fotoram
45 kronor. Antalet sdlda fotoramar per
manad (x) beror pd priset (p kr) enligt
sambandet x = 50(225 - p).

a) Inom vilket intervall ska priset ligga
for att verksamheten ska ga med
vinst?

b) Vilket pris ger maximal vinst per
manad?

¢) Hur stor kan vinsten bli som mest
varje minad? @

Ge formeln for ett polynom av andra
graden som har en lokal minimipunkt i
(1, -3) och som har ett nollstille for

x=2. @

I ett koordinatsystem &r kurvan

y =7 - x*ritad. En rektangel ska place-
ras med ett horn i origo och ett horn i

en punkt pa kurvan. Punktens koordi-
nater ska bdda vara positiva.

Om rektangelns horn placeras i punkten
(1, 6) blir arean hos rektangeln 6 a.e.
Det finns ytterligare en punkt pa
kurvan som ger samma rektangelarea.
Ange den punktens koordinater. @)
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OMFATTANDE PROBLEM 86000000000 00000000000000000000000600000000

1
34  Ifiguren visas grafen till f(x) =x+ 1+ e

Den streckade linjen ér grafen till y = x + 1.

Som framgér av figuren ndrmar sig grafen

till f(x) alltmer den réta linjen y = x + 1. |
Den streckade linjen kallas darfor for .
asymptot till kurvan y = f(x). |

Om en funktion kan skrivas '
flx) = kx + m + g(x), dér lim g(x) = 0, kommer

SAMMAN FATTNING

grafen till f(x) att ndrma sxig asymptoten )

y = kx + m d& x gir mot odndligheten. e

| - .
m Forklara varfor f(x) =x+ 1 +  harmar sig
linjeny=x+1da x> oo,

m Vilken linje kommer grafen till f(x) = 2x -1 + Ll nirma sig da x > oo?
. +
Motivera ditt svar. X

Ett sitt att visa att y = kx + m dr asymptot till f(x) d& x > oo &r att visa gransvardet
lim (f(x) - (kx + m)) = 0.

X—>w©

x2+3x+

® Visa att f(x) = : har linjen y = x + 3 som asymptot dd x > o,

x%-3

X+2 )
= Vilken asymptot har grafen till f(x) = Sx —bx+ 3;6_x1 +2

= Visa att f(x) = har linjen y = x — 2 som asymptot d& x > .

dd x> o?

Kapitelprov
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Polynom: Ett polynom 4r en funktion av typen
pix)=ax"+a x"+a X"+ +ax’+ ax+a,
Koefficienternaa_till a, ar reellatal och n &r ett naturligt tal.
Polynomets grad 4r likamed noma_=0.

Vixande funktion: En funktion som véxer fran vinster till hgger.
(a<b = f(a) <f(b) da a och b viljs godtyckligt).

Avtagande funktion: En funktion som avtar fran vinster till hoger.
(a<b=f(a)2f(b) dd a och b viljs godtyckligt).

Lokal extrempunkt: En lokal maximi- eller minimipunkt.
Ett polynom av grad n har hdgst (n — 1) lokala extrempunkter.

Lokalt maximum: Ett funktionsvirde som r stérre dn eller lika med alla andra virden
i den ndrmaste omgivningen.

Lokalt minimum: Ett funktionsvidrde som dr mindre in eller lika med alla andra varden
i den ndrmaste omgivningen.

Tangent: En rét linje som har en punkt gemensam med en kurva och som har
samma riktning som kurvan i den punkten.

Terrasspunkt: En punkt pa en kurva med vagrit tangent och dér kurvan
antingen r enbart véxande eller avtagande pa bada sidor om punkten.

Nollstille: De x-virden for vilka en graf skdr x-axeln.
Ett polynom av grad n har hégst n nollstéllen.

Faktorisering: Att skriva om ett uttryck som en produkt av ett antal faktorer.

adaa=0

Absolutbelopp: Absolutbeloppet av talet a definieras enligt |a| =
—adaa<0

Rationellt uttryck: Ett uttryck pa formen A‘M. dir p(x)
och g(x) dr polynom och g(x) = 0. 9t

Rationell funktion: En funktion pa formen f(x) = f% ddr p(x) och g(x)
ar polynom och g(x) # 0. K

Diskret funktion: En funktion dir det finns ett avstand mellan varje vérde
i definitionsmangden.

Kontinuerlig funktion: En funktion som dr sammanhingande i hela sin definitionsmingd.

Gransvirde: Gransvdrdet av f(x) kan t.ex. skrivas lim f(x) eller limf(x) och anger i dessa fall

X—>00

I
de varden som funktionen gar mot da x gar mot odndligheten (=) eller mot a.
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