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Inledning

Under 1600-talet studerade manga fysiker och astronomer kroppars rérelser. Italienaren
Galileo Galilei (1564-1642) var sdker pa att dessa rorelser kunde beskrivas matematiskt och
hans arbete ledde fram till matematiska beskrivningar av kulors ldgen vid fritt fall eller i lutande
plan. Nér han studerade skrifter av den polske astronomen Nicolaus Copernicus (1473-1543),
blev han évertygad om att planeterna kretsade runt solen och att dven dessa rérelser kunde fa
sina matematiska beskrivningar. Som en féljd av att han stddde Copernicus virldsbild fick han
husarrest av den katolska kyrkan fér resten av sitt liv eftersom han ifrigasatte att varldsalltets
medelpunkt var jorden.

Johannes Kepler (1571-1630) fran Tyskland studerade ocksa planeternas banor och fann

att dessa var elliptiska. Han gav dessa rorelser matematiska beskrivningar. Detta arbete lade
grunden for ett revolutionerande arbete inom matematiken av den engelske vetenskapsman-
nen Isaac Newton (1642-1727). Han nojde sig inte med att beskriva kroppars positioner utan
ville ocksa hitta metoder for att bestdmma deras hastigheter. Det var problematiskt eftersom
hastigheter hos de allra flesta kroppar inte dr konstanta. Nar han ville bestdmma hastigheten vid
en tidpunkt, blev det en svar uppgift eftersom en hastighetsbestimning krdvde bade en stracka
och ett tidsintervall. Féljden blev att det bara gick att bestimma medelhastigheter under dessa
intervall. Newton |9ste detta problem genom att inféra derivata. Enkelt uttryckt innebar det att
lata bade s och t vara "odndligt smd" da formeln v = s/t anvdndes vid hastighetsbestamning.

Oberoende av Newton arbetade en tysk matematiker vid namn
Cottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) med matematiska
problem. Han sysslade med strikt matematiska fragestallningar
och dessa ledde fram till att han s& smaningom behoévde "upp-
finna" derivata. Han fick 1676 ta del av Newtons metoder och

kunde med hjalp av dessa vidareutveckla sina egna matematiska
teorier. | och med detta var férdndringens matematik fodd och

det 4r denna matematik som kapitel 2 handlar om.

Din forsta uppgift

Det har tvistats linge om vem som var forst med derivata, Newton eller Leibniz. Det ledde
ocksa till en konflikt mellan dessa tva, ddr bada hdvdade att de var forst. Sok information om
dennatvist, hur den hanterades och hur andra vetenskapsmain tog stillning i fragan.
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\ Teorigenomgang

2.1 Andringskvot @

En vattenbehallare formad som en upp-och-nervind kon fylls med vatten
med konstant hastighet. Grafen visar hur vattnets héjd h cm beror av tiden t s.
Eftersom behéllaren dr konformad stiger hojden allt langsammare nér vatten-
ytans radie 6kar.

heem) AL L]

20 —f—+——

For att bestimma medelhastighe-
ten av hur snabbt hojden stiger
under ett intervall, kan vi rita

en sekant. En sekant dr en rit
linje som skar en kurva i minst tva

punkter. | figuren har en sekant
ritats mellan punkterna (0, 0) och
(8,12) pé kurvan.

Lutningen hos sekanten bestdmmer medelhastigheten, v _ cm/s,
hos hejdférandringen under de atta férsta sekunderna.

_12-0 _
" 8-0

v 1,5

Vattennivan stiger med andra ord med medelhastigheten 1,5 cm/s under detta tidsintervall.

KAPITEL 2 ; DERIVATA

h(cm)j\]: ]

20

15

Om vi istéllet vill veta hur snabbt LG, 5 5 1 A 1 O
vattennivan stiger fran tiden 1 s till = A ' SN EEE NS

tiden 27 s ritar vi en sekant mellan

punkterna vid dessa tider.

Har blir medelhastigheten
v = 1o =0,46
"o27-1

Hojden 6kar alltsd med medelhastigheten 0,46 cm/s. Vi avslutar med att rita en tangent till
en punkt och vdlja punkten sa att tangenten och den senare sekanten far samma lutning.
Vid denna punkt har t virdet 9.

Eftersom tangentens lutning & samma som sekantens kan vi dra slutsatsen att vid tiden 9 s 6kar
vattennivan med 0,46 cm/s. Eftersom detta ar hastigheten vid en viss tidpunkt, brukar man
kalla den for momentanhastighet.

De grona linjerna, sekanterna, illustrerar medelhastigheter och med hjélp av dessa kan vi
bestimma andringskvoter. En dndringskvot anger ett medelvirde pd férandringshastigheten
hos en funktion. Grafiskt motsvarar det kurvans medellutning i ett givet intervall.

Den roda linjen, tangenten, illustrerar en momentanhastighet eller en férdndringshastighet i
en punkt. Ett annat namn for det dr funktionens derivata, vilket vi ska dterkomma till i ndsta
avsnitt.

| fallet med vattenbehallaren har vi bara tillgang till en kurva och bestimmer darfor alla kvoter
grafiskt. Om vi istéllet har ett funktionsuttryck, kan motsvarande kvoter bestimmas algebraiskt.
Det visas i foljande exempel.
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Urtappning av vatten

Dd en behdllare tdms pa vatten, beskrivs hojden h(t) cm hos vattennivan som funktion av tiden

EXEMPEL

t s av sambandet
h(t)=0,025(40 - t), 0 <t <40
a) Bestdm hur snabbt hojdférandringen sker mellan tidpunkterna 29 s och 31 s.

b) Uppskatta med hjilp av féregdende bestamning hur snabbt hojdférandringen sker vid
tidpunkten 30's.

LOSNING:
a) Genom att bestdimma h(31) och h(29) fr vi héjderna vid tidpunkterna 31 s och 29 s.

Differensen mellan dessa vérden ger hojdférandringen och differensen mellan 31 s och 29 s
ger den tid det tagit. Kvoten av hojdférandringen och tiden ger medelhastigheten
hos hojdférandringen.

_ h(31)-h(29) _ 0,025(40-31)*~0,025(40-29)* -1 _
" 31-29 31-29 2

Slutsatsen &r att vattennivan sjunker med medelhastigheten 0,5 cm/s i det aktuella tidsintervallet.

-0.5

b) Eftersom vi studerat ett litet tidsintervall kring tidpunkten 30 s i a-uppgiften, kan vi anta att
momentanhastigheten hos héjdférandringen vid tiden 30 s dr ungefar lika stor som medel-
hastigheten i féregdende uppgift.

Slutsats: Vattennivan sjunker ungefar med hastigheten 0,5 cm/s vid tidpunkten 30 s.

SVAR: a) -0,5cm/s b) -0,5 cm/s

OVA 1 « BEGREPP OCH PROCEDUR

2001 Bestim grafernas medellutning mellan
de markerade punkterna.

a)
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2002 f(x) = x°. Bestdim dndringskvoten
f4)-fQ)
4-2
2003 Visa grafiskt och bestdm dndrings-
kvoten i intervallet -1 < x < 2 for

funktionerna
a) f(x) =-x b) g(x) = x*
c) hix)=-x*

OVA Il » FLERA FORMAGOR

2004 For behallaren i exemplet pé s. 70
beskrivs héjden av sambandet
h(t) = 0,025(40 - £)°. Hojden h(t)
anges i cm och tiden ¢ i s. Bestim
medelvirdet for hur snabbt vatten-
nivan dndras

a) mellan tidpunkterna 0 s och 10's
b) mellan tidpunkterna 10 s och 20 s
c) mellan tidpunkterna9soch 11s

2005 Anvind resultatet frén laimplig
deluppgift i dvning 2004 for att
bestamma hur snabbt vattennivan
ungefir dndras vid tidpunkten 10 s.

2006 Vid uttdmning av vattnet i exemplet
pé s. 70 och évning 2004 beskrivs
hojden A(t) cm som funktion av
tiden ¢ s av modellen
h(t) = 0,025(40 - )2 Har modellen
nagra begrisningar?

2007 Da en kula sldpps pa en lutande bana
beskrivs dess rorelse av sambandet
s(t) = 2,5¢. Stréckan s(¢) anges i m
och tiden t1is.
a) Vilken medelhastighet har kulan
under den forsta sekunden?

b) Vilken medelhastighet har kulan
fran ¢ = 0,30 till ¢ = 0,502

2008 Grafen visar hur strickan hos ett
accelererande féreméal beror av tiden.
I grafen finns dven en sekant och en
tangent utritade.

stm) AT T TERET
jp Ly S W I N S S N -

20 -

-
>

25 Hs)

Bestim

a) medelhastigheten under de tio
forsta sekunderna

b) momentanhastigheten da ¢ dr 5,0 s

2009 Bestim for rorelsen som illustreras
av grafen i 6vning 2008
a) medelhastigheten mellan tid-
punkterna 0 s och 5s

b) medelhastigheten mellan tid-
punkterna 5 s och 10 s

* 2010 Vid fritt fall beskrivs fallstrickan
s(t) m som funktion av tiden ¢ s av
sambandet s(t) = 4,9t2.

a) Bestdm s(2,0) och ange med ord
vad du har bestamt.

b) Bestim 2.9 ,eh ange med ord

>

vad du har bestamt.
$(4,0)-s(1,0)

4,0-1,0
med ord vad du har bestimt.

c) Bestim och ange
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% 2012 For flx) = x* giller foljande dndrings-
kvoter. Bestim konstanterna a, b
respektive c.

o f@=f0

* 2011 Graferna i inledningen beskrev hur
vattennivéan i en behéllare dndrades
med tiden. Ett samband mellan
hojden A(t) cm och tiden ¢ s ges av
h(t) = 6,0 - t'-.

a) Bestdm, med hjélp av sambandet, =t
medelhastigheten hos hojdfor- b) f@b)-f(b) -6
dndringen mellan tidpunkterna g
1 s och 27 s och jaimfor med den 9 f(4i)—§(2) s

c—

grafiska bestimningen i inled-
ningen.

b) Frén tiden O s till ¢ s 4r medel-
hastigheten hos hojdférandringen
0,375 cm/s. Bestdm t. o

Ord och begrepp
Koll pa avsnittet

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 2.1

Avgor for varje pastaende om det dr sant, falskt eller sant om (sant under vissa
forutsattningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dér det dr mojligt.

Galileo Galilei inforde begreppet derivata.

En sekant dr en rét linje som tangerar en kurva i en punkt.

En sekant kan anvandas for att illustrera medellutningen hos en kurva

mellan tvd punkter.
En tangent skar en kurva i minst en punkt.

En dndringskvot anger hur snabbt en funktions virden férandras

mellan tva punkter.

@ 00 O©O00°

Hastigheten vid en speciell punkt kallas f)] Svar med motiveringar
L finns pé lirarwebben.

momentanhastighet.

72
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2.2 Derivata

| det férra avsnittet behandlade vi framfér allt dndringskvoter, vilka anger ett medelvarde av
forandringshastigheten hos en funktion i ett intervall. Vi ska nu ga éver till att studera forand-
ringshastigheten hos funktioner i en enda punkt. Fér att kunna géra det krévs ett nytt begrepp,
derivata.

Grafisk tolkning av derivata

Vi bérjar med att studera en grafisk tolkning av derivata.

-8 -7 6 -5 -4 -3 2 1

0

I figuren &r grafen y till en funktion f(x) ritad. | punkten med x-koordinaten 5 har grafens
tangent ritats. Tangenten har i denna punkt samma lutning som grafen. Fér att bestimma
tangentens lutning anvands en triangel med hojden Ay och bredden Ax. Det ger lutningen

Det innebdr att férandringshastigheten r 2 hos funktionen f(x) d4 x = 5. Denna férandrings-
hastighet kallas ocksa derivata. Om y = f(x), skrivs derivatan y' = f'(x) och lises "y-prim" eller
"f-prim-x". For den aktuella punkten giller dirmed att f/(5) = 2.

Att f'(5) = 2 innebdr alltsa att funktionens forandringshastighet eller derivata har vérdet 2
dd x=5. Man kan ocksa sdga att grafens lutning 4r 2 dd x = 5.

R oy S Da e Brdllaa® ) s oy Ly (P o

(11
NDE:

o

e N e B - o B Ty 2

- -
I

Bl B L B G A

oMy =f(x) GRLLER FOLIA

y|'=‘ f;’(x)ll'an_gtgl1 funktgg" negs_ciefi_\_/éj;a‘ l ol :
f'(a) anger funktionens derivata eller férindringshastighet dd x = a.
Grafiskt anger f'(a) kurvans lutning di x = a.

A aa o mm o an ad s an g an
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= OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR 2016 Kombinera de pastienden som
" . ) .
-3 Tangenter och derivata 2013 I grafen till f(x) ér tre tangenter b assa? thop for en deriverbar
?é inritade. Bestim funktion f(x).
i | figuren finns grafen till funktionen f(x) = x* samt tva tangenter. ' A:f(x)<0 B:f'(x)>0
Bestim a) f(-4)  b) f(0) <) f(2) C  -
2 £(1) b) f'=2) df4 o fO) DI f e =0
) D: Funktionen f(x) 4r vixande.
LOSNING:

AN 4[] E: Funktionen f(x) har en lokal

Lutningen hos en tangent i en punkt ger derivatan i punkten.
g g punkt g P extrem- eller terrasspunkt.

For att bestimma derivatan bestimmer vi tangentens lutning k
genom att anvdnda tva punkter pa tangenten.

a) Punkter: (1, 1) och (2, 3)

2 R22) F: Funktionen f(x) dr avtagande.

2017 Ifiguren visas kurvan y = f(x).
Los med hjilp av kurvan ekvationen

ill fi(x)=0.
f(ly=k=2 B -
] YA
b) Punkter: (=2, 4) och (-1, 0) L Lgl—|
_ Ay _ 04 _-4_, \
Ax  -1-(=2) 1 N |
f(=2)=k=-4 2014 Grafen till f(x) visas i figuren. i i f
Uppskatta med hjélp av grafen f'(1). il
SVAR: a) f(1)=2 b) f(=2) =—4 P ) P grafen f'(1) ]
YA feas
= -

Tolkningar av uttryck och ekvationer

Nir en kula faller fritt bestims dess fallstricka av sambandet s(t) = 4,9t2,

dir s(t) 4r strackan i m och t r tiden i s. Vad far man veta genom att 2018 Tvilken eller vilka av de markerade

punkterna pa grafen till f(x) ar
) f)=0  b) fx)=0
) f'(x) storst d) f'(x) minst

a) bestimma vardet av uttrycket s(2)
b) bestimma virdet av uttrycket s'(2)

c) l6sa ekvationen s(t)=2
d) ldsa ekvationens'(t) =2
SVAR: 2015 | figuren visas grafen till

I a) s(2) m anger sammanlagd fallstricka efter 2 s. f(x) = ~1,5x + 3. Bestdm f'(2).

| f b) s'(2) m/s anger hastigheten dd det har gétt 2 s.
¢) Losningen pa ekvationen s(t) =2 ger den tid i s det tar for kulan att falla2 m.
‘ d) Losningen pa ekvationen s'(t) = 2 ger den tid det tar i s for kulan att nd hastigheten 2 m/s.

-
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% 2021 Temperaturen i en bastu ér f(£)°C . . | Simuleri
da det gitt t minuter efter att den har UPPSkat.IEnIn.g av .de"vata med ((:D) .
satts pd. Tolka foljande likheter. Symmetr isk a“d""gs kvot
a) f(0)=15 Tank dig att du vill bestamma f'(1) for funktionen f(x) = x? grafiskt med hjélp av en tangent.

b) f(15) = 42 Det dr inte alldeles litt att fa ett bra virde utan tekniska hjilpmedel som exempelvis ett graf-
0) f(15)= 1.8 ritande program. Det 4r svart att rita bdjda kurvor fér hand och svart att dra tangenter korrekt.
d) 1'(90) = -0,6 Ett alternativ dr att anvanda en symmetrisk dndringskvot i ett litet intervall kring x = 1.

Med symmetrisk dndringskvot menas att intervallets dndpunkter i det har fallet ligger p4 varsin
sida om och lika langt fran x = 1. Man kan t.ex. bestimma andringskvoten mellan x = 0,9 och
x=1,1. Det ger som regel ett bra nirmevirde till derivatan fér x =1,

* 2022 Mingden vatten i ett badkar ér
V(¢) liter vid tiden t minuter efter
20.00. Stall upp det uttryck eller den
ekvation som kan anvdndas for att

. N besvara foljande fragor. .
‘ OVA Il «+ FLERA FORMAGOR ) H ket vatten finns det i ;
a) Hur mycket vatten finns det i A% . c .
‘ * 2019 Da en sten kastas upp i luften ar dess badkaret kl 20.45? ;‘é Uppskattning av derivatans virde
hojd h(t) m efter ¢ s. Vad far man b) Hur snabbt andras mingden w  flx)=x* Uppskatta virdet hos f'(1) genom att undersoka forandringshastigheten i ett
veta genom att tten i badkaret k1 20 5g5? litet intervall som ligger symmetriskt kring x = 1.
va adka 552
a) bestimma vérdet av uttrycket h(3) ¢) Nir finns det 150 1 vatten i LOSNING:
b) bestimma vérdet av uttrycket 4'(1) badkaret? Uppgiften kan I6sas utan graf men vi ritar férst y A
c) losa ekvationen h(t) = 12 d) Nér minskar vattenméngden en graf med en tangent i punkten (1, 1) fér att 2+
. d) 16sa ekvationen F'(£) = =10 med 30 1/min? kunna jamféra funktionens graf och tangenten
: . e) Med vilken medelhastighet toms MAeE L aRURl PR,
* 2020 Hojden h(t) m 6ver marken beskriver . ; X . [
liget hos en kastad sten efter £ s badkaret mellan 20.55 och 21.00? Derivatans vérde fas genom att bestimma
V?lken dlutsats kan man dra av E'Itt tangentens riktningskoefficient. De markerade (1.1,7.27)
punkterna i figuren ligger inte p4 tangenten &

h'(t) <02

men pé grafen till f(x) = x%. Eftersom grafen och (0.9,081)

tangenten ndstan sammanfaller i ett litet omrade
Gruppaktivitet kring punkten (1,1), anvander vi dessa punkter
for att fa ett narmevirde till £(1).

BESTAM DERIVATA NUMERISKT

s
= Y

Oavsett om ni arbetar med en grafritande riknare eller med ett datorprogram som exempelvis GeoGebra,

FOD-F09) _1.7-09"_121-081_04 _,

' finns det méjligheter att |4ta raknaren eller datorprogrammet rita tangenter och bestdmma derivatans (1) = = -
; virde. Ta reda pa och undersok dessa majligheter genom att med hjalp av nagot tekniskt hjdlpmedel 1,1-0.2 11-0,9 11-09 0.2
exempelvis forsoka bestimma SVAR: f'(1)=2

f'(1) dafix) =x*
f'(=2) da fix) = x> ==
f'(3)dafix)=2x2—4x+5
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2023 Bestim ett narmevérde till f'(3)
for funktionen f(x) = 3x* genom
att bestimma den symmetriska

f3.1)-f(2,9)

sndrineskvot
andringskvoten 31229

2024 Bestim ett ndrmevirde till f'(4)
for funktionen f(x) = 2* genom
att bestimma den symmetriska

dndringskvoten w
4,1-3,9

2025 Bestim ett nirmevarde till f'(-1)
for funktionen f(x) = x’ genom
att bestamma den symmetriska

+ 2028 PFunktionerna A-C som ges nedan

har den gemensamma egenskapen att

Py =1

Jamfor detta virde pé derivatan med
varje funktions symmetriska dnd-
ringskvot mellan x = 0,5 ochx=1,5.
Formulera en slutsats..

A f(x) =

3

x4 X

X Bif=2
0 fx) s

x?

le(x) = 7

I foregdende uppgift jamférde du hur
bra nirmevirden du fick for olika
funktioner da du anvéinde andrings-
kvoter i samma intervall. Nu ska du

H wall  Teorigenomgan
Funktionen y = kx + m genomging

Hittills har vi bestdmt derivatan med hjdlp av tangenter. Vi har ocksa uppskattat derivatans
vérde i en punkt genom att bestimma dndringskvoter i smd intervall kring punkten. Nu ska vi ga
over till exakt bestdmning av derivatan.

Vi borjar med att studera funktioner av typen y = kx + m. Eftersom graferna till dessa ar rata lin-
jer med riktningskoefficienten k innebir det att férandringshastigheten ar konstant och lika med
k oavsett vdrdet pa x. Detta medfor att derivatan ar lika med riktningskoefficienten, y'= k.

Med begreppet linjdr funktion avses ibland funktioner av typen y = kx medan begreppet i
andra sammanhang avser funktioner av typen y = kx + m. | fortsittningen anvinder vi begrep-
pet for funktioner av typen y = kx + m.

Funktionen y = kx + m har derivatan y ‘= k for alla viirden pa x.

andringskvoten f(=0,9)- f(-=1.1) undersodka hur intervallets storlek g;‘ Paiple N .
-0,9-(=1,1) paverkar nirmevardet. =  Riktningskoefficient och derivata
2026 Bestim ett nairmevarde till f'(1) For funktionen f(x) = x* giller det att Eé B)estim; der3|vatan y'da : Ny .
genom att bestimma den symmet- f'(2) = 32. Gor en uppskattning av ey Yy =ass y=—+ cy= |
riska dndringskvoten mellan x = 0,99 f(2) genom att anvinda dndrings- LOSNING:
och x = 1,01 for funktionen kvoter i intervallet For funktioner av typen y = kx + m ar derivatan lika med funktionens riktningskoefficient, k. ‘
a) f(x)=2x° a) 1<x<3 b) 1,9<x <21 Funktionerna har i tur och ordning riktningskoefficienterna I
| b) f(x) = 10° Q) 1,99 < x < 2,01 ;”i:“ b b)kZ‘z o=t |
et ger svaren som foljer nedan.
I c) flx) = Jx Vilka slutsatser kan du dra av din 2 - . J . ) . , '
e Notera sdrskilt att derivatan av en konstant funktion som i c-uppgiften 4r noll eftersom dess graf ‘
‘ undersokning? . N el
| dr en vagrit linje. :
OVA Il + FLERA FORMAGOR % 2030 Uppskatta '(0,50) genom att vilja SVAR: a) y'=4 b) y'=—2 0) y'=0

2027 Hastigheten v(f) m/s hos en bil lampliga symmetriska dndrings- CHy [ - T wl i B

|

[ beskrivs av funktionen v(f) = 2,54, kvoter. |
diar t anges i enheten sekunder. a) f(x)=x*+3x-2 !
Medelaccelerationen a_m/s? i ett b) £(x) = Jox+2 Bestam derivatan y ' for en funktion y, dd dess graf &r en rit linje genom punkterna

l tidsintervall bestims ava = & (1,3)och (6, -7). | -

At 0 flx) =+ LSNING: |
a) Bestim medelaccelerationen B ING: |
mellan ¢ = 0 och ¢ = 2,0. Vi bestammer linjens riktningskoefficient:

b) Bestim medelaccelerationen

mellan t = 2,0 och t = 4,0. )
_ Det innebdr att y '=-2. ‘
¢) Bestim medelaccelerationen |

mellan t = 4,0 och ¢ =5,0. SVAR:y'=-2 |

d) Férklara dina resultat. —_— . = - |

Derivata hos rita linjer genom givna punkter
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EXEMPEL

Bestim linjens ekvation

For en linjar funktion y géller att y "= 3. Dess graf gar genom punkten (2, 5).

Bestdm linjens ekvation.

LOSNING:
Linjens riktningskoefficient k = y '= 3.

For att bestimma linjens m-varde, staller vi upp rata linjens ekvation och sétter in kdnda vérden:

y=kx+m

5=3-2+m

m=5-6

m=-1

Det ger oss linjens ekvation: y =3x —1

SVAR: y=3x-1

OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR

2031

2032

2033

Bestdm y .

a) y=2x b) y=2

Bestdm f'(x).

) f@=%-2 b fw=2+3
I f@W=-3 &) f)=2-2

I figurerna aterfinns tre funktioner
av typen y = kx + m. Bestim
derivatan for dessa funktioner.

a)

KAPITEL 2 ; DERIVATA

b)

=

u"

2034 Bestdm derivatan for en linjar funk-

2035

2036

200 =t-

100 =

tion som gir genom punkterna
a) (-3,1)och (1,5)
b) (-4, 5) och (4, 9)
c) (-1,1)och(1,1)

Derivatan y’= -2 fér en linjér funk-
tion y. Dess graf gar genom punkten
(-2, 7). Bestam linjens ekvation.

I figuren aterfinns grafen for fird-

strickan s(f) km som funktion av

kortiden t h vid en bilresa.

a) Ange funktionen s(f).

b) Bestim s'(¢) och forklara vad
derivatan anger f6r bilresan.

y M s k) . ‘

N
7
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2037

En fallande stens hastighet v m/s
efter t s ges av v(t) = 9,8t

a) Vad anger v'(t)?
b) Bestim v'(t).

2038 For en linjir funktion y giller att

»'= 3. Dess graf gar genom punkten

2,9).

a) I'vilken punkt skdr den rita linjen
y-axeln?

b) Tvilken punkt skir den rita linjen
x-axeln?

2039 For en linjdr funktion géller att

f)=2.

a) Bestdm f'(3) och motivera ditt
svar.

b) Bestdm f'(a), dér a dr ett god-
tyckligt tal.

* 2040 For en linjdr funktion f(x) géller att

¥*

2041

* 2042

* 2043

f(2) =f'(2) = 5. Bestdm funktionen.

@

For en linjar funktion f(x) giller
att f(%2) = f'(%) = %. Bestim funk-
tionen.

Bestdm derivatan for en linjar funk-
tion som gar genom punkterna

a) (-a,b)och(a, b),a=0

b) (a,b) och (b,a),a=b

¢) (-3a, 2b) och (2b, -3a),
2b6+3a20 (M

For tva linjdra funktioner f(x) och
g(x) géller att f'(x) = -2 och
g'x)= —;— De skir varandra i
punkten (2, 2).

a) Bestim funktionerna.

b} Bestim vinkeln mellan de rita
linjerna i funktionernas grafer.

T
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Analys av en kulas rorelse

Teorigenomgéng
(CD\) Simulering
En kula satts i rullning nerfor en backe. Dess s A
ldge s(t) m som funktion av tiden t s ges av
s(t) =12 i

Vi ska undersoka kulans medelhastighet fran
tiden 1 s till tiden t s, for olika varden pat. 10
Eftersom medelhastigheten bestdms av

sambandetv_= % , ska vi bestamma virdet 5]

av olika dndringskvoter. Gemensamt for

dessa kvoter dr att de algebraiskt kan skrivas

(se figuren) 0
_ 2_1q2 _

, _s)=s) _ 71 @+ 1)=t+1,t¢1.

" t-1 t-1 t=1

Konjugatregeln anvands for att skriva om uttrycket t2 — 17 i férenklingen ovan.
Hastighetens medelvirde ges alltsdavv_=t+1.

Grafiskt kan dndringskvoter tecknas med hjélp av de aktuella punkterna. Dessa illustreras i figu-
rerna av de grona sekanterna. Den réda linjen dr en tangent till kurvan i punkten (1, 7).
Den har lutningen 2.

For algebraisk bestimning av medelhastigheterna anvands (enligt ovan) formelnv_=t+1.

0 ' | i : :
0 7 1 2 3 : ,
Figur1,t=4: Figur2,t=3:
Algebraiskt:v_=4+1=5 Algebraiskt:v_=3+1=4
Grafiskt: v _ i R Grafiskt: v _ il
-1 3 3-1 2

KAPITEL 2 ; DERIVATA

Figur3,t=2: Figur4,t=11:

Algebraiskt: v =2+1=3 Algebraiskt: v_=1,1+1=2,1

Grafiskt: v_= il =3 Grafiskt: v_= 2l L0l =21
2-1 1 11-1 0,1

Slutsats: Oavsett om vi anvander algebraisk eller grafisk metod kan vi konstatera att medelhas-
tigheten v_narmar sig vérdet tva dd x narmar sig virdet ett.

For att bestdmma hastigheten, s'(t), hos kulan just dd t = 1 kan vi, eftersom t # 1, studera
grénsvérdet av dndringskvoten da t gar mot virdet ett (enligt kapitel 1):

- 2_q2 _
S'(1)=Iim5(t) s(1) im0 =|im(t+1){t n=|im(t+1)=2
t—1 t—1 t=1 -1 t—1 t—1 t—1

Hastigheten hos kulan da t = 1 far vi med andra ord genom att bestimma grinsvirdet av
medelhastigheten da At gar mot noll. Denna hastighet bendmner vi s'(1). Med ord kan vi ut-
trycka det som att kulans hastighet di t =1 4r derivatan av strackan s(t) dat =1

[N | ' ’

=\
‘ b .‘_ } 33

-
s
.‘ ‘;
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Derivatans definition
Vi har nu sett hur man kan definiera derivatan i en punkt for funktionen s(t) = t2. Vi ska ga 6ver
till hur man kan definiera derivatan i en punkt fér en godtycklig funktion f(x).

Lat oss anta att vi vill tillverka ett uttryck for derivatan av f(x) i punkten x = a. Da kommer

s'(1) = Iim%':“) fran foregdende avsnitt ersttas av () = IimM.
t— 1 _ X—>a X—-a

Detta gransvirde &r ett sitt att definiera en funktions derivata i en punkt x =a. Om man ersitter
xmed a + h i den definitionen far vi ett annat sétt att definiera derivatan:
fa) = lim flat h)—fa)
h—0 h
Om x = a + h géller ndmligen att h = x — a och att x — a kan ersdttas av h — 0. Det betyder att

bada uttrycken &r identiska trots att de 4r skrivna pa tva olika satt. Jamfér gérna de tva figurerna
for att Overtyga dig om det.

y A y A
y=f(x) y=Ffx)
(x, f(x)) (a+h, flath))
o) — fea) fla+h) - f(a)
(a, f(a)) (a, f(a))
| x-a i /T h i
Z o a X . a a+h o

Vi har nu visat att man kan definiera derivatan f'(a) fér en funktion f(x) i punkten x = a pa tva satt

DERIVATANS DEFINITION | EN PUNKT X = 2
Fa) =lim =M@ _ i, -———————ﬂa*hf:‘ﬂa)

x=a  X-—27 h—=0

Om gransvirdet existerar for alla x i definitionsmangden till f(x), sdgs funktionen f(x) vara
deriverbar. Derivatan blir da en ny funktion, f'(x), som ges av gransvirdet

F(x) = ,l,'_rﬂ) fix+ hf: - fix)

Derivatans definition kommer du att anvdnda manga ganger for att bestimma derivatan for
olika funktioner. Féljande exempel visar en modell f6r hur man kan ga till vaga och som kan
anvidndas for de allra flesta funktioner som du stéter pa.
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EXEMPEL

Derivatans definition for en linjdar funktion
Bestdm med hjélp av derivatans definition f'(x) dd f(x) = 3x + 4

LOSNING:
Vi ska anvidnda derivatans definition
f'(x) =lim _f(x d h;_f(x) .

h—0

Vi bérjar ddrfor med att teckna och férenkla uttrycket f(x + h).

fx)=3x+4 - =
fix+h)=3(x+h)+4=3x+3h+4 x ersdits med x + h i funktionsuttrycket.

FO) = lim fx+h)-fx) _ i Bx+3h+4)-(3x+4) _ im 3x+3h+4-3x-4 _
h—0 h h—0 h h—0
=|im3 =3
h—0

SVAR: f'(x)=3

3h _

h—=0 h

Derivatans definition for potensfunktion av grad 2
Funktionen f(x) = 3x? 4r given. Bestim med hjilp av derivatans definition
a)f'(4) b) f'(x)

LOSNING:
a) f(4)=3-42=48
f(4+h)=3(4+h)?=3(42+8h + h?) =48 + 24h + 3h?

— 2 2
Fay= fim AT =F4) _ . 48+24h+3h°-48 _ i 24h+3h" _ . h(24+3h)
=0 h h=0 h h—0  h h>0
=lim(24+3h)=24
h—0
Slutsats: f'(4) =24
b) f(x)=3x?
fx+h)=30x+h)>=302+2xh + h?) = 3x% + 6xh + 3h?
= 2 2 2 2
F) = lim fx+h)-fx) _ fim 3XH6xh+3h"=3x" _ i) 6xh+3h” _ i P6X+3R) _

h—0 h h—0 h h—0 h h—0

=lim(6x+3h) =6x
h—0
Slutsats: f'(x) = 6x

SVAR: a) f'(4)=24 b) f'(x)=6x

h
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* 2047 a) Bestim med hjilp av
derivatans definition f'(x) da
f(x)=-3x"+3x+ 1.

b) Anvind resultatet fran a-

OVA Il - FLERA FORMAGOR

* 2044 Bestim med hjélp av derivatans
definition

a) f'(x)daf(x)=-2x+4
b) f(x)daf(x)=x+m

c) Vad ér riktningskoefficienten for
c) f'(x)daf(x)=kx+m

en tangent till kurvan i punkten

* 2045 Bestdim med hjalp av derivatans (1, 1)

uppgiften for att bestimma f'(1).

definition +* 2048 Vad berdknar man med hjilp av
a) f(2)daf(x)=x foljande gransvirden?
b) f[(2)daf(x)=x*+3 . f(h)- f(0)
a) lim=———~—=
) f(2) daf(x) = x* + 3x o h
i s(t+h)-s(t)
* 2046 Bestdm med hjilp av derivatans b) r h
definition
. s(t)—s(a) Zaadl  Ord och begrepp
a) f(x) da f(x) = 4x? ) ltlif}—t_a i Koll pa avsnittet
b) f'(x)daf(x) =4x*+5 -
¢) f(x) da f(x) = 4x* + 5x G
DERIVATA AV POTENSFUNKTION
Anvind definitionen f'(a) = IimM
x>a  x-a

och upprepad anvindning av konjugatregeln
for att bestimma derivatan av f(x) =x* dax =1
och dérefter dax=a.

i
2
E

Ve
REFLEKTERA OCH DISKUTERA 2.2
Avgor for varje pastaende om det dr sant, falskt eller sant om (sant under vissa
forutsittningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dar det &r mojligt.
@ Crafiskt & lutning samma sak som derivata.
© Andringskvot dr samma sak som derivata. -
€ Derivatan av en linjdr funktion f(x) dr oberoende av x.
@ Derivatan av y = kx + m r oberoende av m.
© Derivatanavy =kx+m gesavy'=k.
@ Definitionen av derivata skrivs f'(x) = Ixmw E\r/]ir’sr;zcliar;?\t,:l\g;rﬁar
S
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Teorigenomgang

2.3 Deriveringsregler for
potensfunktioner

| foregéende avsnitt inférdes derivatans definition och med hjdlp av den har du visat (6vning
2044) att derivatan av den linjara funktionen f(x) = kx + m 4r f'(x) = k. | 6vning 2046 har du
bestdmt derivatan av f(x) = 4x?och fétt den till f'(x) = 8x. Fér den linjdra funktionen som har
gradtalet 1 géller att derivatan av den har grad 0. Fér andragradsfunktionen som har grad 2
géller att derivatan av den har grad 1.

Deriveringsregel for potensfunktioner med
positiv heltalsexponent
Viska nu hirleda en regel for derivatan av potensfunktioner f(x) = ax” .

Vi bérjar med att 1ata n vara ett heltal stérre dn noll och tillimpar derivatans definition pa funk-
tionen.

f'(x)=lim fxe -0 _ lim alx+h)'-ax" _ i Al hY' =)

h—0 h h—0 h h—0

((x+hA)"=x")

| uttrycket dr a en konstant som inte paverkas av h. Vi kan darfér bryta ut a

fran griansvirdet ochfa f'(x)=a- “mw
h—0
Det finns metoder for att utveckla taljaren (x + h)" — x” men de ingar forst i kurs 5. Vi ndjer oss

dérfér med att bestdimma derivatan for nagra virden pd exponenten n.

Forn=1harvif(x)=axoch f'(x)=a- Iim(—Xﬂa’i- Iimﬁ=a- liml=a

h—=0 h h—0 h h—0
2 2 2 2 2

Forn =2 har vif(x) =ax?och f'(x) =a- Iimwaa- Iimﬂ+h—_x=

h—0 h h—0 h
2
=a- Iimm=alim(2x+h)=2ax
h—0 h h—0

For att bestdmma derivatan da n = 3 behéver vi utveckla (x + h)?. Vi borjar med att géra det:
x+hP=(x+h)(x+hY=(x+h) 2+ 2xh+h?) =X+ 2%h + xh? + hx* + 2xh* + h® = x* + 3x°h + 3xh?> + A?

Dérefter fortsitter vi med:

(x+hy-x’ - lim X’ +3x°h+3xh*+ B =X —a lim 3XCh 3 R

h—0 h h—0 h h—0

KAPITEL 2 ; DERIVATA

=a: Lirrg)(sz +3xh+ h?) = 3ax?




Vi skulle kunna fortsatta att berdkna f'(x) for ytterligare vdrden pan >0,

men vi ndjer oss med att sammanstilla resultatet i en tabell.

Vi ser att derivatan av en potensfunktion dr en ny potensfunktion dar

exponentens virde har minskat med ett. Vi kan formulera féljande regel.

Potensfunktionen f(x) = ax", n positivt heltal har derivatan f'(x) = anx"-"

ax a
ax? 2ax
ax? 3ax?

s

1y

i
£ad

Derivera potensfunktion

Anvind deriveringsregeln och bestam f'(x)
a) f(x)=x" b) f(x)=5x*

LOSNING:

X
4

Derivatans virde

Bestam f'(1) om

a) fx)=x’ b) f(x)=-3x?

LOSNING: : Bl o i
Derivera funktionen.

a) Ffx)=x’ =
Fi(x) = 5x* Séttinx =1
f(1)=5-1"=5

b) f{x)=-3x>
f'(x)=-3-2x=-6x
f(1)y=-6-1=-6

SVAR: a) f(1)=5 b) f'(1)=-6
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2049 Derivera

a) f(x)=x"
b) f(x)=x*
) fix) = x>
d) f(x)=10?
2050 Derivera
a) f(x)=5x
b) f(x) = 6x*
0 fla)=-7
d) f(x) =36
2051 Bestim f'(3) om
a) f(x)=x
b) f(x) =3x
¢) flx)=0,3
d) f(x)=3x

2052 Bestdm f(-2) och f'(-2) om
a) f(x)=20x
b) f(x) = 10x*
c) f(x)=5%
d) f(x) =2

2053 Bestdm f(x) och f'(x) for det
angivna x-virdet.

a) f(x) =x° ochx = -1
b) f(x) = 120x ochxzé
5) f(x)=4x3ochx=%
d) f(x) = ~7x?och x = 3

OVA 11 « FLERA FORMAGOR
2

2054 Funktionen f(x)= % ar given.

a) Vad betyder f(1)?

b) Bestdm f'(1) och forklara vad du
har berdknat?

¢) Vilken fraga far du svar pd om du
bestimmer f(x) = 1?

d) Vilken fraga far du svar pd om du
bestimmer f'(x) = 17

2055 a) Rita i samma koordinatsystem
graferna till f(x) = 3x? och
g(x) = -3x.
* b) Los ekvationen f(x) = g(x) och
forklara vad du har bestimt.
% ¢) Los ekvationen f'(x) = g'(x) och
forklara inneborden av resultatet.

* 2056 a) Los ekvationen f'(x) =3
om f(x) = x°.
b) Tolka med ord resultatetia).

* 2057 I vilken punkt har grafen till
funktionen f(x) = 2x? lutningen

a) 24 b) -48 c)§

* 2058 En parkerad bil borjar rulla nedfor
en backe sa att den pd tiden ¢ sekun-
der rullar s meter dar s = 0,30¢2.

a) Bestdm bilens hastighet nir den
rullat i 4,0 sekunder.

b) Nar ér bilens hastighet 15 m/s och
hur langt har den rullat da?
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Deriveringsregler for summor
av funktioner

Lat f(x) och g(x) vara tva funktioner. Vi bildar deras summa h(x) = f(x) + g(x)
som &r en ny funktion. Vi anvinder derivatans definition pa h(x) och far

_ i fX )+ g G+ )~ (F(x) + (X))

H(x) = Lmh(x+h;—h(x)

h—0 h
_ flx+h)+gx+h)-flx)-gx) . fix+h)-flx)+gx+h)-gx) _
lim =lim
| h—0 h A h
i (X =f 00 glxr =gy, FOxeh=F00 o, 802800 _ i 1 g
I Ly h h h=0 h h—0 h

i Vi har visat en regel fr derivatan av en summafunktion.

Om h(x) = f(x) + g(x) sa dr h'(x) = f'(x) + g'(x)

En polynomfunktion f(x) 4r en summa av potensfunktioner med icke-negativa heltalsexponenter.

n n-1
= ..+ax+a
f(x) ax"+a x"+..+a A

Derivatan av en polynomfunktion 4r med regeln ovan summan av derivatorna av de

ingdende potensfunktionerna.

I Derivatan av en polynomfunktion ir summan av derivatorna av de ingdende potensfunktionerna.

n n=1
= ..tax+a
f(x) ax'+ta x4+ ’ )

. . -2 . .
(n=") x"?+.+a, 2 x+a,

' — . . =1
‘ fix)=a -n-x""+a_,

5
wl
E Derivata av polynomfunktion
|
ﬁ Bestdm derivatan av
u a) F)=x>+2x+1 b) g(x)=5x> —x*+x
f LOSNING: i
a) fx)=x*+2x+1 Derivera var och en av potensfunktionerna.

f'x)=2x+2
b) g(x)=5x-x"+x
g (x)=5 3x2 =+ 1=15 -2 +1

SVAR: a) f'(x)=2x+2 by g'(x)=15x*-2x +1

| 90 KAPITEL 2 ; DERIVATA

En helikopters hastighet

En helikopter stiger rakt upp i luften. Dess avstdnd s m ovanfér

y
, {
marken efter t sekunder kan beskrivas med funktionen s(t)= Ol ‘f ”

a) Hur hogt har helikoptern stigit pa en minut? *’
b) Vilken medelhastighet har helikoptern under den férsta minuten?
c) Vilken hastighet har den efter en minut?

LOSNING:
a) Tiden mits i sekunder vilket betyder att t = 60 ska sittas in i s(t) =

2
Vi far 5(60)=6OT+60= 1220 .

Btz
3

5(60)=5(0) _1220-0 _
60-0 60
P4t
3

b) Medelhastigheten i m/s bestims av dndringskvoten

20

c) Hastigheten efter 60 s dr s'(60). Vi deriverar funktionen s(t) =
s’(t)=2t+1 2-630+1z

och far

.Déddrs'(60) = 40

SVAR: a) Den har stigit 1,2 km pd en minut.
b) Medelhastigheten under forsta minuten ar 20 m/s.
¢) Hastigheten efter en minut dr 40 m/s.

OVA | + BEGREPP OCH PROCEDUR

2059

2060

2061 Bestim derivatans virde dd x =0
a) f(x) =10x* - 20x +15
b) f(x)=1-3x-5x°
c) gx)=4x+7x+3

Bestdm y".
a) y=5x"-7x+ 11
b) y=4x’+ 0,54

3
¢) y=9-12x d) h(x) = X 7%
d) y=x"-x 2062 Bestim
Derivera a) f'(1) om f(x) = 3x* - 5x2
a) flx)=9x"+15x-6 b) g'(-1) om g(x) = 6x* — 2x + 100
3 2 2
b) g(x)=2%+5% &) h'(2) om () =24 - 2 ~3x
O h(x) = 3x* -5 d) s'(5) om s(£) = 100 + 15¢
12

d) s(r)=8t-5¢
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2063 Det tar 2,0 minuter for ett pendeltag

att fardas fran station A till station B.

Téagets avstand s km fran stationen A

efter t minuter kan beskrivas med

funktionen s(t)=t* - % .

a) Hur langt ar det mellan statio-
nerna?

b) Vilken medelhastighet har taget?

¢) Vilken hastighet har taget efter
1 min?

d) Los ekvationen s'(t) = 0,50 och
forklara vad du har beriknat.

2064 En boll kastas uppat och dess
hojd h meter efter ¢t sekunder kan
beskrivas med funktionen
h(t) = =5,0£2 + 20t + 8,0.

a) Bestdm bollens maximala
hojd. @
+ b) Vilken hastighet har bollen nér
den traffar marken?

* 2065 Ivilka punkter har funktionen
f(x) = 2x° + 2x — 5 lutningen 267

* 2066 f(x)=ax*+ bx.
a) Bestam konstanterna a och b sa
att f(1) =2 och f'(1) = 0.
b) Vad vet du om funktionen utifran
f(l)=20chf'(1)=0

c) Rita funktionens graf.

* 2067 Bestim ekvationen for tangenten till
kurvan y = x* - x> — x + 2 i punkten

(L) @

** 2068 f(x) = —x Ekvationen f(x) = f'(x)
har en 16sning x = a > 0.
Bestdm a och f(a).

% p
DERIVERINGSREGELNS BEVIS UTMANING
Omvandningen till konjugatregeln ger att 22 — b?=(a - b)(a + b).

Allmiént géller att
(Ma"~b"=(a-b)a"+a" *b+a" b’ +...+ab" >+ b""), n positivt heltal.
a) Overtyga dig om giltigheten av identiteten (1) genom att utféra multi-
plikationen i det hogra ledet. s
b) Anvind (1) och derivatans definition for att visa att potensfunktionen
f(x) =x", n positivt heltal, har derivatan f'(x) = nx"-".
¥ >
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Deriveringsregel for potensfunktioner

Funktionerna f(x) ot och g(x)=\/; ar exempel pa
X
potensfunktioner som inte har positiv heltalsexponent.

Funktionen f(x) = il = x"" 4r definierad for alla x = 0.
X

Vi ritar grafen och markerar nagra tangenter.
Gemensamt for tangenterna dr att de har negativ
lutning, dvs. f'(x) <0.

. Teorigenomgang

-1 1

Vibestdammer derivatan av f(x) A med hjilp av
derivatans definition. o
1 1
Fx)= lim f(x+h-Ff(x) —lim x+h x _
h—0 h h—=>0 h
X {x+h X—-(x+h)
= lim x(x+h) x(x+Hh) =lim x(x+h) =lim x=x-h =lim = lim =——
h=0 h b=0  h h=0 x(x+h)-h "Ox(x+hy-h t=0x(x+h) x°

Tilldmpar vi regen som vi har anvént for positiva heltalsexponenter pa f(x) =

BrviF(x) =1 x? ==L
X

=x" x#0

X |

vilket stimmer med det hirledda resultatet.

Funktionen f(x)=l. x# 0 har derivatan f'(x) =~ lz.xae 0.
X X

Funktionen g(x)= \/; dr definierad for x > 0. Vi ritar dess graf och markerar nigra tangenter.

8y
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Vi anvinder derivatans definition for att bestdmma g'(x).
g(x+h)—g(x)= lim v'x+h—\/;
h h—0 h

Vi forlanger med konjugatet till taljaren, vx+h + \/; och far |

“m{\jx+h—\/;)(v'x+h+\/;)

i h(\/x+1h+\/;)
1

Jdx 2x

Vi utfér dven derivering av g(x) = \/; = x? x>0 med hjalp av regeln som vi har tilldmpat pa

g'(x) =lim

h—0

. X+h-x . h .
=lim =lim =lim

1 —
hﬁoh(\/x+h+\/;) hﬁoh(\])<+h+\/j<) =0 [t h+dx |

potensfunktioner.

LS 1
gix)==—x? ==x’= =
2 2 ZX% 2\/;

Funktionen g (x)=+/x har derivatan g'(x) __1_ for allax > 0.
2Vx

Vi har for tva fall visat att deriveringsregeln dven giller ndr potensfunktionen har
en exponent som inte dr ett positivt heltal. Det gdr att visa att regeln galler for alla
reella tal men det ligger utanfér denna kurs.

ALLMAN DERIVERINGSREGEL FOR POTENSFUNKTIONER

Om f(x) = ax" s idr f'(x) = anx"!

94 KAPITEL 2 ; DERIVATA

Derivera potensfunktioner

Bestdm derivatan av

a) f(X)=£2— b) £(x)=3x ) f(x)=3x3
LOSNING:
a) f(x)=i2=x’2
X
flx)y=-2x"
g 2
f(X)=—;
1
b) f(x)=3Vx =3x2
Al
fi(x) =3 lX 2
2
f'(x) =_3_= 3
I x
2x2
4
c) fx)=3x3
1
fiix) =3-=x3
il
f(x)=4x3
SVAR: a) f 2 3 i ]
AR: a (x)=—; b) f(X)=ﬂ; ) f'(x) =4x3

Derivatans virde

Bestim g'(1) om g(x) = X+i.
X

LOSNING:

3 4 :
g(x)=x+==x+3x Derivera funktionen

X
3

g =1-1-3x"=1-=
3 X
g'(X)=1—¥=1—3=—2

SVAR: g'(1)=-2

Bestim virdet dax=1.
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OVA I « BEGREPP OCH PROCEDUR 2074 Bestim funktionens derivata for x = 1
2069 Derivera a) f(x)=(\/;—1)2

a) f=x* b) g)=x" o g -[x- 1)

<) f(x)=% d) 8(x)=% ¢) hx)=3Vx —2:x" +x

2070 Derivera :
3 e . . o
a) g(x)=F b) f(x)=x OVA Il * FLERA FORMAGOR

2075 Bestdm for funktionen f (x)=—£
x

3
Q) g)=8x*  d) h(x)=% o LAR=f0
h
2071 Derivera ¢) Forklara med ord vad du har
a) f(x)=2x——2; berdknat ia) ochib).
x

. l+x+x>+x°
* 2076 Derivera f(x)=—"—"",—""— 0
x

b) g(x)=4x -7
2 3 *% 2077 Anvind derivatans definition for att

2 M ;+7 bestimma f'(x) d& f(x? =ax,

d) g(x) = x%° — x*2 a reellt tal > 0.

*% 2078 Kraften F N mellan tva kroppar beror
av deras inbordes avstand x meter

2072 Bestim

2) (1) omf(x)=1—%

enligt sambandet F (x)= %, diar C ar

, 1
b) ¢'(2) om g(x)=x +F en konstant.
o) £(5) om f(x)=3v2 x a) Bestim W och
d) ¢'(4) om g(t) =3I - 3 forklara vad du har berdknat.
Jt b) Bestam F'(10) och tolka ditt resul-

* 2073 Bestim f'(4) om f(x)=x\/; @wp tat.
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EXEMPEL

Teorigenomgdng

Andra beteckningar for derivata

Vi har hittills anvént beteckningen “prim” fér derivata, t.ex. f'(x) och y".

Det finns dven andra beteckningssatt som kan vara bra att kinna till. Funktionen s(t) = 52 sdger
att strdckan dr en funktion av tiden. Deriverar vi funktionen fér att bestimma hastigheten vid
en viss tidpunkt har vi skrivit s'(t) = 10t. Vi skulle hir kunna skriva derivatan som &2, vilket
utldses "ds dt". at

Beteckningen beskriver att vi deriverar funktion med avseende pd variabeln t. Den beteckningen
kan vara att foredra da en funktion bestdr av flera variabler och man vill framhiva vilken

variabel man deriverar med avseende pa. P4 vissa rdknare ser man skrivsittet d_ , ddr man
Ix

i parentesen skriver in den funktion som ska deriveras. Ytterligare ett sitt att skriva ar D(f(x)),
vilket betyder att funktionen i parentesen ska deriveras.

Fﬁr-fﬂﬂk‘."i.ﬁ_ﬂjen f(x) ar féljande beteckningar for derivata ekvivalenta

f(x); o' a,g_:(f.("?')"p.(ﬂ?"}-_

Beteckningar for derivata

Funktionen V = mtr*h beskriver hur en cylinders volym beror av radien r och héjden h.

a) Bestaim Z—V och férklara vad du kan berikna.
T

b) Bestdm Z—\; och férklara vad du kan berikna.

LOSNING:

a) CL—V betyder att funktionen V = mir2h ska deriveras med avseende pa radien .
r

C;—V = 2irh och med sambandet kan volymens fériandringshastighet fér en viss radie vid
%

konstant héjd berdknas.

b) C;—‘/: betyder att funktionen V = wtr*h ska deriveras med avseende pa héjden h. Z—\; =qur?

Sambandet anger volymens férindringshastighet vid en konstant radie, dvs. Z—\; ar konstant
oavsett cylinderns hojd.

SVAR: a) d—V=2mh b) — =mnr?
dr dh
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Beteckningen D(f(x))

Bestim D(x° — x> +12)

LOSNING: Funktionen f(x) = x> — x> + 12 ska deriveras. Vi far D(x° — x> +12) = 5x* - 3x?

SVAR: D(x° — x> +12) = 5x* — 3x?

OVA I « BEGREPP OCH PROCEDUR

2079

2080

** 2081

Bestim

a) g'(x) omg(x) = x3—%
dy o3y

b) dxomy—Sx -3x*+6

3
c) %om s(t)=%+t

d) Dx—4x)
Bestam
a) f'(x) om f(x) =3x° -2x* + x
d 3
b) d—};om pt)="5t +ti3—\/?
d, 2 1
c) E(F_;)
d) D(3x3 —4x*)
Bestam
a) D((x +a)?)
c) D((cx)")

b) D((kx + m)?)

OVA II + FLERA FORMAGOR

2082 Hastigheten v m/s efter f sekunder

hos ett foremal beskrivs med funk-
tionen v(t) = 0,402,

a) Bestdm (1 nidr t=2,0s.

dt
b) Forklara med ord vad du har

bestimt.

Ord och begrepp
(" Koll pa avsnittet

KAPITEL 2 ; DERIVATA

2083

2084

2085

a) Bestam D(f(x)) om
f(x) =0,5x> - 1,5%* + 10

b) Los ekvationen D(f(x)) = 12 och
forklara med ord vad du har

bestamt.
2

beskriver

Funktionen V =
sambandet mellan volym, radie och
hojd for en kon. Bestdm

a) il—vnéir r=2,0cm och h =4,5 cm.
r

b) L;—Znéir r=2,0cmochh=4,5cm.

2
Formeln F="""anger den kraft F

i enheten N (N£wton), som ett
foremal med massan m kg paverkas
av om det roterar med hastigheten v
m/s pé avstandet r m fran centrum.
Bestim

a) d—Fom m = 0,10 kg,

dv
v=1,5m/s

och r=0,30 m.
b) d—Fom m = 0,10 kg,
dr

y=1,5m/s

och r=0,30 m.

EXNEMPEL

Derivera med digitala verktyg

Du har nu lart dig regler for att derivera potensfunktioner och polynomfunktioner. Langre fram
i kursen kommer du dven ldra dig att derivera exponentialfunktioner. | kurs Ma4 far du bland
annat ldra dig att derivera produkter och kvoter av funktioner. Nar det géller derivering av mer

komplicerade funktioner kan det vara bra att ta till ett digitalt verktyg. Vi visar med nagra exem-

pel hur du kan anvanda GeoGebra for att derivera funktioner.

Derivera med GeoGebra
a) Deriveraf(x) = (2x —3)®> b) Bestdm (1)

LOSNING: Vi skulle kunna utveckla uttrycket (2x — 3) och darefter derivera den polynom-
funktion som erhalls. Vi visar tvd metoder med GeoGebra:

METOD 1: Mata in f(x) = (2x — 3)* i inmatningsfilt.

Tryck Enter. Algebrafénstret visar funktionsuttrycket .*,, k
X

och ritomradet funktionens graf.

Skriv Derivera (f(x)) i inmatningsfiltet. Tryck Enter.
Avlds f(x) = 24x? - 72x + 54 i algebrafonstret.
| ritomrédet ser vi dven grafen till f(x).

v e
Furstan
® () = (2x-3)°
O (k) =24x2—122+9

Inmarungsfall

OIS TARNELLE

* aeuiae

Skriv £(1) i inmatningsfaltet och tryck Enter. Svaret visas under tal, som a = 6.

METOD 2: Vianvander CAS-verktyget.

Rad 1, mata in funktionen f{(x) = (2x — 3)> , ENTER, derivatan skrivs ut. E" v S Ty ke ke W

Rad 2, tryck pa knappen : ', ENTER fér att bestimma f(1).

Rad 3, tryck pa knappen ({ )) ENTER, uttrycket for derivatan utvecklas.

Rad 4, tryck pa knappen fér substituera 7\3‘ och ersitt x med 1.

SVAR: a) f(x)=24x?-72x+54 b) f(1)=6

| 0
2

"
3

Eapandes

[t
4

|

gt

=

fab= (240 3y3

- )= (20 =0}

faein P(i)=6 (2x—3)

3 () =24 722454

ved )=

KAPITEL 2 ; DERIVATA

29




:’ Gruppaktivitet
! | k

OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR : 1
2088 Derivera med digitala verktyg
2

a) f(x)=(2x2—%)
b) g(x)=x"* —%+2\/;

2086 Bestim med digitala verktyg f(2)
och f(2) da
F(x)=3x"+2x" =3x% +6x+2

2087 Bestam f(-1) da

)= (e-D)(x+2)(x=3)(x +4) 9 flx)=3z gl

d) glx)=x*

J ||

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 2.3

Avgdr for varje pastaende om det 4r sant, falskt eller sant om (sant under vissa
férutsittningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dar det & mojligt.

@ Derivatan f'(x) av en polynomfunktion f(x) &r en polynomfunktion.
@ Nir potensfunktionen f(x) = x" deriveras sa minskar exponenten n med 1
€ Nir potensfunktionen f (x) = x" deriveras sa minskar variabeln x med 1.

O D(f(x)) dr ett annat skrivsatt for f/(x). o
EE’}} Svar med motiveringar

finns pa lararwebben.

MOTSATTA TAL UTMANING

Visa att om andragradsfunktionen f(x) = ax>+ bx + ¢
har tva reella nollstédllen sa dr funktionens derivata

i dess punkter varandras motsatta tal. Gor dven en
geometrisk tolkning.

FUNKTIONER OCH DERIVATA

Den hir gruppaktiviteten handlar om tvd funktioner f (x) och g(x) och deras respektive derivata
f'(x) och g'(x). Ni ska diskutera nigra pastaenden och motivera deras giltighet.

m Fér funktionerna f och g giller att £ (5) = g(5). Géller da att f'(5) = g'(5)?

m For funktionerna f och g giller att f (x) = g(x) for varje x. Géller dven att f'(x) = g'(x) for varje x?
m For funktionerna f och g géller att f'(5) = g'(5)? Ar d ocksa f (5) = g(5)?

® For funktionerna f och g géller att f'(x) = g'(x) fér varje x. Ar dd ocksd f (x) = g (x) for varje x?

100
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EXEMPEL

2.4 Tangenter

(@ Teorigenomgang
3 ',') Simulering

Du har i det hir kapitlet l4rt dig att bestimma derivator for vissa funktioner. Du har ocksa l4rt
dig att en funktions derivata beskriver funktionens férandringshastighet och att derivatan kan

anvidndas fér att bestimma tangenters lutning.

v
Tangent och derivata
Figuren visar en funktions graf. Nagra tangenter med olika N
lutning dr ocksa inritade. Tangenternas lutning f4s genom
derivatans vérde i tangeringspunkten. Det virdet anger \ >
ocksa kurvans lutning i punkten. t { x

En kurvas lutning

Grafen visar funktionen f(x) = x2 tillsammans med tva
tangenter, en i punkten (1,1) och en i punkten (-2, 4).
Bestdm kurvans lutning i de tva tangeringspunkterna.

LOSNING:
En kurvas lutning i en punkt bestdms av derivatans virde

i punkten. Vi bestimmer forst derivatan till funktionen
f(x) = x2

och dérefter lutningen i respektive punkt.

fix) = 2x

(1, 1) gerf'(1)=2

(=2,4)gerf'(-2)=-4

SVAR: Kurvans |utning i de tva punkterna ér 2 respektive —4.
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Tangeringspunkt

EXEMPEL

b) Bestdm tangeringspunkten.

LOSNING:

x-koordinat.
6x-1=5
6x=6

x=1

y=3-1-1=2
Tangeringspunkten &r (1, 2)

SVAR: a) Lutningen dr 5

a) Linjen y = 5x + 2 har riktningskoefficient k = 5, vilket innebr att
lutningen &r 5. Tv4 linjer som &r parallella har samma lutning.
Alltsa har den sokta tangenten lutningen k =y '=5.

b) Vivetatty'=5. Videriverar y = 3x? — x och stter derivatan
y'=6x -1 lika med 5 for att bestimma tangeringspunktens

Figuren visar grafen till y = 3x* - x och grafen till y = 5x + 2.
a) Vilken lutning har en tangent till y = 3x? — x som dr parallell med y = 5x + 2.

Sattinx =11y =3x? - x for att berdkna punktens y-vérde.

b) Tangeringspunkten &r (1, 2)

OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR

2089 Vilken lutning har en tangent till
funktionen y = x° i punkten

a) (1L1) b)(2,8) c) (-1,-1)

2090 Figuren visar grafen till funktionen
f(x) = x* — 4x samt en tangent i
punkten (0, 0) och en i punkten
(2, 0). Bestdm tangenternas lutning
algebraiskt.

S
A
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2
2091 Funktionen y=6- % har en tangent

med lutningen —1. Bestim tangerings-
punkten.

2092 Bestim lutningen pa kurvan y = x*
ndr x = 2.

2093 Bestim med hjilp av grafen f(1) och

f Q.

YA

2R 4

2094 Bestim riktningskoefficienten for
tangenten till funktionen
flx)=-2+x*+3xdax=1.

2095 Bestim punkten i vilken tangenten
till funktion f(x) = 3x* - 19x har
riktningskoefficient 11.

OVA Il * FLERA FORMAGOR

+ 2096 Ivilka punkter har grafen till funk-
tionen f (x) = 2x*> — 9x* + 5 tangenter
som dr parallella med x-axeln?

« 2097 For vilka x-vdrden har funktionen
f(x) = =3x* + 6x — 4 negativ lutning?

» 2098 Funktionen y = 3x> — 7x har en
tangent parallell med linjen y = 11x +
100.
Bestdm tangeringspunkten.

* 2099 Bestam det x-varde for vilket funktio-
nerna f(x) = 3x> - 8x + 1 och

2
g(x)= x? +2x -3 har samma lutning.

x% 2100 Bestim den punkt/de punkter pa kurvan
a) f(x)=x"-1,5x" +8x+12 dir
tangenten till kurvan 4r parallell med
linjen y = 8x + 2.
b) f(x)=2x-4x -6 dir tangenten

ar vinkelrit mot linjen
y= —%x -5. @

** 2101 Visa att alla tangenter till funktionen
y = x’ har icke-negativ lutning.

** 2102 Visa att tangenten i andragradsfunktio-
nens extrempunkt har lutningen noll.

Gruppaktivitet
2%

NOLLSTALLEN OCH DERIVATA

Férsok visa sambandet generellt.

I den har gruppaktiviteten ska ni underséka sambandet mellan antal gemensamma nollstéllen
till en polynomfunktion och dess derivata. Anvédnd girna digitala verktyg.
# Undersok om en andragradsfunktion och dess derivata kan ha gemensamt nollstilie.

B Undersok om en tredjegradsfunktion och dess derivata kan ha gemensamt nollstille.
Ni kan exempelvis prova med f(x) =x* = 3x + 2, f(x) =x’+3x>+3x + 1.

W Formulera ett samband mellan antal nollstéllen till funktionen och antal nollstillen till dess derivata.

W -

o]
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Tangentens ekvation Teorigenomging

Ekvationen fér en rét linje kan bestimmas om man kanner linjens

riktningskoefficient k och en punkt (x,, y,) pa linjen genom att anvénda réta linjens k-form,

y =kx +m eller enpunktsformeny — y, = k(x - x,). En tangent till kurvan f(x} i punkten (a, f(a))
har riktningskoefficienten k = f'(a). Tangentens ekvation pa enpunktsform blir

y —f(a)=F(a)x - a) ellery =f'(a)(x — a) + f(a).

Funktionen f(x) har i punkten (a, f(a)) en tangent med ekvationen y = f'(a)(x~a) + f(a).

£  Tangentens ekvation |
P En funktion f(x) har i punkten (1, 2) derivatan f'(1) = 3. Bestdm ekvationen for
funktionens tangent i punkten.

LOSNING:
Tangentens lutning k = f'(1) = 3. Ekvationen y — f(a) = f'(a)(x — a) med a =1 och (1) = 2 ger
y=3(x-1)+2=3x-3+2=3x-1.

SVAR: Tangentens ekvation dry =3x - 1.

Tangentens ekvation Il
Bestdm ekvationen fér tangenten till funktionen f(x) = x*> + 3x — 8 i punkten (2, 6).

LOSNING:

Tangentens riktningskoefficient k = f'(2).

Derivatan av f(x) =x*> +3x — 8 dr f'(x)=3x?+3
k=f'(2)=3-22+3=15.

Tangentens ekvation dr y = 15(x - 2) + 6 = 15x - 24.

SVAR: Tangentens ekvation dr y = 15x — 24,

104 KAPITEL 2 ; DERIVATA

EXEMPEL

Tangentens ekvation Il
Bestdm ekvationen for tangenter till funktionen f(x) =1 — x> genom punkten P = (_ 1 3)
2'

LOSNING:

Viritar f(x) =1~ x? och markerar punkten P. Fran figuren ser vi att vi kan dra tva tangenter.

;

Anta att tangeringspunkten har x-koordinaten a. D4 4r y-koordinaten 1 - a2,
Tangentens riktningskoefficient 4r k = (a) .

f(x) = —2x ger k = —2a och tangentens ekvation dry = —2a(x —a) + 1 —a’= —2ax + a2+ 1
Linjen gdr genom punkten P=(_1' 3) . Insattning i tangentens ekvation ger
3=a+a’+1. 2

a’+a-2=0

a=1ellera=-2
Daa =1 dr tangentens riktningskoefficient k = =2 och tangentens ekvation blir y = —2x + 2
Ddaa=-2 4rtangentens riktningskoefficient k = 4 och tangentens ekvation blir y = 4x + 5

SVAR: y=-2x+2ochy=4x+5
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SVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR 2106 Bestim ekvationen for tangenten till Problemlﬁsnmg
funktionen P . —_ I o aor L
2103 Bestam tangentens ekvation till funk- Har foljer ndgra uppgifter for dig som vill trana problemlsning med fokus pa derivata och tangenter.
" - f() a) y=x" - 3x1ipunkten med
1on?n y=f x (?m x-koordinaten —2. . o §E 1
a) f'(0) =5 iorigo 1. ONAFIIES ELERIIEORMACOR * 2115 Grafen visar funktion y == och en
. . b) y=2x-—ipunkten (0,5, -1). P
b) f(1)=-1 ipunkten (1,4) x 2108 Bestdm tangentens ekvation till tangent till funktionen i punkten
¢) f'(=2) =0 ipunkten (-2, 10) ¢) y=5-+/x i punkten med funktionen y = f (x) da f (~3) = 2 och med x-koordinaten 2. Bestim arean ‘
' -koordinaten 4. (-3)=-1 det omr3 begri
| 2104 Bestdm ekvationen for tangenten till atoudinaten f avieHomtAde som (?g.ransas av. |
(t . . . . . . i tangenten och de positiva koordinat- I
I funktionen 2107 Bestim ekvationen for tangenten till 2109 En tangent till funktionen ST
: a) f(x) = x* i punkten (2, 4) a) f(x) =2x* - 5x* + 6xndrx =1 y = 3x" = x + 6 har riktnings- A l
| . . _ . y
f b) f(x) = x*i punkten (1, 1) b) =10 - 7x nr x = ~10 koefhicienten 1..Bestam
, . tangentens ekvation.
2105 Bestdm ekvationen 6r tangenten ) glx)=x*-5x+8nirx=3 1
i till funktionen f(x) =2x*+ 4x - 11i d) f(x)=x’ - 6x*nir x =2 2110 Funktionen y = ~ har tva tangenter )
[ punkten med lutningen -4. |
a) (1,5) b) (-2,-1) Ord och begrepp Bestam tangenternas ekvationer. “-%‘. '
-1, - d) (0, -1 Koll pd avsnittet
€l (P =0) ) ( ) 2111 Grafen visar funktionen
y=2x"-8x+ 11 och en tangent.
| Bestdm tangentens ekvation. 2116 Bestim ekvationen fér normalen till
. yA kurvan y = x* i punkten (2, 4). 0
| * 2117 I skdrningspunkterna mellan linjen
e y =x—1och parabeln y = x - x* drar

man tangenter som skér varandra i
en punkt. Bestim skdrningspunkten.

*% 2118 Bestdm till funktionen
Sf(x) = 2x* + 9x? ekvationen for en
tangent med negativ lutning.

/

2112 Foren linjdr funktion f(x) galler att
f(1) =f'(1) = 3. Bestdm den linjara
funktionen.

*% 2119 a) Visa att parablerna y = x? och
: 2

X 1
y= tm X - 5 tangerar varandra.

b) Bestam ekvationen for den
gemensamma tangenten.

2113 Till funktionen y = x* - 3x* + 3
bestdms en tangent da x = I. Bestdim
tangentens skirningspunkt med x-

ol #x 2120 Det finns tvé olika linjer som gér

genom punkten (1, -3) och som
2114 Bestdm ekvationen for de tangenter bada dr tangenter till parabeln y = x2.
till funktionen f (x) = 2x* - 4x - 6 Bestam tangenternas ekvationer.
som dr parallella med linjen (TYL)
y=2x-5.
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Gruppaktivitet

FERMATS TANGENTMETOD
Pierre de Fermat, 1601-1665 &r kanske mest kidnd for "Fermats stora sats™: ekvationen x" + y"=z" saknar
positiva heltalslsningar x, y, z for heltal n > 2. Fermat var jurist men hade matematik som hobby. il
Han sysslade forutom med talteori dven med analytisk geometri, sanno-

likhetslira och matematisk analys. | sin avhandling "Metod fér att bestdimma yﬂ‘
maxima och minima" beskrev han sin tangentmetod. Fermat bestdmde G
tangenten i punkten A = (a, a%) pa grafen till y =x?, med hjélp av sub-

tangenten b. Med subtangenten menas den strécka pa x-axeln som

begransas av tangentens skarning med x-axeln och a.

Anvind informationen om Fermats tangentmetod for att |6sa uppgifter;\a.
a) Visa att subtangenten b till funktionen f (x) i'punkten (a, f(a)) dr b =%.
b) Vilket villkor maste f'(a) uppfylla?

¢) Bestdm subtangenten till y = x?i punkten (a, 2%).

108

r_

TREDJEGRADSPOLYNOM UTMANING

Bestam det tredjegradspolynom som uppfyller
ekvationen P(x) — P'(x) =x*

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 2.4

Avgdr for varje pastdende om det dr sant, falskt eller sant om (sant under vissa
férutsattningar). Motivera svaren med ord eller berakningar dér det & mojligt.

@ Funktionen f(x) har i punkten med x-koordinaten a lutningen f(a).

© Funktionen f(x) har i punkten med x-koordinaten a en tangent med
riktningskoefficient f'(a).

€© En funktion som har samma lutning for alla x-vérden i definitionsmingden
ar en rit linje.

O Samtliga tangenter till funktion f(x) =% har negativ lutning.

ED‘I Svar med motiveringar

finns pa lirarwebben.

9
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TESTER

* ANDRINGSKVOTER ‘I.'

For en vattenbehéllare beskrivs vattennivéns hojd av sam- [ Na |
bandet h(t) = 2,41, Hojden h(f) anges i cm och tiden ¢is. ‘ -

a) Stiger eller sjunker vattennivan? | '

b) Bestim medelvirdet av hur snabbt héjden av vattennivan
fordndras mellan tidpunkterna 0 s och 8 s.

Bestim grafens medellutning mellan de markerade punkterna.

Da en kula sldpps fran hog hojd beskrivs dess rorelse av
sambandet s(£) = 4,9¢%. Strickan s(¢) anges i m och tiden tis.

a) Vilken medelhastighet har kulan under den férsta sekunden? o
b) Vilken medelhastighet har kulan fran ¢ = 0,40 s till t = 0,60 s? 160

o .e o . 140 4
Bestdm for rérelsen som illustreras av grafen

a) medelhastigheten mellan tidpunkterna 0 s och 2 s 1

b) medelhastigheten mellan tidpunkterna 2 s och 4 s =9

804
Tillryggalagd stricka s(f) m som funktion av tiden ¢ s for -
en mopedist ges under en tid av sambandet s(t) = 2,0f + 0,252, o
a) Bestim s(4) och ange med ord vad du har bestimt. o
b) Bestim s4) och ange med ord vad du har bestdmt. 0 — L
4 001 2 3 4 5 6t

c) Bestim % och ange med ord vad du har bestimt.

Antalet invdnare i en stad ¢ ar efter &r 2000 beskrivs av funktionen N(). Still upp
det uttryck eller den ekvation som kan anvindas for att besvara féljande fragor.

a) Hur manga invanare finns det ar 2012?
b) Nir finns det 115 000 invanare i staden?

¢) Med vilken medelhastighet indras invidnarantalet mellan
dren 2012 och 20207

Den stricka s(f) m som en bil firdas pé ¢ s ges av sambandet s(t) = 25¢ - 0,80¢2,
Hur langt har bilen firdats d4 medelhastigheten fran tiden 0 s dr 15 m/s?

Volymen hos en ballong, V(f) dm?, efter ¢ s beskrivs av sambandet
V(1) = JJt . Bestim ¢ om ballongen fylls med medelhastigheten

a) 0,25 dm®/s mellan tidpunkterna 0 s och ¢ s.
b) 0,20 dm?/s mellan tidpunkterna 1,0 s och ¢ s.
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% DERIVATA

1 Grafen visar ett foremals rorelse. Bestim dess hastighet sm) 4
vid den markerade punkten. 104

2 Bestim ett ndrmevirde till f'(4) for funktionen

2
flx) = x genom att bestimma den symmetriska 309
5o i f(4,1)-£(3,9)
dndringskvoten S
20
3 Bestam f'(x) da \
a) f)=2x+1 b)) f=1 ¢ flx)= 3—2 X

4 Bestim derivatan for en linjir funktion som gér
genom punkterna

a) (2,1)och(1,2) 0

b) (-3,5)och (3, -1)
c) (-4,1)och (4, 1)

5 Uppskatta f(2) genom att vilja limpliga symmetriska andringskvoter.
a) f)=32-2x+1  b) f0)=x ¢) flx) = %

6 Tillryggalagd stricka hos ett fordon ges av s(f) m da det gatt ¢ sekunder efter att dess fard
har pébdorjats. Tolka f6ljande likheter.
a) s(0)=0 b) s'(5)=2,5

¢) s(10)=125 d) s'(15)=0

7 Anvind derivatans definition for att bestimma f"(x) da f(x) = 3x - 2

x> +1
2

8 Anvind derivatans definition for att bestimma f'(3) da f (x) =
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TESTER

% DERIVERINGSREGLER

Derivera

DW=iE b g2 9= &) k- -l
Bestam f(2) och f'(2) om

DfR=7¢ b f@=2 9 f-L d f--2
Bestdm derivatan av

a) f(x)=2x-9 b) f(x)=3x*-x

0) f(x) = 8% —7x* + 6x— 5 d) f(x)=%+i2
X

4 f(x)=x*-4x-5.

a) Bestdm £(0)
c) Bestdm f'(0)

b) Los ekvationen f(x) =0
d) Los ekvationen f'(x) =0

En influensaepidemi sprids i skolan. Efter t dagar ér P elever sjuka dir P(t) = 20t - £2.
a) Med vilken hastighet sprids influensan nir ¢ = 12
b) Nar sprids influensan med hastigheten 8 elever/dag?

¢) Hur manga elever dr sjuka nir influensan sprids med 8 elever/dag?

Bestim % om f(h)=2mrh+mnr’

Den stricka s m som ett foremal ror sig pa t sekunder beskrivs av funktionen
]

s()=8t+t2-L

a) Bestim hastigheten v(t) = ‘—iﬁ

b) Nir dr hastigheten 07

¢) Bestim accelerationen a(t) = % :
d) Bestam accelerationen efter 1 s.

2
Temperaturen T °C i en byggnad kan beskrivas med funktionen T(x)= %{

dar x dr avstandet i meter fran virmekillan.
a) Bestdm T(3,0) och forklara med ord vad du har beriknat.
b) Bestim T'(3,0) och forklara med ord vad du har berdknat.

KAPITEL 2 ; DERIVATA 111




@ TANGENTER

1 Vilken lutning har en tangent till funktionen
a) f(x) =3x*ipunkten (1, 3)
b) g(x) =x* - 2x+ 5 i punkten (0, 5)

‘ ¢) f(x) =100 — 7x i punkten (-1, 107)

i_ ' d) glx)= Jx i punkten (16, 4)

[

h 2 Ien punkt pa grafen till andragradsfunktionen y = 2x* + x — 1 dr lutningen -7.
i a) Bestdm punkten.
|

b) Bestdm ekvationen for tangenten i den punkten.
3 Bestdm ekvationen for tangenten till kurvan y = x> + x> + x nér x = 1.

4 Bestdm alla punkter pa kurvan y = x> - x +1 ddr tangenten dr parallell med
linjen y = 2x + 5.

5 Bestdm alla punkter pa kurvan y = 2x* — 3x> — 12x + 1 ddr tangenten ar
parallell med x-axeln.

3
6 Funktionerna f(x)= %—sz -15x och g(x) = —4x* har parallella tangenter.

Bestdm ekvationerna for dessa tangenter.

7 Den rita linjen har lutningen -1 och dr tangent till funktionen f(x) da x =2.
Bestam f(2) och f'(2).

AY
f(X)\

<Y

8 Bestdm ekvationen for normalen till kurvan y= L irx=a.
x
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Blandade ovningar

OVA | * BEGREPP OCH PROCEDUR

1 Bestdm de avbildade funktionernas

derivata.

a) ‘ | [
H BN
| | ‘

——

| | !

| B

3 ? : 7|

N

by[ T T *& T 1 [ |

| — I — | i {

= 3

B | -~ [ |

HEME | |
- |
| | |
_ | |

2 Bestdm dndringskvoten f6r funktionen
y=x"+ 3 iintervallet

a) 0<x<2
b) -1<x<1

c) -1<x<2

3 Bestdm grafiskt derivatan till
funktionen i figuren dé x = 4.

S ANEBEEE)

4 Bestim ett ndrmevarde till f'(4) for
funktionen f(x) = Vx+1 genom att
bestimma den symmetriska andrings-

f4.1)-f(53,9)
4,1-3,9

5 Bestdm f'(3) om
a) f(x)=7x-11
b) f(x)=5-x

6 Bestim derivatan for en linjir funktion
som gar genom punkterna

a) (-1,5) och (3, -9)
b) (2,-14) och (10, -14)

kvoten

* 7 For en linjar funktion giller att f'(3) =2
och f(2) = 3. Bestam
a) f'(2)
b) f(3)
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8 Figuren visar Kajsa Bergqvists hojd-
hoppsresultat utomhus fran ar 1988
till &r 2000. Hur stor var den genom-
snittliga fordndringshastigheten for
hennes resultat fran 1988 till 20002
(NP Ma C vt 02)

him A |

2,04
1.9
1.8
17911
164156

1.5

AT T
.. i

e
L1 | Lola.9s.1.97
ool 192

1 e =
88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 00 ir

9 Derivera
a) glx) =8x’ b) g(x) =20x
I =2 d) k=75

10 Bestdm f'(1) om

a) fx)=1-x
c) f(x)=2012

b) f(x)=2x*-6x
d) f(x)=%+\/¥

11 Laty=x’+5x
a) Bestim y’ b) Berdkna y'(3)

(NP Ma C ht 96)

12 Bestdm derivatan y’ till f6ljande
funktioner
a) y=4x>-3x+5
b) y=2x*-6x+9
v g2
5 2%’

x»d) y=x+x+¥x

* 13 Bestdm f(~1) och f'(-1) om

S |
Sy = 2 * x
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14 Bestim ekvationen for en tangent till
funktionen f(x) i punkten P.

a) y=x"-1,P=(2,7)
b) y=3x*-4x,P=(1,-1)
c) y=x*+3x*-4x-5P=(1,-1)

o] _12)
d) y=x +;,P—(2,4

15 Bestim
a) D(x'-5x* + 6x)
b) % om s(f) = 2 + 4t + 7

* 16 Bestdm ekvationen for tangenten

respektive normalen till kurvan
y=+/x i punkten (4, 2).
Ve 2
17 fix)= —-——F
floy= oL
Bestdm och skriv i enklaste form:

a) f(4) *Db) f(4)

x=1 I
7 . Bestdm f'(2).

* 18 f(x) =

= d
*% 19 y:j:z_i .Bestém% w

OVA Il « FLERA FORMAGOR

20 En bil kor strickan s(t) km pa tiden ¢ timmar.

Skriv ett samband for att
a) bilens hastighet efter 3 h ar 90 km/h

b) bilens medelhastighet under den tredje

timmen 4r 100 km/h

21

22

23

24

* 25

Grafen i diagrammet beskriver kor-
striackan for en rallybil under en del
av en tavling. Efter tiden ¢ sekunder
har bilen hunnit strickan s(¢) meter.
Berdkna med hjélp av diagrammet
foljande tva uttryck och férklara vad
vardena sdger om bilens rorelse.

2 s(12)~s(10) b) 5(5)

12-10
(NP Ma C ht 96)

YA
260
2404
220
goode=tich £ B W R
180
160
140
120
100
80
60
404
2041

0

LINNNN B B LB IR B III\-'
01 23 4567 8 9101112 x

Funktionen y = x* — 1 har en tangent
med lutningen -3. Vilken ekvation har
tangenten?

Bestdm ekvationen for den tangent till
funktionen y = x* — x — 12 som &r
parallell med y = x - 4.

Strdckan s(¢) m efter ¢ s hos ett fordon

som bromsar ges av sambandet

s(t) =20t - 2,02. @

a) Mellan tidpunkterna 0 s och ¢ s ér
medelhastigheten 12,0 m/s. Bestam ¢.

b) Mellan tidpunkterna 1,0 s och t s ar
medelhastigheten 8,0 m/s. Bestdm t.

Anvind derivatans definition for att

2
bestimma f'(~2) d f (x) = %

26 I koordinatsystemet dr grafen

27

28

* 29

* 30

* 31

till funktionen f(x) = x>° ritad.
Bestdm f'(0,6) pa tvé olika sitt.
(NP Ma C vt 02)

YA
0,9 4 T

08
0.7
0,6
0.5
0.4
0,3
0.2
01
Q=+ 1>
0 010203040506070809 x

Vikten V gram hos en cancertumor efter

t veckor kan beskrivas med funktionen

V(i) = 0,10

a) Med vilken hastighet vixer tuméren
efter 5 veckor?

b) Nar vixer tumoren med hastigheten
5,0 g/vecka?

a) For vilket x-virde dr f'(x) = g'(x) om
flx) =x*—6x + 4 och g(x) =4x - 3.

b) Beskriv resultatet i a) geometriskt

a) Forklara med hjélp av en graf varfor de-
rivatan till en konstant funktion dr noll.
b) Forklara med hjilp av derivatans
definition varfor derivatan till en
konstant funktion ar noll.
(NP Ma C vt 02)

Funktionen f uppfyller féljande tva
villkor: f(2) =5, -1 < f'(x) < 2.
Vilka virden kan f(10) anta?

(NP Ma C vt 02)

Vilken ér den minsta lutningen som
en tangent till kurvan y = x° + x kan ha?
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Vilka tangenter till kurvan y = x* + 2
gar genom (2, 5)?

+ 33 Bestdm konstanten c sa att y + x = c ar
en normal till funktionen y = x*i en
punkt P.

* 34 Vattentemperaturen i en sjo, y°C, foljde
under flera dygn formeln
y=18,0+ 0,6t - 0,05¢t*ddr ¢ dr tiden i
dygn. Vid en viss tidpunkt dr tempe-
raturdkningen 0,4 °C/dygn. Berikna

vattentemperaturen vid denna tidpunkt.

** 35 Bestim den rita linje genom punkten
(1, 5) som ér tangent till kurvan y = x°.

(L)

** 36 Bestam D(x + L ) med hjilp av derivat-
ans definition.

** 37 I den punkt pa grafen till funktionen
f(x)=x*+ax+bdir x=4drasen
tangent. Bestdm konstanterna a och b
sd att tangentens ekvation blir
y=>5x+3.

*% 38

** 39

Volymen V() i ett badkar som toms

pa vatten beskrivs av

V(t) = 16 — 160t + 400, dar V(¢) ir

volymen i liter och t 4r tiden i minuter.

a) For vilka virden pé variabeln ¢ kan
funktionen galla?

b) Bestim den genomsnittliga
utstromningshastigheten under de
fyra forsta minuterna.

¢) Bestdm utstromningshastigheten
vid tiden 2 minuter och
15 sekunder.

En funktion kan skrivas f(x) = 3x* + a,
dar a 4r en konstant. Om funktionen
och dess derivata ritas i samma
diagram, tangerar de varandra i en
punkt. Derivatan blir med andra ord
en tangent till kurvan i den punkten.
Berdkna koordinaterna for denna

punkt. @

OMFATTANDE PROBLEM 0000000000000000000000000000000000000008

40  Den allméinna andragradsfunktionen skrivs f (x) = ax? + bx + c.
Undersok kurvans lutning i funktionens nollstillen.

® Du kan borja din undersékning med a = -1 och b = 0 och underséka lutningen for

c=—4,c=0o0chc=4.

® Vilja=1och b =2 och undersok for olika virden pa c.

® Vilj nya virden pa a, b och c.

® Formulera dina slutsatser.
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Kapitelprov
5

§AMMAN FATTNING

Sekant: En rét linje som skér en kurva i minst tva punkter.

Tangent: En rét linje som har en punkt gemensam med en kurva och som har

samma riktning som kurvan i den punkten.

Andringskvot: Ett medelvarde pa forandringshastigheten hos en funktion.

Derivata: Forindringshastigheten hos en funktion i en punkt.

Derivatan hos en rit linje: Da f(x) = kx + m ar f'(x) = k.

fix)—f(a)

Derivatans definition: '(a) = Iim
x>a x-—ga

fla+h)-f(a)
h

Deriveringsregel for potensfunktioner: Da f(x) = ax™ 4r f'(x) = nax™".

Derivatan av en summafunktion: Da h(x) = f(x) + g(x) dr h'(x) = f'(x) + g'(x).

Derivatan av polynomfunktioner: Dd 7(x)=2a x" + an_1x”‘1 +..tax+a dr

U = B . yn-1
f(x)—an n-x""+a__

Beteckningar for derivata: g'(x)

(n=N-x"?+..+a, 2 x+a,
af £

ok o . D(f(x)

Tangentenékvation: Tangenten till funktionen f(x) i punkten (a, f(a))

har ekvationen y — f(a) = f'(a)(x — a).
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