Centralt innehall

Algebraiska och grafiska metoder for 16sning av extremvardes-

I b
A r] \/ E l n d n | n E l \/ ' problem inklusive teckenstudium, andraderivatan och anvand-
ning av numeriska och symbolhanterande verktyg..

Samband mellan en funktions graf och funktionens forsta- och

L
andraderivata.
( r | v a a Harledning och anvandning av deriveringsregler for exponential-

funktioner.

Introduktion av talet e och dess egenskaper.

Inledning

| detta kapitel ska vi tilldimpa de kunskaper du fatt om derivata i féregdende kapitel. Vi ska
anvidnda derivata for att studera forloppet hos en deriverbar funktion. Detta gor vi pa tva sitt:
dels med teckenstudium av derivatan och dels med andraderivatan, som man far om man
deriverar funktionen tva ganger. Vi ska ocksa studera derivatan som graf och se samband
mellan funktionens graf och funktionens bade férsta- och andraderivata. Du ska ocksa fa
ldra dig deriveringsregler for exponentialfunktioner med olika baser och déribland en
speciell bas ndmligen talet e.

Derivata anvédnds bade inom naturvetenskap och inom ekonomi. Dessa tillimpningar far du
ocksa jobba med i detta kapitel.

Din forsta uppgift

Rita med riknare eller dator grafen till tredjegradsfunktionen f(x) = = + 3x* — 4.
Undersok vilken lutning grafen har i punkterna (-1, 0), (0,-4), (1, -2), (2, 0) och (3, —4),
! t.ex. genom att rita tangenter genom punkterna och bestimma lutningen for dessa.

 — Beskriv grafens utseende med ord och med hjélp av lutningen i dessa punkter.
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3.1 Extremvirdesproblem

| kapitel 1 fick du ldra dig att en polynomfunktion kan vara vixande eller avtagande eller
omvixlande vixande och avtagande. En funktion som dr omvixlande viaxande och avtagande
kan ha en eller flera lokala extrempunkter. Att studera en funktions derivata ar till stor hjalp nar
man ska finna funktioners lokala extrempunkter.

Vaxande och avtagande funktioner

Med hjilp av derivatans tecken kan vi underscka vilket férlopp en funktion har, eftersom
derivatan geometriskt r riktningskoeffi-
cienten for en tangent till kurvan. Tangenter
till en véxande funktion har positiv lutning
eller lutningen noll. Det innebdr att funk-

tionens derivata f'(x) = 0. Da funktionen ar

avtagande har tangenterna negativ lutning fg=0

eller lutningen noll, vilket innebar att funktio-

nens derivata f'(x) < 0. | en lokal extrempunkt . vaxande x, avagande x vixande x,  x
ar tangenten vagridt, under férutsattning att
funktionen dr deriverbar i den punkten. En vagrit linje
har lutningen noll, dvs. f'(x) = 0.
f(x) + - +
Vikan ocksa visa funktionens férlopp med Fx) o~ " A
ett teckenschema fér derivatan. I viande . aviagande & vaxande | >

1 2 4

FOR EN KONTINUERLIG OCH DERIVERBAR FUNKTION GALLER

om f'(x) 2 0 i ett intervall, 4r funktionen vixande i detta intervall

om f'(x) < 0 i ett intervall, dr funktionen avtagande i detta intervall

EXEMPEL

Avtagande och viaxande
| vilka intervall dr funktionerna avtagande respektive vixande?
a) y=-2x>+8x-3 b) y=x>-3x+2

LOSNING:

a) Eftersom x’-termen &r negativ har funktionen en lokal maximipunkt. Det betyder att
funktionen dr vixande till vianster om den lokala maximipunkten och avtagande till hoger.
Vibestdmmer x-koordinaten for den lokala maximipunkten genom att |6sa ekvationen y* = 0.
Videriverary = -2x*+8x — 3 och far y' = -4x + 8.

Viléser ekvationen y' =0 och far
-4x+8=0
x=2

Funktionen &r vdxande om x < 2 och avtagande om
x 2 2. Vikan dven kontrollera resultatet genom att rita
funktionens graf.

. . . _— : § x
b) Derivatan till en tredjegradsfunktion dr en andragradsfunktion. .
En andragradsfunktion kan ha tva nollstillen.
Videriverary =x*-3x+ 2 och fary'=3x2-3
Viléser ekvationen y' =0 och far 3x2 -3 =0
x2=1
x=1%1
Vi ritar en tallinje och markerar derivatans tva nollstil- i L T
len. Vi skriver ocksa in att f'(x) =0 for dessax-varden. ¢, 0 0
Dérefter undersoker vi derivatans tecken i de tre uppkomna intervallen, x < -1, -1 <x < 1
ochx>1.
Viviljer nagot x-varde i varje intervall och berdknar derivatans véirde. Det ricker med ett
vérde i varje intervall eftersom derivatan for en deriverbar funktion aldrig byter tecken
mellan tva lokala extrempunkter.
x<-1:
x=-2gerf(-2)=3(-2)*-3=9>0
-T<x<1:
x=0gerf(0)=3-0*-3=-3<0
x>1:
x=2gerf(2)=3-22-3=9>0
Visammanfattar resultatet i ett teckenschema.
Pilarna anger om funktionen ar vdxande eller avtagande.
) | :
=9 1 x
f(x) + 0 - 0 +
foo ~ 4 N 0
Vikan kontrollera resultatet genom att rita funktionens graf. T
SVAR:
a) Vdxande omx <2 och avtagande om x = 2.
b) Vixande om x < -1 eller x> 1, avtagande om -1<x< 1.
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OVA | » BEGREPP OCH PROCEDUR a) Ivilka intervall ir funktionen
vixande respektive avtagande?

b) 1 vilket/vilka intervall 4r bade
f(x)>00chf'(x)>0?

3
3001 Grafen visar funktionen f(x)= x? -x°
Vagriata tangenter _
Bestam i vilka punkter som funktionens graf f(x) =1,2x° - 2x* + 0,5 har vagréta tangenter och

ange for varje punkt om det &r en lokal minimipunkt, maximipunkt eller terrasspunkt.

EXEMPEL

3004 Ivilka intervall 4r funktionerna
vixande respektive avtagande?

a) f(x) =1+ 6x-x
b) g(x) =x> - 12x

LOSNING:
@ Derivatan av f(x) =1,2x° = 2x* + 0,5 dr f'(x) = 6x* — 6x2.
® Vildser ekvationen f'(x) = 0 for att finna derivatans nollstéllen.

-

6x*—6x2=0 ) h(x)=lx3—x

626 =1)=0 ?

x,==1,x=0x,=1 : . : = e

© Vibestimmer derivatans tecken i de fyra intervallen. . _y OVA Il » FLERA FORMAGOR
- a) For vilka x ar f'(x) = 0? . . o

x<-1: b) Vilk Ken har deri * 3005 Bestam ekvationen for vigrita
| x=-2gerf(-2)=6(-2)*-6"(-2)’=6-16-6-4=72>0 ) Vilket tecken har er1v:ata.n tangenter till funktionen
! mellan den lokala maximi- och den
’ -1<x<0; a) f(x) =4x*+4x -5

lokala minimipunkten?

x=-05gerf(-0,5)=6 - (-0,5)*~6 - (-0,5)2=6-0,0625-6 - 0,25=-1,125 <0 b) f(x) =% + 6x° — 10

¢) Vad vet man om funktionen )
O<x<1: i det intervallet? c) f(x)=x_+ 1
4

x=0,5gerf(05)=6-(05)-6-(0,5°=6-0,0625-6-0,25=-1,125<0 X
3002 Grafen till en funktion ar ritad.

I vilka intervall dr funktionen
vixande?

* 3006 En tredjegradskurva har en lokal
minimipunkt i (-1, -3) och en lokal
maximipunkt i (1, 3). For vilka x-
virden dr

a) f'(x)=0 b) f'(x) <0

¢) funktionen vixande

x>1:
x=2gerf(2)=6-(2)"-6-(2)>=6-16-6-4=72>0

Vi berdknar dven funktionsvirdena fér derivatans nollstillen.
x==1gerf(-1)=12-(-1Y-2-(-1)*+0,5=173
x=0gerf(0)=0,5
x=1gerf(1)=12-(1Y-2-(1°+05=-03

* 3007 Ivilka intervall 4r funktionen
f(x) =2x* (1- x°) avtagande?

.
I 1 I oz
4 0 1 x

fix) + 0 - 0 = 0 i
fxy /7 13 N 05 N -03 /7

* 3008 Funktionen N(t) = 3£+ 36¢+ 100
beskriver antal salda varor t dagar
efter en annonskampanj for varan.

Ur teckenschemat kan vi utldsa att funktionen har en lokal maximipunkt i (-1, 1,3) och en
lokal minimipunkt i (1, —0,3). Eftersom funktionen 4r avtagande pa bada sidor om x =0 har

funktionens graf en terrasspunkt hdr, alltsa i (0, 0,5) a) Under hur lang tid 6kar

férséljningen av varan?
SVAR: Den lokala maximipunkten (-1, 1,3), terrasspunkten (0, 0,5) och den lokala minimi-
punkten (1, -0,3) har vdgrata tangenter.

b) Nar siljer man som mest av varan
och hur mycket siljer man da?

+x 3009 Visa algebraiskt att funktionen
f(x) =x°+ x*+ x dr vixande.

** 3010 Visa algebraiskt att funktionen
f(x) = =x* - x dr avtagande. @
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Lokala extrempunkter O I o n—
- |
Du har studerat férloppet fér en funktion med hjilp av teckenschema. % : T |
Vi ska nu titta narmare pa de stéllen dar funktionen har lokala extrempunkter, dvs. lokala § Funktionsundersdkning i
maximi- och lokala minimipunkter. Man brukar skilja pa lokala extrempunkter, dvs. ddr vér- 1 Undersék med hjalp av derivata funktionen f(x) = x*+ x*och bestdm exakt |
det ir stérre/mindre dn eller lika med andra funktionsvarden i den ndrmaste omgivningen, och funktionens lokala extrempunkter. |
globala extrempunkter, dir virdet ar stérre/mindre an eller lika med alla funktionsvarden i . ‘
definitionsméngden. | LOSNI.NG:
@ Derivatan av f(x) = x3 + x2 ar f'(x) = 3x2 + 2x.

....................................................................................................................... . Sy g sl el o

Definition: En punkt a som tillhdr definitionsmangden D till en funktion , 3x2+2x=0

kallas en lokal maximipunkt till f och man sager att f har ett lokalt maximum i a x(3x +2)=0

© Viundersoker derivatans teckenvaxlingar. Vljt.ex. x =-1,x=-0,5 och x = 1
for att berdkna derivatans tecken kring sina nollstallen.
x=-Tgerf'(-1)=3- (<1242 (-1)=3-2=1>0
x=-05gerf'(-05)=3-(-05P+2 (-0,5)=0,75-1=-0,25<0

| x=Tgerf'(1)=3-12+2-1=3+2=550 |

O Viberdknar funktionens virden i derivatans nollstéllen.
f(=2/3)=(=2/3 +(-2/3)?=-8/27 + 4/9 = 4/27

P4 motsvarande sitt definieras en'lokal minimipunkt och ett lokalt minimum.
Om a ar en lokal maximi- eller minimipunkt, siger man att a dr en lokal extrempunkt

|

|

|

om f(x) < f(a) for alla x i definitionsmangden ndra a. X, ==2/3,x,=0 :
: |

|

och att f har det lokala extremvirdet f(a). |
|

Figuren visar olika typer av lokala extrempunkter.

|
|
Enligt definitionen dr punkterna A-D exempel pé lokala g D | £0) =0 |
, - s
extrempunkter. Det finns med andra ord tre méjligheter. 4 | © Vi gor ett teckenschema. |
@ Om vi studerar ett begrénsat slutet intervall, d4 rand- ' . : > I
J | X
punkterna ingér i definitionsmangden, finns det lokala ’ 22 -
. B .

extrempunkter i dessa randpunkter (A och D). 2 f) + 0 - 0+

@ Det kan finnas lokala extrempunkter dir derivatan 4r noll " fo -~ 4727 0 7
C .
([;:). - - o o . > Ur teckenschemat ser vi att punkten (-2/3, 4/27) 4r en lokal maximipunkt och ;
© Det kan finnas lokala extrempunkter i punkter dar o 1 2 3 4 5 x punkten (0, 0) &r en lokal minimipunkt. .

funktionen inte r deriverbar (B).

Att funktionen inte 4r deriverbar i B beror pa att lutningen har tvé olika virden beroende SVAR: Funktionen har en lokal maximipunkt i (-2/3, 4/27) och en lokal minimipunkt i (0, 0).

om vi ndarmar oss punkten B fran vinster eller hoger. ,

| det har avsnittet ska vi studera inre punkter dér funktionen dr deriverbar, dvs. punkter av
typen C. | nésta avsnitt aterkommer vi till randpunkter och globala extrempunkter. | kurs 4
behandlas funktioner som inte &r deriverbara (som i punkt B). |

Sats: Anta att a dr en lokal extrempunkt till f och att a dr en inre punkt i definitions- |
mingden. Dé foljer det att om f ar deriverbariasa arf'(a) =0. |

Vi ndjer oss med att presentera satsen har utan att redogora for hur den kan bevisas.
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Rita graf

EXEMPEL

Rita grafen till f(x) = x* — 2x? och ange eventuella lokala maximi- eller minimipunkter.

LOSNING:
@ Derivatan av f(x) = x* — 2x2 4r f'(x) = 4* - 4x.
@ Viloser ekvationen f'(x) = 0.
4 -4x =0
Ax(x*-1)=0
x=0cellerx?=1=0
xt=1
x=%1
© Vi gor ett teckenschema. Vikan t.ex. vdljax =-2,x=-0,5, x =0,5 och x = 2 fér att berdkna
derivatans tecken kring sina nollstillen. Vi berdknar dven f(-1), f(0) och f(1). Av utrymmes-
skal uteldmnar vi hir berdkningarna, men en fullstandig [6sning ska innehalla dessa.

<Y

I

-

o -
—

0
fx)y ~ -1 o 0
O Viprickar in de tre punkterna (-1, =1), (0, 0) och (1, =1),

kompletterar med ytterligare tva, t.ex. (=2, 8) och (2, 8)

innan vi binder samman till en mjuk kurva.

SVAR: Funktionen har tva lokala minimipunkter (-1, 1) [ % \/ |
och (1, =1) samt en lokal maximipunkt (0, O).

OVA | » BEGREPP OCH PROCEDUR 3012 Bestdm med hjalp av derivata och
teckenschema eventuella lokala ex-

3011 Rita for hand graferna till f6ljande trempunkter eller terrasspunker till

funktioner genom att undersoka

—_ ) funktionen
derivatans teckenvéxling. Ange dven R
eventuella extrempunkter. J(x)= 375 L
a) flo)=x*+5x+5 3013 Bestdm med hjilp av derivata och

b) f(x) = x* — 6x teckenschema eventuella lokala
maximi- eller minimipunkter till
a) f(x) =x-3x"+5

b) g(x) =2x*— 15x*+ 24x + 19

4
) flx) =1 -4x2-2x3-xZ
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3014 Anvind metoden med derivatans

teckenvixling for att bestimma
eventuella lokala extrempunkter eller
terrasspunkter till

a) f(x) =4-2x-x*

3 2
b) f(x)=%—3%+4x+1

OVA Il * FLERA FORMAGOR

3015

3016

* 3017

* 3018

Till en funktion f(x) har f6ljande
teckenschema sammanstallts.

T > * 3019
0 X
flx) - 0 +
a) Beskriv med ord funktionens
utseende. * 3020
b) Gor en skiss av funktionens graf.
Grafen till en funktion ir ritad.
Beskriv den med ett teckenschema.
*% 3021
** 3022
Skissa grafen till en funktion f(x)
**% 3023

med foljande egenskaper:
f4)=5f(x)>0forx<4,f(4) =0,
f(x)<0forx>4

En tillverkare av avancerade robot-
leksaker uppskattar att hans dagliga
kostnad i tusentals kr kan beskrivas
med funktionen

K(x) =x*— 6x?+ 13x + 15 och den
dagliga intdkten i tusentals kr av
funktionen I(x) = 28x dir x 4r antalet
leksaker.

a) Vilket antal robotleksaker bér han
tillverka och sélja per dag for att hans
vinst ska bli maximal? @)

b) Hur stor 4r den maximala vinsten?

c) Hur manga leksaker
maéste han
tillverka och
silja per dag
for att ga med

vinst? @)

Bestam konstanten a si att
funktionen y = 2x*+ ax*+ 10
far ett lokalt minimivirde da x =2.

Funktionen f(x) = ax’- bx*+2 har
lokalt extremvardet 6 for x = 2.
Bestdm konstanterna a och b samt
extremvirdets art. (B

Lat f(x) vara en andragradsfunktion
definierad for a < x < b. Visa att det
finns ett tal csddantatta<c< b

och f'(¢) = 0 om f(a) = f(b). @n

Funktionen f(x) = ax*+ bx*>+ cx + d

har en lokal maximipunkt (0, 0). Grafen
till funktionen gér dven genom (-1, —5)
och (2, 4). Bestim funktionens lokala
minimipunkt.

a) For vilka x-vdrden har funktionen

f(x)=ax+2 lokala extrempunkter?
X

(a ar en konstant, x # 0)

b) Bestam de lokala extremvirdenas
karaktér for olika virden pé kon-
stanten a.
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Storsta och minsta varde ) I i i

& S oo 1 : y "
Tidigare har vi studerat lokala extrempunkter dar derivatan &r noll., i Bestamma storsta och minsta virde 7
Nu ska vi dven bestdmma lokala extrempunkter, dér derivatan inte A fﬁ Bestam ur grafen funktionens stérsta och minsta virde. - 5

104 1 1 i | L}
behover ha vardet noll. Om funktionen &r definierad i ett slutet 4 ™ |
. g .. . B LOSNING: T —d
intervall, finns det lokala extrempunkter dven i randpunkterna — . . o .

) ) o ) s - . Ur grafen kan vi avldsa att funktionens vardemangd 4r -2 <y < 5. [ - 1|

(de yttre grdnserna for definitionsméngden). ; . . , )

[ (N [ S Grafens vénstra dndpunkt 4r (-2, -2). Den &r markerad med en ofylld ring. .
Grafen visar funktionen f(x) =x*> - 3x? -6, -1 = x < 4. T O % | Det betyder att den punkten inte tillhér funktionens definitionsmangd och

> véardemdngd. Ett storsta eller minsta varde maste antas i en punkt, darfor
& saknar funktionen ett minsta varde. Grafens hégra dndpunkt &r (1, 5).

Den dr markerad med en fylid ring vilket innebdr att den tillhdr funktio- | _
nens definitionsmangd och vdrdemangd. Funktionens stérsta virde 5 |
antas i den punkten. | ]

Pa grafen dr fyra punkter markerade. Alla fyra dr lokala extrem-
punkter. | punkten B = (0, —6) och i punkten C = (2, -10) ar funktio-
nens derivata noll, dvs. f'(0)=0ochf'(2) =0.

Punkterna A och D &r grafens dndpunkter. | punkten

A =(=1,-10) har funktionen samma varde som i punkten C.

Vi ser att funktionen inte antar ndgot virde som 4r mindre 4n sa. SVAR: Funktionens stdrsta vérde dr 5, den saknar minsta varde. ' ‘

Funktionens minsta virde ar -10. — = . u -

| punkten D = (4, 10) har funktionen sitt stérsta vérde, 10. Bestamma lokala och globala extrempunkter |
F.unktlonens vdrdemangd &r -10<y <10. ¥ A _ %g%’qipunkt Bestdm lokala och globala extrempunkter fér funktionen y =1+3x> - x3, -1 <x < 4.
P‘\r den Iokala extremp‘unkten"en lokal ma>f|m.|punkt sa maximip'&h’z\t' = LOSNING: |
finns det ingen punkt i den ndrmaste omgivningen som har @ Videriverary =1+ 3x = . i '
storre funktionsvirde. y'=6x-3x2 | :_ i
Ar den lokala extrempunkten en lokala minimipunkt finns > © Vilbser ekvationen y' = 0 for att finna lokala extrempunkter. : ‘ l
det i den ndrmaste omgivningen ingen punkt med mindre V * 6x - 3x*=0 i g 1 | |
funktionsvirde. . lokal 3x(2-x)=0 i LA '
| minimipunkt |
) ) . global §- X,= 0, X, = 2 2
De punkter som har absolut minst respektive storst funk- minimipunkt . - ) L iy . ,. a3 |
: i © Viberaknar funktionsvirdena i intervallets dndpunkter samt for de
tionsvdrde kallas globala extrempunkter. .. - . . =4
x-varden dér derivatan r noll. 5
f(=1)=1+3- (=112 = (-1)=5 (R |
Funktionen f(x) har ett storsta virde f(a) for x = a i ett intervall f0)=1+3-02-0%=1 [ 7
om f(x) < f(a) for alla x i intervallet. f(2)=1+3-22-23<5 : g ||
Funktionen f(x) har ett minsta virde f(a) for x = a i ett intervall f(4)=1+3-42—4=_-15 10 |
. o . . . . i -1
om f(x) 2 f(a) for alla x i intervallet. Storsta vérdet antas i punkterna (-1, 5), global och lokal maximipunkt, _1;
och (2, 5) global och lokal maximipunkt. Minsta virdet antas i punkten -13
. _ _ . . o , (4, -15), global och lokal minimipunkt. Punkten (0, 1) &r en lokal minimi- il ‘ |
| ett slutet intervall kan en kontinuerlig deriverbar funktion anta sitt storsta respektive odi , _ , , i -15 |
i i o ) _ ) ) punkt. Vi later datorn rita funktionens graf i det aktuella intervallet for |
minsta védrde endast i &ndpunkterna eller ddr derivatan dr noll (lokala min- eller max- . =16
) ) . _ L . . s att kontrollera véra slutsatser.
punkter). For att sdka storsta eller minsta virde i ett slutet intervall racker det darfor att
bestdmma funktionsvérdena i andpunkterna samt dér derivatan ar noll och jamféra dessa SVAR: (-1, 5) dr en global och lokal maximipunkt, (0, 1) 4r en lokal minimipunkt,
varden. Om det finns en inre punkt dér funktionen inte dr deriverbar maste denna under- (2, 5) dr en global och lokal maximipunkt, (4, —15) dr en global och lokal minimipunkt.
sOkas separat (se figur pa s.124).
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OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR

3024 Anvind de ritade graferna for att
bestimma funktionernas lokala
extrempunkter samt storsta och
minsta vérde.

a)
b) ' YA
I
5.4
.43.
B L
7 4 e
L 4
._2_ H
c) YA

A

k-
{4 — >
3 -2 \1/ | 2 &%
} 4 " = -1 . 1 4

3025 Rita grafen till f(x) = x° - 6x* + 9x
for —1 < x < 4 och ange funktionens
storsta respektive minsta varde.

3026 Funktionen f(x) = x*— 6x*+ 5 dr defi-
nierad for —1 < x < 5. Berdkna funk-
tionens storsta och minsta virde.
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3027 Bestim virdeméngden till funk-
tionen f(x) = x’ — 3x, 2 < x < 3.

3028 Berikna minsta virdet av funktionen

f(x)=%—1+%,x>0.

3029 Berikna lokala och globala
extrempunkter for funktionen
flx) =6x—-x% -2<x<4.

3030 Funktionen f(x) = 3x*—4x* - 12x*+ 5
ar definierad for -2 < x < 3. Berdkna
funktionens storsta och minsta

varde. (B

3031 Berikna storsta och minsta virde for
funktionen y =6 Jx-x 0<x<16.

OVA Il » FLERA FORMAGOR

* 3032 Berikna storsta och minsta

varde for funktionen
flx)=(x*-2)(x*-2x), -2<x<2. @

« 3033 Funktionen f(x)=ax"+ bx’ har ett
lokalt extremvirde f(—1) = 2. Bestdim
konstanterna a och b samt det lokala
extremvirdets art.

* 3034 Berikna storsta och minsta virde {or

4
funktionen, f(x)=x+ 2 x> 0.

x% 3035 Skissa en funktion som 4r definierad
for 0 < x < 10, har en lokal maximi-
punkt nir x = 3 och storsta virde for

x=10. 0

#* 3036 Funktionen f(x) ér definierad i
intervallet a < x < b och deriverbar
i hela intervallet, f'(x) # 0. Forklara
varfor funktionen antar sitt storsta
respektive minsta varde i intervallets
dndpunkter.

EXEMPEL

Tillampningar

| manga problemframstaliningar ingér ofta att finna stérsta eller
minsta vdrde. Det kan t.ex. gélla att bestimma hur manga enheter som ska produceras fér att
vinsten ska bli maximal, eller att berdkna den minsta materialdtgangen vid en given volym.

En bra l6sningsstrategi 4r att forsoka finna funktioner som beskriver det nskade sambandet
och med hjélp av derivatan bestimma det efterfrigade resultatet.

ii) Teorigenomgang

En summas minsta varde

Bestdm minsta méjliga varde pa summan av tvd icke-negativa tal vars produkt &r 100.

LOSNING:
Kalla de tva talen x och y.
Dd géllerx - y =100 eller y =m,x >0.
X
Summan av de tva talen kan skrivas som en funktion f(x) dar f(x) = x + m.
X
© Derivatan av funktionen f(x) = x+m arf'(x) = 1—@
X X
@ Viloser ekvationen f'(x) = 0.
1-1%9 g
X
x”>=100
x==10 Ten negativa roten utesluts. =
I »
© Vi gor ett teckenschema och bestimmer 10 o LI

fxy - 0 +
flxy ~ 20 7

funktionsvérdet i den lokala extrempunkten,

SVAR: Minsta mojliga summa dr 20.

Av utrymmesskal redovisas
inte berdkningen av derivatans
vdrden i de tvd intervallen.

En cylinders maximala volym

Bestdm stérsta méjliga volym for en cylinder med totala begransningsytan 1507 cm?

LOSNING:
Viritar en cylinder med radien r cm och héjden h cm.

Cylinderns volym kan berdknas med formeln V =xr?h. Den totala begrénsningsytan A bestar
av en rektangel med matten 2ir cm och h cm samt tva cirkuldra skivor med radien r cm.

A=2nrh+2nr?

For att kunna bestdmma den maximala volymen behover vi uttrycka volymen som
en funktion av r eller h. Eftersom vi vet att begransningsytan dr 1507 har vi ett
samband mellan r och h. Vi loser ut h ur det sambandet och sitter in uttrycket i
formeln for volymen.

KAPITEL 3 ; ANVANDNING AV DERIVATA
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Forkorta med 2m.

2nrh+2nr’=150m

Vir)=nr’=-r)=75nr —ar’
r

75m —3nr?=0
r2=25

Vi deriverar funktionen V(r) = 75zr — ztr och far V'(r) =

rh+r?=75
rh=75-r?2 Dividera i bada leden med r.
h= 75 r Sittin uttrycket i V = mtr*h och férenkla.
r
75

757 — 372 Vi loser ekvationen V'(r) = 0.

r=4%5

En stricka kan inte vara negativ. Losningen =5 4r alltsd inte giltig.

Vi gor ett teckenschema for att kontrollera

om vi har en lokal maximipunkt.

r=5cmgerh=10cm
och volymen blir V=250% cm’.

SVAR: Cylinderns maximala volym ar 2507 cm’.-

<Y

viarden i de tva intervallen.

OVA | «- BEGREPP OCH PROCEDUR

Summan av tvd positiva tal ar 42.
Bestim storsta mojliga virde pa
deras produkt.

3037

3038 I en rektangel 4r summan av tre
sidor 100 cm. Bestdm rektangelns

maximala area.

Bestdim maximala arean for en
rektangel dar ett horn ligger pa linjen
2x + y =100, som pa bilden. @

3039
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3040 En influensaepidemi hérjar i en stad.
Man uppskattar att antalet insjuknade
N(t) efter t dagar fran epidemins ut-
brott dr N(f) = 60t* — 12,0 < x < 40.
Hur méinga dr maximalt sjuka samti-
digt?

Av utrymmesskal redovisas
inte berdkningen av derivatans

3041

3042

3043

* 3044

* 3045

Ett stérre markomréade ska inhédgnas
i tre parallella lika stora rektanguldra
omraden som figuren visar.

Agaren har 2 000 m stingsel till sitt
forfogande. Bestdm storsta mojliga
area pa omradet.

Bestdm storsta mojliga area for en
triangel ddr summan av halva basen
och hojden dr 16 cm. (B

En 6ppen cylinderformad burk ska
ha volymen 125 cm®. Vilka dimen-
sioner ska burken ha for att material-
atgangen ska bli sa liten som mojligt?

En ritvinklig triangel har arean

30 cm?®. Bestdim omkretsen for den
triangel dar summan av kateterna
ar minsta mojliga.

Den avbildade ladan har volymen
576 cm’ och den r tillverkad si att
den totala begransningsytan inklu-
sive lock 4r minimal. Bestam ladans
dimensioner.

* 3046 Dagspriset p(x) kr/kg for firska

* 3047

** 3048

kriftor 4r en funktion av vikten
x kg, 0 < x < 30, som fiskaren
kan erbjuda till f6rséljning.
Bestdm vikten och motsvarande
pris som maximerar fiskarens$
dagsinkomst om

plx)= éxz -10x +300.

Ett cirkuldrt papper med radien

6,4 cm viks upp sa att man far en
cylindrisk pappersform f6r bakverk,
se figur.

Berakna med hjilp av derivata hur
papperet ska vikas for att pappers-
formen ska fa sa stor volym som
mojligt. (NP Ma C ht 00)

a) Bestim dimensionerna for den
cylinder av maximal volym som
kan inskrivas i ett klot med
radien R.

b) Visa dven att férhallandet mellan
cylinderns héjd och radie dr /2.

¢) Visa att forhallandet mellan
volymen av klotet och volymen
av den maximala cylindern 4r /3.

(L)
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REKTANGELNS OMKRETS OCH AREA

Rita grafen till funktionen y = 5x — x2. Markera i forsta kvadranten en punkt P pa kurvan och dratva
linjer genom punkten, en parallell med x-axeln och en med y-axeln. Linjerna bildar en rektangel
tillsammans med x- och y-axlarna.

Undersdk hur rektangelns omkrets varierar da punkten P rér sig utefter kurvan i férsta kvadranten.

=

m Bestdm rektangelns storsta omkrets.

m Undersok hur rektangelns area varierar da punkten P rér sig utefter kurvan i férsta kvadranten.
|

Bestdm rektangelns storsta area.

EN LADAS STORSTA MOJLIGA VOLYM

Tillverka en lada utan lock av en kartongbit med matten 24 cm x 30 cm genom att
kiippa bort lika stora kvadrater i varje horn och vika upp sidorna.

m Bestim ladans volym for olika virden pé den bortklippta kvadratens sida.
m Vilket virde pa den bortkiippta sidan ger den storsta volymen?

m Bestidm med hjilp av derivata ladans storsta mojliga volym.
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Andraderivata ) Teorigenomging

Om derivatan f'till en funktion f dr deriverbar kallas dess derivata andraderivatan till f.
Hastigheten v(t) for ett foremal &r lika med derivatan av striackan s(t). Accelerationen a(t) ir
derivatan av hastigheten v(t). Vi har da deriverat funktionen s(t) tva génger. Vi har fatt andra-

derivatan som beskriver forandringen av férstaderivatan. Funktionen y = x2 har férstaderivatan

y"=2xoch andraderivatan y"= 2. y"utlises "y bis". Andra skrivsitt for andraderivatan &r
2

f(x), (Z; }2/ (utldses "d tvd y d x tva") och D?f(x) (utldses "D tva f av x").
X

ot
w
; Bestimma andraderivatan
Hx-l Bestdm andraderivatan av
O a) ) =X x b) F(x)=—
X
LOSNING:
a) f(X) =x* +x b) F(X) = = x
X
Fi(x)=3x2+1 fi(x)=-3x"*
f (x) = 6x f'(x)=12x7 = %
X
" 7 12
SVAR: a) f"(x) = 6x b) f(x)=—5
X
OVA | » BEGREPP OCH PROCEDUR b) y’(2)omy=3x-x*+7x-1
3049 Bestim andraderivatan av 3051 Strdckan s meter som ett foremal ror
a) y=x° b) y=2x+1 sig under t sekunder kan beskrivas
1 6 4 . £
o) fx)== d et 4 med funktionen s(t) =36 ——.
) = AT ST 3

Bestdm s'(¢) och s"(t) och forklara

3050 Bestam virdet av
med ord vad du beriknat.

a) y(I)omy=1-2x-3x

UNDERSOKNING AV ANDRADERIVATA

Undersok vilket tecken andraderivatan har i férstaderivatans nollstillen for funktionen
3] 7
fix) = X? +X?— 2x samt jdmfor med grafen till funktionen.

Vilket samband finns mellan andraderivatans tecken i forstaderivatans nollstillen och
typ av lokal extrempunkt?

Undersok forstaderivatans nollstdlle med andraderivatan fér funktionerna f(x) = x, fix) = x* och f(x) = — x*

samt jamfor med graferna till funktionerna.

Formulera darefter ett svar pd fragan: Vad hander om f*(x) = 0?




Extrempunktsbestimning med andraderivata 4 —— — — S —

Tidigare bestimde vi lokala extrempunkter med teckenstudium av forstaderivatan. = Extrempunktsbestéimning medlandraderivat
erivata

Ett annat sitt r att studera andraderivatans tecken i férstaderivatans nollstallen. v, )
Bestdm eventuella lokala extrempunkter till f(x) = x> - 27x med hjilp av andraderivata.

Grafen nedan visar funktionen f(x) som har en lokal minimipunkt fér x = a och en lokal maximi- |

punkt for x = b. Figuren visar dven forstaderivatans nollstillen samt dess tecken i olika intervall, bl (H
f(x)=x>-27x
A Fi(x) = 3x2 — 27 |
) f'(x) = 6x
i fix)=0ddx=3ochx=-3
f"(3)=6-3=18> 0= lokal minimipunkt
. ': f'(=3)=6 (-3) =-18 <0 = lokal maximipunkt
i s, f(3)=-54 I
a b x f(-3)=>54 il
fo - 0 " 0 - |
SVAR: Lokal minimipunkt i (3, -54) och lokal maximipunkt i (-3, 54).

Nir x = a vixlar forstaderivatan tecken fran — till +, alltsa 6kar den. Det innebdr i detta fall
att andraderivatan ar positiv. Andraderivatan kan ocksa vara noll i lokala extrempunkter dar
forstaderivatan dr viaxande, t.ex. for f(x) = x*. D4 kan andraderivatan inte anvindas for

OVA 1 « BEGREPP OCH PROCEDUR 3055 Bestim eventuella lokala extrem-

extrempunktsbestdmning.
punkter for funktionen f(x) = x°. '

3052 Anvind metoden med andraderivata

Om f'(a) =0 och f"(a) > 0, har f(x) en lokal minimipunkt da x =a.
for att bestimma eventuella lokala '

Nir x = b vixlar forstaderivatan tecken fran + till -, alltsd minskar den. Det innebdr i detta fall att extrempunkter fér funktionerna OVA Il » FLERA FORMAGOR
andraderivatan 4r negativ. Andraderivatan kan ocksé vara noll i lokala extrempunkter da forsta- 2) f(x) = ¥- 3x2= 9 + 7 i . _ |
derivatan dr avtagande, t.ex. for f(x) = —x*. Da kan andraderivatan inte anvandas for b , , * 3056 ?ﬂll.ssa grafen till en funktion som har |
extrempunktsbestdmning. ity ~ B B | f(’)(JOa)ndz e]%e(n;kape]rfs 0)
; _ =0,f'(4)=0,f70)<0,f"(4)>0
Omf'(b)=0och f"(b) <0, har f(x) en lokal maximipunkt di x=b. 2059 diestam, nied h)alp av andraderivata i
| lokala extrempunkterna for funktio- * 3057 Kan man anvidnda metoden med an- |
nen f(x) = x* - 4x> -8x%. (B draderivatan for att bestimma lokala |
. extrempunkter till funktionen
EXTREMPUNKTSBESTAMNING MED ANDRADERIVATA FOR FUNKTIONEN f(x) 3054 Vilken av graferna representerar en f(x) = 1 - x*2 Moti di |
1 funktionf( ) p I =1 - x*¢ Motivera qitt svar.
@ Bestim forstaderivatans nollstillen, t.ex. x = a. | X) med egenskaperna
© f"(a) > 0 = funktionen har en lokal minimipunkt for x = a. f(a)>0,f'(a) =0 och f(a) < 0? + 3058 Figuren visar
f"(a) < 0 = funktionen har en lokal maximipunkt for x = a. YA 2R grafen for ett
f"(a) = 0 = ingen slutsats kan dras om férekomst eller typ av en lokal extrem- p . s tredjegrads- | |
punkt. D& maste teckenschema anvindas for att bestimma den lokala extrem- ‘\ polynom f(x). I !
punktens karaktar. Skissa en graf !
© For att fa den lokala extrempunktens y-koordinat berdknas f(a). a x T3 x for f(x). I
YA YA | |
3 4 f
——,—’ — |
a X a X
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Detta avsnitt
ar dverkurs
och studeras
av den som ar
intresserad.

138

Definition: En funktion fkallas konvex p ett intervall om det for allax, och x, i
intervallet géller att linjestycket mellan punkterna (x,, f(x,)) och (x,, f(x,)) ligger &ver
eller sammanfaller med funktionskurvan y = f(x). Om dessa linjestycken istéllet ligger
under alternativt sammanfaller med funktionskurvan for alla x, och x, i intervallet
kallas f konkav.

Om inte linjestyckena sammanfaller med funktionskurvan i nagot fall, kallas funk-
tionen istéllet strangt konvex respektive strangt konkav.

(%, F(x,))

O FO)

<Y

Grafen dr konkav, godtyckligt
valt linjestycke ligger under eller

Grafen 4r konvex, godtyckligt
valt linjestycke ligger dver eller

sammanfaller med grafen. sammanfaller med grafen.

Fér de x-vdrden dar f"(x) > 0 &r funktionens graf konvex.
T.ex. fx) = x2 och f"(x) = 2. Grafen till funktionen f(x) = x? 4r konvex for alla x.

For de x-virden dir £"(x) < 0 dr funktionens graf konkav.
T.ex. f(x) = —x?och f"(x) = —2. Grafen till funktionen f{x) = —x? dr konkav for alla x.

For polynom av hdgre grad kan grafen dndra konkavitet. En punkt dér grafen @ndrar
konkavitet kallas inflexionspunkt. | en sddan punkt skir tangenten grafen. En inflexionspunkt
ddr tangenten dr parallell med x-axeln &r en terrasspunkt. | en inflexionspunkt &r f*(x) = 0.

A A

terrasspunkt
(inflexionspunkt
med vagrdt tangent)

konkav

inflexionspunkt

B2 4

B 4
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W
-
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Bestimma konkavitet och inflexionspunkter

Bestdm de intervall dar grafen till funktionen f(x) =x*+ x?+ 1 4r konvex respektive konkav
samt bestdm inflexionspunkten.

LOSNING:

Bestdm andraderivatan.
) =x*+x2+1
f'(x)=3x%+2x
f'(x)=6x+2

Los ekvationen f"(x) = 0.

6x+2=0
1

X=——

3
Undersok andraderivatans tecken for x<—l och for x>—1
3
f"(=1) = -4 < 0 = funktionens graf 4r konkav fér x < 1
3

f*(0) = 2> 0 = funktionens graf dr konvex fér x > A

Funktionen har alltsa en inflexionspunkt fér x=—%. Vifar punktens y-koordinat

genom att sdtta in x=—% i funktionsuttrycket.

3 2
A L Oy + =1 +‘I:—i+l+1:§
3 3 3 27 9 27
Inflexionspunkt: —1.2
3 27
SVAR:
Funktionens graf dr konkav fér x<—% och konvex for x>~

Inflexionspunkten har koordinaterna (—1. ﬁ]

3 27
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3061 Skissa grafen till en funktion som
har foljande egenskaper: f(2) = 1,
£'(2) = 0 och konvex for alla x.

OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR

3059 Figuren visar grafen for funktionen
f(x). Bestam de x-varden dar

2) fx) >0 b) fx) =0 OVA 11 » FLERA FORMAGOR
Qe gl + 3062 Skissa grafen till en funktion som har
2 [T foljande egenskaper:
| ‘ f(x) <0 f6r x < 0 och f(x) > 0 fr
| oaise x>0, f'(x) > 0 for alla x.

| * 3063 Skissa grafen till en funktion som har
foljande egenskaper:

. | £3)=5.1(5) =1, (3) = 0,f(5) =0,

‘ inflexionspunkt i (4, 3), konkav for

| x < 4 och konvex for x > 4.

1,58, —1,54) ) ] .
—— + 3064 Skissa en graf till en funktion som

har f6ljande egenskaper:
inflexionspunkter for x = 2 och x =14,
konkav for x < 2 och x > 4, konvex

3060 Bestim de intervall dér foljande
funktioners grafer 4r konvexa respek-
tive konkava. Ange ocksa eventuella

inflexionspunkter och lokala extrem- for2 <x<4.

punkter. + 3065 Funktionen f(x) = ax®+ bx’+cx+d
a) flx)=x"-4x+3 har lokal maximipunkt i (3, 3), lokal
b) flx) =% minimipunkt i (5, 1) och inflexions-

punkt i (4, 2). Bestim
funktionen.

c) f(x) =% - 3%

s Ord och begrepp
Q.D) Koll pa avsnittet

LOKALA EXTREMPUNKTER OCH INFLEXIONSPUNKTER
Funktionen f(x) = (x(1 = x)(2x — 1)(4 — 9x))? 4r given. Avgér med resonemang:

a) Antal nolistallen.
b) Antal lokala extrempunkter.
c) Antal inflexionspunkter.

d) Kontrollera era resonemang digitalt genom att rita funktionens graf.

KAPITEL 33 ANVANDNING AV DERIVATA

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 3.1

Avgor for varje pastaende om det dr sant, falskt eller sant om (sant under vissa
férutsattningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dér det 4r mgjligt.

@ Genom att 18sa ekvationen f'(x) = 0 fir man reda pa nollstallen till funktionen f(
@ For en avtagande funktion f giller att bade f(x) <0 och f'(x) < 0.

f'(1) anger funktionens lutning i punkten (1, f(1)).

Derivatan i en terrasspunkt kan ha teckenvixling - 0 —.

Med andraderivata kan man bestdmma en funktions terrasspunkter.

[ en lokal extrempunkt dr f'(x) =0

| en global extrempunkt &r f'(x) =0.

Andraderivatan visar med vilken hastighet forstaderivatan férindras.

Med andraderivata kan man bestimma

O09000O00CO0

en funktions lokala extrempunkter.

Gruppaktivitet

LOKALA EXTREMPUNKTER OCH TERRASSPUNKTER

Undersok for olika vérden pa talet a vilka lokala extrempunkter och terrasspunkter som funktionen
f(x) = x>+ ax?— a’x har.

X).

7l Svar med motiveringar
8 finns pa ldrarwebben.

-

= |
- e
' UTMANING
£ MINIMERAD MATERIALKOSTNAD ]
I8 . . 2|
Cylinderformade burkar med volymen V v.e. ska tillverkas. Till réret anvinds 3
L ett tjockare material som kostar A kr/a.e. och till bottenskivan och topp- 4]
skivan ett tunnare material som kostar B kr/a.e. Vilket &r férhillandet mellan E
burkens radie och h6jd om man vill minimera materialkostnaden och A = 28?
\,

B




3.2 Samband mellan en funktions

graf och funktionens forsta-
och andraderivata

/ 3 Teorigenomgang
@ Simulering

Vi har tidigare studerat funktioners utseende med hjalp av derivata och teckenschema.
Nir en funktion deriveras far man en ny funktion. Genom att studera dess graf kan ocksa

funktionens utseende bestimmas.

Derivatans graf

Vi later en grafraknare eller dator rita grafen fill
en funktions derivata. Derivatan &r en rét linje.

Vi kan frén derivatans graf se att den skdr x-axeln
déa x =0 vilket betyder att f '(x) =0 dd x = 0.

Nar x < 0 ligger derivatans graf under x-axeln.
Detta betyder dd att f(x) < 0 och funktionen dr
avtagande.

Nir x > 0 ligger derivatans graf dver x-axeln.
Detta betyder da att f(x) > 0 och funktionen &r
vixande. Detta kan sammanfattas i ett tecken-

schema:

: i
)y - 0 +
fx) N 2!

Teckenschemat visar att funktionen har en lokal
minimipunkt for x = 0 eftersom derivatan véxlar
tecken fran minus till plus. Funktionen ar en
andragradsfunktion och kan ha foljande
utseende:
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Gruppaktivitet
UNDERSOKANDE UPPGIFT — SAMBAND MELLAN EN FUNKTION

OCH DESS FORSTA- OCH ANDRADERIVATA

1. Skriv in en allman tredjegradsfunktion f(x) = 2 + bx?+ cx + d i
inmatningsfaltet i GeoGebra.

2. Klicka pa Ja, skapa glidare.
3. Man far da fyra glidare, dér virdena pd a, b, ¢ och d kan varieras.

4. Rita derivatans graf genom att skriva f' i inmatningsféltet.
Undersék vilket samband som finns mellan en funktions graf och
dess forstaderivata genom att variera virdena fér a, b, c och d.

5. Rita andraderivatans graf genom att skriva f" i inmatningsfiltet.

6. a) Vilket samband finns mellan en funktions graf och dess
férstaderivatas graf?
b) Vilket samband finns mellan férsta- och andraderivatans grafer?
c) Vilket samband finns mellan en funktions graf och dess
andraderivatas graf?

Ak Faogis Vs salidesga Vantg Fimsie e

Bl A-n ool 4] N=4)
¥ dgwirsre 2| 0 masemrkse =

@ c=18

® d=16

@ ((x) =02z +05x— 182 —16
® [(x) = 062 +3—-1.8

® Mz =12x+1
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EXEMPEL

Tolka derivatans graf
Grafen visar derivatan till en funktion. \

a) For vilka x-vdrden 4r funktionen védxande, respektive

avtagande? ‘
b) Vilken typ av extrempunkt har funktionen?
c) Skissa funktionens graf.

LOSNING: -
a) Derivatans skarningspunkt med axeln &r (5, 0).
b) . > '
5 x
fixy + 0 - e
fxy 7 N

Teckenschemat visar att funktionen r vaxande for x <5
och avtagande for x > 5. Detta betyder att funktionen har en
lokal maximipunkt fér x =5.

Andraderivatans graf
Figuren visar grafen fér tredjegradsfunktionen f(x).

a) Skissa grafen for f'(x)
b) Skissa grafen for £*(x)

LOSNING:

a) Derivatan till en tredjegradsfunktion dr en andragradsfunktion.
f(x) har en lokal maximipunkt dd x = -2 och en lokal minimi-
punkt da x = 1. Derivatan har darfor tva nollstéllen da x =-2
och x = 1. Derivatan &r positiv till vdnster om den lokala maxi-
mipunkten och negativ till hdger. For den lokala minimipunkten
4r derivatan negativ till vinster och positiv till hoger. Derivatans
graf kan dérfér se ut som i figuren, rod graf.

b) Derivatan till en andragradsfunktion ar en linjér funktion.
Andragradsfunktionen har en lokal minimipunkt for x =-05.
Derivatan 4r negativ till vinster om den lokala minimipunkten
och positiv till héger. Andraderivatans graf kan dérfér se ut som
ifiguren, grén graf.

KAPITEL 3 ; ANVANDNING AV DERIVATA

EXEMPEL

Undersok graf med digitala verktyg

Rita med digitalt verktyg forsta- och andraderivatans grafer till

funktionen f(x) =x* +x* —x + 1.

a) Vilket samband finns mellan funktionens graf och dess férstaderivatas graf?
b) Vilket samband finns mellan férsta- och andraderivatans grafer?

c) Vilket samband finns mellan funktionens graf och andraderivatans graf?

LOSNING:
Med t.ex. GeoGebra:

1. Skrivin fix) =x* + x> = x +1 i inmatningsfiltet och grafen ritas.
2. Skrivin f'(x) i inmatningsfaltet och du far f '(x) = 3x? + 2x — 1
och dess graf ritas.
3. Skrivinf "(x) i inmatningsfiltet och du far f "(x) = 6x + 2
och dess graf ritas.
a) Funktionens lokala extrempunkter 4r derivatans nollstillen.
b) Férstaderivatans lokala extrempunkt & andraderivatans nollstille.
¢) Dé funktionen har en lokal maximipunkt &r andraderivatan negativ och
da funktionen har en lokal maximipunkt &r andraderivatan positiv.

Aty Radigera Visa inatbimeger Vit ookl Wokly

.,a_ LA ;:\ o] O LN .g.l-

e °

= Hpioysaitie [ misrite

v fee S T = Al
¥ |
® () =<+t —at1 ? |

® Plx)=32742:-1 /
@ (Mz) = 6242 |
|
o

] T -

' ‘
|
|

e ,|
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3066 [ graferna dr derivatan f'(x) ritad.

Bestdm var funktionen f(x)
4r viaxande respektive avtagande.

a) b)

KT T J A ‘ ‘7"1
J=—=_2J 4 e 18 3] . |
L ICE T Bty - .
- L > | : —>
3 -1 i 2 37 = = T 1 3%
e ——1 i | =N ! | -
Lt UL LLL | |
7 il SN

|
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3067 Grafen visar derivatan till en poly-
nomfunktion. Derivatan ir ett andra-

gradspolynom.

a) For vilka x-vérden dr funktionen

vaxande?

b) For vilka x-védrden dr funktionen

avtagande?

¢) Vilken grad har polynom-

funktionen?

3068 Rita med hjilp av digitala hjalpmedel

grafen till funktionen

f(x)=-x*+6x-4och grafen till
dess derivata. Vilka samband finns

mellan de bada graferna?

R

OVA Il « FLERA FORMAGOR

3069 Graferna A—C visar derivatan till tre
tredjegradsfunktioner och i graferna
1-3 ar tredjegradsfunktionerna
ritade. Para ihop ritt funktion med

ritt derivata.

‘iq

* 3070 Figuren vi- e

sar grafen
for funk-
tionen
f(x). Skissa

o

grafen for
funktio-

nen f"(x).
@

* 3071 Figuren visar grafen for funktionen f"(x).

a) Skissa ett forslag

|_[JA |
for grafen for e
fé). T 1 ) O
b) Finns det flera _L s : l >
mojligheter?

¢) Forklara med ord
din tankegang for att komma
fram till grafen for f(x).

#* 3072 Graferna visar derivatan till tre olika
tredjegradsfunktioner
fx)=ax’ +bx* + cx + d.
Skissa graferna till motsvarande funk-
tioner och ge exempel pa funktioner som
passar in pa derivatornas grafer. @)
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#+ 3073 Graferna visar nagra funktioners derivator.
8 Teorigenomgéng

% 3.3 Deriveringsregler for @

Ko[;pla ihopf fkunktionerna med respektive A | I | )
graf. En graf kan stimma in pé mer an en 6 B i o .
i MERERE exponentialfunktioner
| )]
5 s . . 3] EHEE
= f(x) har en fkal mmlmlp?r}kt oA =as2 : | . For att kunna bestdmma forandringshastigheter hos exponentialfunktioner behéver vi
® g(x) har en terrasspunkt foljt av | N kunna derivera dem. Du har tidigare lart dig att derivera linjira funktioner, potensfunktioner
en terrasspunkt 2 =L —T*l och polynomfunktioner.
= /i(3) > h(2) S
® s(x) saknar lokala maximi-, minimi- AT Derivata av eXponential- J . — -
eller terrasspunkter 5 | . ' [
P - - funktioner och talet e |
m #(x) har en lokal maximipunkt f6ljt av . _ CTORT T . - . 3
en lokal minimipunkt | - S mmme i H i \ !— ll_; Vi sfka r:lezd hjalp av dI:Cgltala hjalpmedel jamfora
L = ENEETRRE . 0 am grafer till exponentialfunktioner och deras derivator. 2]
® u(x) har en lokal minimipunkt foljtaven [ LLITRLLTA LI (434414434 Grafen till funktionen f(x) = 2 (bla) och grafen til
lokal maximipunkt 2 |\ i ) o |
3 dess derivata (réd) ritas. 1

il
- I
Vikan nu se att graferna liknar varandra och det i =,.2: 0

vore intressant att studera kvoten melian y" och y. 3 2 1 0 1 2 ¥

Ord och begrepp
Koll pd avsnittet

a—y _1
| ! RSN o= ] T —
Kvoten kz% ar konstant
| I Ee (grafen ar en vagrit linje). k=0,69.
il Med andra ord géller y'=k - y.
REFLEKTERA OCH DISKUTERA 3 .2 Hur dndras kvoten om vi dndrar basen i
flx) =2 (0. 0.69) exponentialfunktionen?
Avgdr for varje pastaende om det ar sant, falskt eller sant om (sant under vissa ] TR 0 = : 3
forutsittningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dér det ar mojligt. = X
I ] =t 1
'il @ Genom att studera grafen till en funktions derivata kan man bestdmma 5] l — —
'i funktionens lokala extrempunkter. K Med basen 3 far vi graferna till hoger. - —r
| . . . M y.
I @ Genom att studera grafen till en funktions andraderivata kan man bestdmma Vi ser att graferna ndstan sammanfaller,
| funktionens lokala extrempunkter. dvs. k=1 (k=1.099..) . 4
| © Genom att studera grafen till en funktions forstaderivata kan man bestdmma
i funktionens terrasspunkter. Om vi kan hitta en bas dar kvoten k=1, blir 2|
il Svar med motiveringar y'=1-y=y. Funktionen &r da lika med sin egen
K] (s i ararweb i : 000 = () /(9
inns pa lararwebben. derivata. Enligt ovanstidende undersskning bér 4
i basen vara mellan 2 och 3. Den bas som ger g (0,1.099)
, Y . :
<=1 har fatt ett speciellt namn: talet e Y 9 :
: , —t——1 — .
| g Yo 2 5 2
I )= B T Nl e e B AT AR B D B, ) B
] .

LE—

Talete = 2,718 281 828...

L

BT R S W
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Figuren visar graferna till f(x) = e* och dess derivata 4y
N = . ) |
ZZE);tekvisff nT;::i Etiﬂﬁ?fema sammanfaler ‘ | ‘ Derivera exponentialfunktion med basen e
| Derivera
Med hjilp av datorn har vi illustrerat att f(x) =e* 5 2) y=3 e it ) e P b b
har derivatan f'(x) = e*.
9(x) = F(x) 1(x) 1 ' LOSNING:
| ) ©,1) ‘ ' a) y'=3 e
0 - 1 b) y'= (1) e = e
S 2 0 PO B |. C) y'=2"0,5e%%+6x — 4= €95+ 6x — 4
Le = ke e | SVAR: |
a) y'=3-¢ b) y'=—e> c) y'=e">+6x-4

Funktionen f(x) = e*har E

derivatan f'(x) = e*. . c .
__e"va o (_X) _ Tangenten till en exponentialfunktion

w
EXEMPEL

V ' Bestdm tangentens ekvation till funktionen f(x) = 5e®#* i punkten med x-koordinaten 0.

Vilken derivata har f(x) = e2? Vi kan jamféra graferna till f(x) och f'(x). ' LOSNING:
" e f(0)=5-%°=5-1=5
A ' fi(x)=5 0,4 e0%=2e0%
i f(0)=2-e%0%=2-1=2=kfortangenten i punkten (0, 5)
Tangentens ekvation: y =kx +m
g0 = f(x) /1) 2 y=5k=2o0chx=0ger
/(0,2> 5=2-0+m '
1 m=5
£ o Tangentens ekvation: y =2x + 5
3 2 - 0 1 2 x|
fx) = ¥ 1 ol SVAR: y=2x+5 |
KvotenZ=2, dvs.y'=2-y ] g s . ” ’
| Y _ , " f(x) =C - e har derivatan f'(x) = C- k- e OVA I « BEGREPP OCH PROCEDUR 3076 Bestim f'(0) om
| f(x) = e* har derivatan f'(x) = 2- e*. ' b : -
: ) C och k dr konstanter. 3074 Derivera a) f(x)=3e
P motsvarande sitt kan man grafiskt visa att T - ’ ) y=0.5¢" b _ 405 b »
f(x) = C- e*har derivatan C- k- e B y=thoe ) y=de 6ol OBt 5% 5
c) y=2e™ d) y=6e"” ) flx)=x>+2e~
3075 Derivera 3077 Bestim for funktionen f(x) = e* .|
a) y=4e*-x2 ' a) f(0) och f"(0) |
' b) y=3x-e¥+2 b) f(-1) och f'(-1) !
'._ Q) y- x;e ¢) f(2,5) och f'(2,5) I
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3078 Bestim f'(1) exakt och med tre
gillande siffror om

a) f(x)=e*-x
b) f(x) = 3x>+ 2x — 4e*
¢) flx)=e>-x°

3079 Bestim y"(0) om y=6e

3080 Bestim minsta vardet for funktionen
y=e"+3x.

3081 For vilka virden pa x ar funktionen f
vaxande?

a) f(x) =e* —x
b) f(x) =e* +x

3082 For vilka virden pa x dr funktionen f
avtagande?

a)f(x)=e*+x
b) f(x)=e - 2x

OVA Il » FLERA FORMAGOR

3083 Ar derivatan positiv eller negativ
hos foljande exponentialfunktioner?

Motivera ditt svar. &
a) f(x) =0,2¢*

b) f(0) = e

c) f(x)=e*

3084 Bestim ekvationen for tangenten till
y = 2¢e*i punkten (0, 2).

3085 Bestim en ekvation for tangenten till
funktionen f(x) = e*i punkten
a) (0,1)
b) (1,e)
c) (-1,e)

KAPITEL 3 ; ANVANDNING AV DERIVATA

* 3086

* 3087

*+ 3088

** 3089

-0,5x

Bestam derivatan f6r y = 60 000e
nar x = 2,5.

Bestam ekvationen for den tangent

till kurvan y = e*som passerar genom

origo.

Grafen till funktionen f (x) = C - e
gar genom punkten (0, 4) och har ddr
lutningen 2. Bestdm konstanterna C
och k.

Ett foretag vill starta helikopterflyg-
ningar fran en flygplats. Man rdknar
med att passagerarantalet ska folja
modellen f{x) = 300 — 220 - e *** dér
f(x) dr antalet passagerare i tusental
per ar efter x dr.

a) Bestim f(5,0). Vad sdger svaret?

b) Bestam f“(5,0). Vad sdger svaret?

EXEMPEL

Talet e och den naturliga logaritmen

Tidigare har du l6st exponentialekvationer med hjalp av 10-logaritmer.
Om vi [&ser ekvationen e*=5 med 10-logaritmer blir [6sningen

e'=5
Ige™=Ig5
xlge=Ig5
g5
- Ige
x =161

Det finns en logaritm som hér ihop med basen e och som ger en enklare l6sning.
Den logaritmen kallas for den naturliga logaritmen och betecknas In.

Omy=e*sadrx=Iny,y>0

y=

Detta ger att alla positiva tal kan skrivas med basen e.

e, y>0 L
Dessutom géller det att In e*=x, vilket kan
anvindas vid ekvationslésning.

=5

Ine*=In5

x=In5

x=1,61

For den naturliga logaritmen giller samma
raknelagar som for ovriga logaritmer.

FOR POSITIVA TAL 2 OCH b GALLER

In1=0

Ine=1

In—1—=—lna
a

Inab=Ilna+Inb

nZ=ina-Inb
b

© 060 ©O0O

Inak=k-Ina

Teorigenomgéng

Skriva ett tal med basen e

Skriv med basen e
a) 10 b)0,2

SVAR: a) 10=¢M™ b) 0,2=gn02
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Losa exponentialekvation som har basen e

EXEMPEL

Los ekvationerna
a) e=3,5 b) 10e>*=4

LOSNING:
a)e*=3,5
x=1n3,5
x=1,25
b) 10e™ =4
e =04
-2x=In0,4
In0,4
X =
-2
_In04
2
x=0,458

SVAR: a) x=In3.5=1,25 b) x=—|n%=0,458

OVA | » BEGREPP OCH PROCEDUR * 3094 Bestim utan raknare

a) eZln3 b) e—ln6 C) 4(e—lnl)71

3090 Skriv foljande tal med basen e.

a)7 b)05 o1 d)a(a>0) * 3095 LOs ekvationerna och svara med

) . niarmevirde med tre géllande siffror.
3091 Bestdm utan raknare

a) 7,6e*=3,5
a) eln 100 b) 3e]n3 C) % d) elne )
€ b) ef=-1
3092 Los ekvationerna exakt S l+ 5
a) 4e¥=2,8 b) 5e%*=10 €
) et=1 d) ef=e * 3096 LOs ekvationerna exakt.

a) Inx-In(x-1)=1
b) ln(x*+6x+9)=0 B
o) (e +5e =14 @

3093 Rita med hjilp av digitala verktyg i
samma koordinatsystem graferna till
y=e"ochy=Inx.

a) Vilken definitionsmangd och
viardemédngd har y = e*?

b) Vilken definitionsméangd och
vardeméngd har y =In x?

+* 3097 [ vilken punkt har grafen till
funktionen f(x) = 2e* - x
en horisontell tangent?

KAPITEL 3 ; ANVANDNING AV DERIVATA

EXEMPEL

. ¢ Teorigenomgang
Derivatan av a*
Genom att skriva om funktionen f(x) = a* i basen e kan man derivera den (a > 0).
f(X) =3 = (elna)x = exlna
fixy=lna (€"Y=na-a
Pa samma sitt kan f(x) = a* skrivas i basen e.

f(X) = akx= (e\na )kx=-el<x!na

Derivatan blir
fx)=k Ina-e*"=k-Ina-(e")*=k-Ina-a*

Funktionen f(x) = C - a* har derivatan f'(x)=C - k - Ina - a*
C och k ar konstanter, a > 0.

Derivatan av f(x) = a*
Derivera f(x) = 2~

LOSNING: Enligt regeln att f(x) = a* har derivatan f'(x) = Ina - a*
f'x)=In2 2%

SVAR: f'(x)=In2- 2~

Derivatan av f(x) = a*
Derivera f(x) =1,05*

LOSNING: Enligt regeln att f(x) = a* har derivatan f'(x) =k - In a - a
f'(x)=2-In1,05-1,05%

SVAR: f'(x)=2-1In1,051,05*

Derivatan av f(x) = C - a*

a) Deriveraf(x) =400 5% b) Bestdm ‘(1) exakt.

LOSNING:
a) Enligt regeln att f(x) = C - a* har derivatan f'(x)=C - k - Ina - a*
f(x})=400-2-In5-52*=800In5 - 5%

b)f(1)=800-In5-52"=2-10%-In5

SVAR: 2)800In5 - 5% b)f'(1)=2-10%-In5
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3098 Derivera

b) y=10*

d) y=2>

a) y=2*
c) y=2-5"

3099 Bestdm f'(1) exakt om

a) f(x) =3
b) flx)=4-e*+x-10

3100 Ar derivatan positiv eller negativ hos
foljande exponentialfunktioner?
Motivera ditt svar. P

a) flx)=4 b) f(x)=04"
c) flx) =40 d) f(x) =4~
3101 Derivera
b) y =2000 - 1,05*
d) y=2-4"+3.¢"

a) y=5"
c) y=3.2%

3102 Derivera h(t) = t* — a' (a konstant)

OVA Il « FLERA FORMAGOR

* 3103 Nir man dricker kaffe tas koffein

upp i blodet. Méngden koffein y mg
efter x h kan beskrivas med formeln
¥ =100 - 0,87*. Med vilken hastighet
Man _' 'ﬁein i blode

KAPITEL 3 ANVANDNINGHSELDER

* %

%k %

* %

* ok

3104 Bestim ekvationen for tangenten
till kurvan y = 2*i punkten med
x-koordinaten

a) 0 b) 1

3105 For exponentialfunktionen f(x) = a*
géller att f'(0) = 5. Bestdm a.

3106 Ange en exponentialfunktion dér
f'(x)=C-2%>0och f(0) = 40. Ciér
en konstant.

3107 Kurvan y = 2* har en tangent i
punkten (2, 4) som skar x-axeln i
punkten (g, b). Bestdm a och b

exakt. (B

3108 Bestdm med hjilp av derivata
eventuella lokala extrempunkter for
funktionen f(x) = 2* - 2x. a

3109 En behallare fylls med gas frdn en led-
ning. t minuter efter att pafyllningen
startat strommar det in f'(¢) kg l
gas per minut dar f'(¢) = 200 - 0,88% .
Berikna f”(60) och beskriv med ord
vad svaret sdger.

Naturvetenskapliga tillimpningar

Teorigenomgang

Inom naturvetenskapen finns manga féreteelser som kan beskrivas
med exponentialfunktioner. Med hjélp av derivata kan man studera férandringar

av dessa foreteelser.

g

EXEMPE

Storlek och forandring av en population

Storleken P(t) hos en insektspopulation efter t dagar kan beskrivas med funktionen

P(t) =300 e®°"

a) Hur stor var populationen fran bérjan?

¢) Vilken tillvéxthastighet har populationen da det gatt tio dagar?
d) Efter hur lang tid ar tillvaxthastigheten 5 insekter per dag?

)

b) Nér finns det 600 insekter i populationen?
)
)

LOSNING:

a) t=0 ger begynnelseantalet P(0) = 300 insekter.

b) Satt P(t) = 600 och 165 ekvationen:
300e%°" =600

e0,01t=2
0,01t=In2
t=1001In2
t=~69

c) Derivatan anger tillvdxthastigheten
P'(t) =300 0,01 = 3¢
Sattint=10
P(10) =3e*""’=33

d) P(t) =3 oot

P(t) =5 ger
5=3.g001
§=eo,01r
3

In % 0,01t

£=100 |n§
t=51
SVAR:

a) 300 insekter b) Efter ca 69 dagar

c) Ca3.3insekter/dag d) Efter ca’51 dagar
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3110 Vid en infektion kan antalet

vita blodkroppar beskrivas med

funktionen N(f) = 5 000 - " dar ¢

ir tiden i timmar.

a) Berikna N(24) och tolka
resultatet.

b) Beridkna N'(24) och tolka
resultatet.

En laxpopulations storlek P()

efter t dygn kan bestimmas med

funktionen P (¢) = 10 000 e®%**

a) Hur manga laxar finns det frdn
bérjan? @

b) Hur lang tid tar det for popula-
tionen att fordubblas?

¢) Nar 4r tillvaxthastigheten
1 600 laxar/dygn?

Antalet bakterier P(t) i en population
under ett dygn kan beskrivas med

funktionen

P () = 1200 - 1,005'dér

t ar tiden i minuter.

a) Med hur manga bakterier okar
antalet under hela dygnet? @

b) Med vilken medelhastighet 6kar
antalet bakterier under dygnet,
mitt i bakterier/min?

¢) Bestim tillvixthastigheten efter
12 h.

KAPITEL 3 ANVANDNING AV DERIVATA

3113 Om en person blir liggande i nollgra-

digt vatten kan kroppstemperaturen i

°C efter t minuter ges av

f(t) - 376—0,012t.

a) Efter hur lang tid har kroppstem-
peraturen sjunkit fran 37 °C till
25 °C? (Det brukar raknas som
den ldgsta temperatur som man
kan 6verleva.)

b) Bestim f* (10). Vad beskriver
svaret?

3114 Ett nytt reningsverk har tagits i bruk

vilket medfor att koncentrationen av

fororeningar N(f) pg/m’i en sjo efter

t dygn kan beskrivas med funktionen

N(t) = 0,1 + 0,5e76,

a) Hur hog var koncentrationen av
fororeningar nédr reningsverket
togs i bruk?

b) Hur hog ar koncentrationen efter
ett ar?

¢) Nir minskar koncentrationen
fororeningar med
0,01 (ng/m?)/dygn?

OVA Il « FLERA FORMAGOR

+ 3115 Antalet celler P i en bakteriekultur

efter ¢ timmar kan beskrivas med

funktionen P (¢) = 5 000 e* dar k

ir en konstant.

a) Efter 7 timmar finns det 20 000
celler. Bestim konstanten k.

b) Hur snabbt vixer bakterie-
kulturen nar t = 07

¢) Nir okar bakterierna med
5 000 celler/h?

+ 3116 I ett prov med det radioaktiva amnet

polonium ar poloniummaingden fran
boérjan 100 mg. Efter t minuter dr
méngden y(f) = 100 - e**', Bestim
¥'(5,0) och y'(10). Beskriv med ord
vad svaren siger?

¥ 3117 I bdrjan av en influensaepidemi var

antal nya smittade per dygn

y(t) = 500 - €7 ddr t ar antal dygn
efter att epidemin startat. Berdkna
¥'(4,0) och beskriv vad svaret siger.

+ 3118 En bakteriepopulation vixer expo-

nentiellt. Antalet bakterier i popula-
tionen ar P (t) efter t timmar. Nedan
finns sex fragor. Vad behéver man
gora for att fa frigorna besvarade?
Para ihop siffrorna 1-6 med bok-
staverna A—F.

* 3119

** 3120

Friga Att géra
1. Nér vixer A. Los

populationen med | P (t) =2 P(0)
a bakterier/h?

2. Hur snabbt B. Los
vaxer populationen | P (t) = a
efter a timmar?

3. Hur stor ar C. Berdkna
populationen efter | P (0)
a timmar?

4. Ndr 4r antalet D. Beridkna
bakterier a? P'(a)

5. Hur lang tid tar | E. Los
det f6r populatio- |P'(t) =a
| nen att férdubblas?

’ 6. Hur stor ér E. Berdkna
populationen fran | P (a)
| borjan?
== 5

-

-

En population med 1000 insekter

okar med 2,3 % per dag.

a) Ange en funktion for antalet
insekter P (t) vid tiden t dagar.

b) Berikna P'(7) och tolka
resultatet.

En termos fylls med hett kaffe och
placeras direkt utomhus dir tempe-
raturen ligger kring noll grader.
Temperaturen pd kaffet avtar expo-
nentiellt med tiden. Efter 4 timmar dr
temperaturen 76 °C och vid samma
tidpunkt minskar temperaturen med
hastigheten 4,1 °C per timme.
a) Vilken var temperaturen pa kaffet
da det halldes i termosen?

b) Kaffet anses drickbart s& lange

dess temperatur inte understiger
55 °C.

Hur lang tid efter att man hallt kaffet
i termosen ar det fortfarande drick-
bart? (NP Ma C vt 05)

any Ord och begrepp
Koll pa avsnittet
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*% 3121

Temperaturen f (¢) °C i en mugg
choklad kan beskrivas med funk-
tionen f (t) = C - e¥'dir t dr tiden i
minuter efter det att chokladen hillts
upp i koppen och C och k konstanter.
Nir chokladen hills upp dr dess tem-
peratur 80 °C och efter 5,0 minuter
ar temperaturen 50 °C.
a) Bestim konstanterna C och k

i funktionen.

b) Nar sjunker temperaturen
1,0 °C/min?

#% 3122 Massan av ett radioaktivt dmne i ett

preparat kan beskrivas med funk-
tionen m = C - e dar m 4r massan
i mg och t dr tiden i r. Btt preparat
innehéller 0,80 mg radium vars
halveringstid ar 1 620 ar. Bestam
sonderfallshastigheten i mg/ar efter
1000 ar. @

Ord och begrepp
Koll pa avsnittet

@)

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 3.3

Avgor for varje pastaende om det ar sant, falskt eller sant om (sant under vissa
frutsattningar). Motivera svaren med ord eller berakningar dar det dr mojligt.

@ Derivatanavy =e"dry'=e~

@ Derivatanavy=adry=a

© Funktioneny =In x dr definierad for alla reella varden pa x.

O Funktionernay =In x och y = e* har samma vérdemangd.

160 KAPITEL 3 ; ANVANDNING AV DERIVATA

Svar med motiveringar
finns pa lirarwebben.

2 Bestdm de intervall dir funktionen

4 Bestim med hjilp av grafen funktionens lokala och

5 Bestim storsta och minsta varde fér

6 Bestim tvé tal med differensen 20 och

% EXTREMVARDESPROBLEM

1 Grafen visar funktionen y = —x* + 3x.
a) Ivilka punkter dr f'(x) = 0?
b) Vilket tecken har derivatan mellan lokala
maximi- och minimipunkten?

¢) Vad vet man om funktionen i det intervallet?

dr vixande respektive avtagande.

a) y=4x>+8x + 13
b) y=6x-2x*
c) y=x-12x+17

3 Bestdm lokala maximi- och minimipunkter till funktionen y = 2x* - 9x? + 12x

a) med teckenstudium av férstaderivatan.

b) med andraderivatan.
globala extrempunkter.

funktionen i det givna intervallet.
a) fx)=1-x%,-1<x<2
b) f(x) ="~ 3x+1,-2<x<2 |

minsta moéjliga produkt.

7 En bonde skall bygga tva rektanguldra histhagar som har en gemensam sida.

Han har 600 m sténgsel till sitt forfogande. Bestdm hagarnas maximala totalarea.

8 Figuren visar ett motionsspar med lingden 5000 meter som innesluter

ett omrade som bestér av en rektangel och tvé halvcirklar. Vilka métt
ska den gula rektangeln ha om dess area ska vara maximal?

KAPITEL 3 ; ANVANDNING AV DERIVATA
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SAMBAND MELLAN EN FUNKTIONS GRAF OCH
FUNKTIONENS FORSTA- OCH ANDRADERIVATA

1 Grafen visar derivatan till en polynomfunktion. For vilka x-virden
dr funktionen vixande?

2 Derivatan till en funktion f (x) r f'(x) = 2x* — 3x — 2.
Beskriv funktionen f (x).

3 Grafen till en andragradsfunktion har sin lokala maximipunkt i
(1, 3). Skissa i ett koordinatsystem hur grafen till
funktionens derivata kan se ut.

4 Skissa grafen till en funktion som har féljande egenskaper:

f(-3)=0,f(1)=0,f"(-3) <0,f(1) > 0.
5 Grafen visar f(x). Skissa grafen for f(x).

6 Grafen till f(x) T i A
ar ritad. Skissa :
grafen for

a) f'(x)
b) f7(x)

7 Funktionen f har derivatan
f'(x) = (x — a)(x — b)* dar
a och b dr konstanter och
0 < a < b. Undersok for vilka x
funktionen far avtagande.

8 Grafen visar f'(x) Skissa grafen for f(x).

KAPITEL 3 ; ANVANDNING AV DERIVATA

% DERIVERINGSREGLER FOR EXPONENTIALFUNKTIONER

1 Derivera

a) f(x)=e* b) f(x) =3e™ c) flx) =5
2 Beriakna utan att anvinda raknare

a) ln eZ b) eln 1,5 C) eS In1

3 Bestdm ekvationen for tangenten till f (x) = 0,5¢ %+ x>+ 3x — 7 i punkten
med x-koordinaten 0.

4 En 1000 liters tank innehéller en saltlésning. Innehallet i tanken byts ut genom
tillforsel av rent vatten sa att méngden salt y kg efter tiden # minuter kan beskrivas
med funktionen y(¢) = 50 - e 0%,

a) Hur mycket salt inneholl tanken innan rent vatten tillfordes?
b) Nir finns det 40 kg salt i tanken?
c) Bestim andringshastigheten efter 1,0 h.

5 Bestdm ekvationen for tangenten till kurvan y = 2*i punkten med x-koordinaten 2.

6 Antalet bakterier i en naringslosning kan beskrivas med funktionen
P(f) =10 000 - %% dir ¢ ar tiden i timmar.

a) Hur manga bakterier finns det fran bérjan?
b) Bestdm tillvixthastigheten efter 10 h.
c) Nar ar tillvaxthastigheten 5000 bakterier/h?

7 Lett prov med det radioaktiva dmnet polonium édr poloniumméngden
fran bérjan 100 mg. Méngden efter t minuter ges av formeln m(f) = 100 - e,

a) Berdkna m(3) och beskriv med ord vad svaret séger.
b) Berdkna m'(3) och beskriv med ord vad svaret sager.

¢) Los ekvationen m(t) = 10 och beskriv med ord vad svaret séger.

8 Antalet bakterier i en bakteriekultur ges av funktionen f(x) = 2600 - 2%%* dar x ar

tiden i timmar raknat fran den tidpukt da antalet bakterier var 2 600. Berdkna
f'(10) och beskriv med ord var du berdknat.
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Blandade 6vningar

OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR

1 Funktionen f(x) har den graf som
figuren visar.

' 7 ‘

Yl e 8 -

[,_2_ L - . T
|

Rita av grafen och

a) markera en punkt pd grafen dir
derivatan ér noll

b) markera en punkt péd grafen dér
derivatan dr negativ

Anvénd grafen till funktionen f(x)
for att bestimma tecknet for foljande
derivator.

a) f(-1) |
b) f(0) |
o) f'(1)
d e
e f(3) |

Funktionen y = x? + 4x + 8 har en lokal
minimipunkt. Bestim med hjélp av de-
rivata x-koordinaten fér denna punkt.
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a

7

10

11

f(x) = =2+ 6x — 4.

a) Bestam f'(2) och forklara med ord
vad du har bestdmt.

b) Los ekvationen f'(x) = 0.

¢) Forklara med ord hur du kan
anvinda dina resultat i uppgift b.

d) Rita funktionens graf.

a) Bestdm den punkt i vilken funk-
tionen y = x?— x*?har en hori-
sontell tangent.

b) Vilken teckenvixling har derivatan
i den punkten?

‘Bestam eventuella lokala extrempunk-

ter for funktionen f (x) = 2x° - 5x*+ 3.

Rita grafen till funktionen

f(x) = x*+ 4x + 6 och grafen till dess
derivata.Vilka samband finns mellan
graferna?

Bestim ekvationen for tangenten till
kurvan f{x) = e*i punkten (3, €°).

Funktionen g(x) har foljande egenskap
g(1) =5 och g'(1) = 1. Vilken slutsats
kan du dra om funktionens graf?

Bestam det minsta virdet till funk-
4
tionen f(x)= %Jr x*+3

Bestdm storsta och minsta vérde for
funktionen i det givna intervallet.
a) y=5-x4,-1<x<2

b) y=x*-12x,-3<x<4

c) y=3x°"—-5x%,-2<x<2

d)y=x2+%,lsxs3

12 Grafen visar derivatan till funktionen

y=f(x).

; YU r
a4y

R— —
| N
[ LI b 4 — |

a) For vilka x-virden dr funktionen
vixande?

b) Vilken sorts lokal extrempunkt har
funktionen?

13 Skissa grafen till en funktion som har

foljande egenskaper:
F1)=0, £(2)=0, f(-1)<0,
f(2)>0.

14 Grafer till f'(x) visas. Rita en skiss

for grafen till f(x).

a) [ 1A

L =Y

15 Graferna till f(x) visas. Skissa

graferna till f'(x).

a) (=N V7K_|'_I_ ‘
| ] l . |
AW

LN ]
4 A 17
e o -+ {
e
|
b) | 7\
154

16 Vilka av f6ljande funktioner dr vixande
i hela intervallet -1 < x < 32
Ay=2x-5 By=5-2x
Cy=2¢+5 Dy=x"-x

OVA 11 « FLERA FORMAGOR

* 17 Av en tunn rektanguldr metallplatta
med matten 5,0 dm och 8,0 dm ska
man tillverka en 6ppen ask genom att
skidra bort lika stora kvadrater i de fyra
hérnen.

a) Hur stora kvadrater ska man skira
bort om man vill att asken ska ha
maximal volym?

b) Vilken volym kommer asken att ha?
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+ 18 Bestam storsta mojliga volym som en
oppen metallcylinder med botten kan
ha om begransningsytan ar 300m cm?®.

+ 19 Vilken dr den minsta lutning som en
tangent till kurvan y = x° + x kan ha?

o

+ 20 Garfesta kommun ska bygga en boll-
plan. Den ska vara rektanguldr med
stdngsel runtomkring. For att inte
bollarna ska hamna ute pé viagen
bestimmer man sig for att bygga ett
hogre stangsel pa den sida som ligger
narmast vdgen.

Kommunen har bestdmt att stingslet
maximalt far kosta 6 600 kr. Det ligre
stangslet kostar 75 kr/m och det hogre
225 kr/m. Kostnaden for stolpar och
grindar ingdr i priset for stangslet.

Om kommunen anvander 6 600 kr till

stingslet kan bollplanens area A m?

beriknas enligt nedanstdende samband:

A(x) = 44x — 2x* dar x dr langden i meter

pa bollplanens sida ndrmast vigen.

a) Bestdm med hjdlp av derivata det
virde pé x som ger bollplanens
maximala area.

b) Visa att bollplanens area A m* kan
skrivas A(x) = 44x — 2x°.

(NP Ma Cvt11)
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» 21 Hojden pa forsta delen av en slalom-
backe kan beskrivas med funktionen
h(x) = 500 + 0,00005x> — 0,015x2,
0 < x < 200 ddr h ar hojden over havet i
meter och x ar det horisontella avstan-
det fran start ocksa matt i meter. Efter
hur ménga meter dr backen brantast?

* 22 Grafen visar derivatan till en tredje-
gradsfunktion f(x) = ax’+ bx*+cx +d.
Skissa hur grafen till f(x) skulle kunna
se ut.

++ 23 Figuren visar graferna till fyra funk-

tioner p, g, r och s.

YA
A

- £ L

W
[/

Funktionen p 4r en polynomfunktion
av tredje graden. De andra funktioner-
na har bildats genom upprepad derive-
ring av p, det vill sdga:

qx)=p'(x) rx)=q"() sx)=rx)
Para ihop funktionerna p, g, r och s

med tillhérande graf A, B, C och D.
(NP MaCvt11)

*# 24 ABCD dr en kvadrat med sidan 3 cm
och E ar en punkt pa sidan CD. F dr en
punkt pa sidan BC sadan att linjen EF
dr vinkelrdt mot AE.

A B
F
D E C

a) Bestdm arean A(x) av triangeln CEF
som funktion av sidan CE = x.

b) Bestdm funktionens definitions-
mingd. -

c) Bestdm triangelns storsta area.

*% 25 Funktionen f(x) = ax*+ bx*+ cx + d har

lokal maximipunkt i (2, 4), lokal mini-
mipunkt i (4, 2) och inflexionspunkt i
(3, 3). Bestam funktionen. @P

OMFATTANDE PROBLEM 00002000 000000000080000000000000000000000

= Rita grafen till en andragradsfunktion vars derivata antar virdet 0

ddr grafen skir y-axeln.

® Bestdm de villkor for koefficienterna a och b samt konstanten ¢ i andragradsfunk-
tionen f(x) = ax’ + bx + ¢ for att funktionens graf ska ha en lokal minimipunkt pa

den negativa y-axeln.

® Bestdm en andragradsfunktion vars graf har ett lokalt maximum i punkten (1, 0).

m Bestdm en tredjegradsfunktion f (x) = ax’+ bx? + cx + d vars graf har ett lokalt
minimum pé y-axeln och ett lokalt maximum i punkten (1, 0).

# Bestdm de villkor som maste gilla for koefficienterna a, b och ¢ samt konstanten d
i tredjegradsfunktionen f (x) = ax® + bx*+ cx + d for att funktionens graf ska ha ett
lokalt minimum pa y-axeln och ett lokalt maximum i punkten (1, 0).

(r"f‘) Kapitelprov
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Vixande funktion: En funktion dr vixande i ett intervall om f'(x) 2 0 i intervallet.
Avtagande funktion: En funktion ar avtagande i ett intervall om f'(x) < O i intervallet.

Lokal extrempunkt: Ar antingen en lokal maximipunkt eller en lokal minimipunkt.

Lokal maximipunkt: f har ett lokalt maximumia om

f(x) < f(a) for alla x i definitionsmingden ndraa. B och D i figuren.

Lokal minimipunkt: f har ett lokalt minimumia om

f(x)=f(a) forallaxi deﬁnitionsméingde_n niraa. A och Cifiguren.

Terrasspunkt: | en sddan &r f'(x) = 0 och derivatan har
teckenvixlingen — 0 —eller + 0 +.

Global extrempunkt: En funktion antar sitt storsta respektive
minsta virde i de globala extrempunkterna. A, C och D i figuren.
En global extrempunkt dr ocksd en lokal extrempunkt.

Andraderivata: Derivatan av forstaderivatan.
2

Olika beteckningar 4r t.ex. y", f "(x) och % .

X
Extrempunktsbestimning med andraderivata:
Forstaderivatans nollstéllen dr t.ex. x =a.
f"(a) > 0 = lokal minimipunkt for x = a.
f"(a) < 0 = lokal maximipunkt férx =a.

f"(a) = 0 = ingen slutsats kan dras om férekomst eller typ av lokal extrempunkt.

Konkavitet och konvexitet: Hur en graf buktar.

y A Y
konvex
. b -
ol ”~
= X
konkav

VA

\

Inflexionspunkt: En punkt dér en kurva dndras fran konvex till konkav

eller tvdrtom. f"(x) = 0 i en inflexionspunkt.

Naturlig logaritm (In): Omex=ysadrx=Iny,y>0.
For alla positiva tal y giller y = e,
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Logaritmlagar for naturliga logaritmer: For positiva tal a och b géller

@ n1=0
O Ine=1
(3] Int=_Ina

a

O lnab=Ilna+Inb

© n? -lna-Inb
b

O Ina“=k-Ina

Exponentialekvationer med basen e:
Loses algebraiskt med hjalp av naturliga logaritmer.

eX=5
x=1In5
x=1,6

Logaritmekvationer:

Loses algebraiskt genom att man later bada leden i ekvationen fa samma bas.
Inx=3,8

ehx= 38

x=e38

X =45

Derivata av exponentialfunktioner:
fx)=C-e¥

fix)=C-k-e*

fix)=C-a*

fx)=C-k-lna-a"
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