4 Primitiva
funktioner och
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Begreppen primitiv funktion och bestimd integral samt

sambandet mellan integral och derivata.

Bestdmning av enkla integraler savdl med som utan digitala verk-

tyg i tillimpningar som dr relevanta fér karaktdrsamnena.

Inledning

Tidigare har du startat med en kind funktion och bestamt dess derivata for att fa information
om funktionens beteende. | manga tillimpningar inom bade naturvetenskap och samhillsve-
tenskap géller det omvdnda, derivatan dr given och man vill bestimma funktionen. T.ex. has-
tigheten for ett foremal ar kdnd och man vill veta vilken stricka féremalet ror sig pa en viss tid
eller hastigheten med vilken en population ¢kar ar kdnd och man vill bestimma populationens
storlek i framtiden.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) 4r en av matematikens férgrundsgestalter. Obe-
roende av varandra men ungefér samtidigt definierade Leibniz och Newton derivering och
integrering av kontinuerliga funktioner. Under 1700-talet utvecklades integralkalkylen och
tillimpades p& manga olika fenomen. Men det var férst under 1800-talet som de grundlag-
gande begreppen fick helt strikta definitioner. Ordet integral inférdes av Johann Bernoulli
(1667-1748) som var professor i Basel.

Din forsta uppgift
Bestdm de funktioner som har féljande derivator:

O fx)=2
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° opg @ ° Teorigenomgang =
4.1 Primitiva funktioner i
o ) ﬁ Samtliga primitiva funktioner till olika potensfunktioner
Att bestimma funktionen da derivatan ar kand &r att tanka derlvenngdsregfelnkb.aklang:si,I dvst.t ﬁ Bestim samtliga primitiva funktioner til
4 3 "Vi i ivata?" Att bestimma den funktionen kallas a
att stélla fragan "Vilken funk’uon.har denna derivata e e Sl S % D \/;
bestimma den primitiva funktionen. »
LOSNING: I
I o till £ om F' fl a) Den primitiva funktionen maste ha exponenten 4. |
En funktion F kallas for en primitiv funktlon_ till fom . (x) = f(x) Vi séker en primitiv funktion F(x) = ax! [ |
: Deriverar vi F(x) far vi F'(x) = 4ax® som ska jamféras med f(x) = 5x3 -
i " 4
w Det gerda=>5 ellera=%. En primitiv funktion dr da F(x) = 2X och
4
- e . 5x*
o ong c samtliga primitiva funktioner &r F(x) =224+ C
5 En primitiv funktion | g P ) (x) e
x Bestdm en primitiv funktion till f(x) = x b) Vi skriver f(x) =2 =2x°.
w I i .
N Den primitiva funktionen maste ha exponenten 1.
LOSNING: Vi far da den primitiva funktionen F(x) = 2x och samtliga primitiva funktioner dr
Den primitiva funktionen maste ha exponenten 2. Fix) = 20+ C.
Vi kallar den primitiva funktionen fér F(x) och prévar med F(x) = ax®. ;
Deriverar vi F(x) far vi F'(x) = 2ax som ska jamforas med f{x) = x. ¢) Viskriver f(x) = ; som f(x) =3x" |
Det betyder att 2a=1 eller il Viska héja exponenten =5 med 1, dvs. den primitiva funktionen maste ha -4 som exponent.
Az Vi soker en primitiv funktion F(x) = ax™ ‘
Den primitiva funktionen ar F(x) = - Derivering av F(x) ger F'(x) = —4ax™> som ska jdmforas med f(x) = 3x
P 5 g J |
" Vifar-4a=3 eller a=—2 |
SVAR: En primitiv funktion ar F(x) = — 1 4 2% |
2 Samtliga primitiva funktioner 4r F(x) = - +C
- 1
= d)g(x)=\/—);=x2 ' ‘
] Den sékta funktionen bér ha en exponent som &r A 2 i
Samtliga primitiva funktioner i ) ' ; 2 |
Bestam samtliga primitiva funktioner till f(x) = x. Vi prove;ramel att derivera G(x) = ax ‘
G'(x) = —x?
LOSNING: e p) > . |
Vi sag i exemplet ovan att en primitiv funktion till f{x) = x ar F(x) = = Vi jamfor G}’(x) med g(x) och far == =1 eller a= = ‘
2 =
Men dven F(x)=2—+5 har derivatan F'(x)=x = f(x) Gx) = sz @ |
i 5 |
Alla funktioner F(x) = X_ 4 C har derivatan x eftersom derivatan av en konstant C ar 0. 5y 3y 2 ,
2 SVAR:2) F)=24C B) A=2c4C O F0=-Z4C ) G =2xi4C |
SVAR: . |
Samtliga primitiva funktioner &r F(X)=—E+C' |
Till potensfunktionen f(x) = ax” finns det oindligt manga primitiva funktioner
n+1 |
a — Fo)=2—4C nz-1
_ n+1 ‘
Nér man ska bestamma primitiva funktioner fér polynomfunktioner bestimmer |
man primitiva funktionen for var och en av de ingdende potensfunktionerna. I
|
!
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OVA 1 + BEGREPP OCH PROCEDUR

4001 Bestdm samtliga primitiva
funktioner F(x) till

a) f(x)=x
b) f(x) =x’
c) f(x)=x"
d) f(x)=x"

4002 Bestim samtliga primitiva
funktioner F(x) till

a) f(x)=x~°
1
b) () =
c) flx)=10
d) flx)=0
4003 Vilka funktioner har derivatan
a) f(x) =2x
b) f(x) = 5x*
c) flo)=1
d) f(x) =3x?

4004 Bestim samtliga primitiva
funktioner till

a) f(x)=3x
b) f(x) =§

) fix)=%
d) f0)=—=

=

4005 Bestdm samtliga primitiva
funktioner till

a) fx)=2x+x+5
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* 4006 Bestam samtliga primitiva

funktioner till

2
0 S0
b) f<x>=§ (7]

* 4007 Bestam en funktion f(x) da

£ =6x-1)

* 4008 Bestam en primitiv funktion till

f(x)=x3+x (T)

X

*% 4009 Vilka funktioner har derivatan

2) f) = (1 + Jx )
b) f(x)=2251

x3

o) flx) = x

OVA Il « FLERA FORMAGOR

** 4010 Figuren visar graferna till tre

funktioner f, g och k. Vilken av
funktionerna g och h ar primitiv
funktion till f? Forklara varfor.

[ |

EXEMPEL

Primitiva funktioner till exponentialfunktioner
Bestdm samtliga primitiva funktioner till
a) f(x) =2e b) f(x)=e* c) fx) =2

LOSNING:
a) Derivatan av e ar e*.
Vi prévar med att derivera F(x) = 2e* + C.
F'(x)=2e*=f(x)
b) Derivatan av ae* 4r ake*.
Vi prévar darfor med att derivera F(x) = ae™* + C och jimfér sedan med f(x).
F'(x)=-2ae > =e?* Detger-2a=1ellera=-1/2.

F)=-te™4C.
2

c) Derivatan av 2% drIn2 - 2~

X

22 +C och jamfor sedan med f(x).

Vi provar med att derivera F(x) =

F! _ M=2X d

o= In2

SVAR:

2) F(x)=2e*+C b) F<x>=—% PaC o F(x)=|22+(_‘
n

PRIMITIVA FUNKTIONER TILL POTENS-
OCH EXPONENTIALFUNKTIONER

Funktion f(x). | Primitiv funktion F{x)
Xn+1
x"n# -1 +C
n+1
kx
e k=0 +C
akx
K k +C
dsilaHl0 Kin a
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4011

4012

4013

4014

4015

4016

Bestdm samtliga primitiva
funktioner till

a) flx)=e>

b) f(x) =™

Bestdm en primitiv funktion till
a) flx)=3"

b) f(x) = 10"

Bestdm samtliga primitiva
funktioner till

a) f(x) =3¢
b) f(x) =2e*
c) flx)=e™

d) f(x)=e% @

Bestdm en primitiv funktion till
a) f(x)=e™+1
b) f(x) =2x- 8"

Vilka funktioner har derivatan

a) flx)=¢’

b) f(x) = 4%
c) f(x)=e™
d) f(x)= zi

Bestdm samtliga primitiva funktio-
ner till

a) f(x)=3e™+5x
b) f(x)=5"-x°

o) f(x):e%-z

d) fx)= e: +x

* 4017

* 4018

* 4019

* 4020

* 4021

** 4022

Bestdm samtliga primitiva funk-
tioner till

a) flx)=x"+7e" +
b) flx) =& "*

Bestdm en primitiv funktion till
fl) =4 +x)+5

4

2

Bestdm samtliga primitiva funk-
tioner till f(x) =2 .5

Vilka funktioner har derivatan

=21y
e

Bestdm samtliga primitiva
funktioner till

a) f(X) = extl
b) f(X) = 4x+1
c) flx)=4°

d) fx)=—s
€

Bestdm en primitiv funktion till
a) fx) = (e —e)?

2 3
b) fx)= 1557

3.2 3

OVA Il » FLERA FORMAGOR

** 4023
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Figuren visar graferna till tre
funktioner f, g och h. Vilken av
funktionerna g och h dr primitiv
funktion till f? Motivera ditt svar.

EXEMPEL

Primitiva funktioner med villkor

Av alla odndligt manga primitiva funktioner kan vi bestimma en speciell
om vi har ett villkor for den primitiva funktionen.

Teorigenomgéng

Primitiv funktion med villkor

Bestédm den funktion F(x) som har derivatan F(x)=fx)=3x*-5 och vars graf gar genom

punkten (0, 2).

LOSNING:

Vivet att f(x) = 3x* — 5. Samtliga primitiva funktioner till f(x) dr F(x) = x* = 5x + C.
Visdker den funktion F(x) som uppfyller villkoret F(0) = 2.
Sattin x =01 F(x) och satt uttrycket lika med 2.

FO)=C=2.

SVAR: F(xX)=x>—-5x+2

OVA | + BEGREPP OCH PROCEDUR

4024 Bestdm den primitiva funktionen

4025

4026

F(x) om

a) f(x) =xoch F(0)=3

b) f(x)=6x*+1ochF(1)=2
¢) f(x) =e*-xo0ch F(0)=3
d) f(x) =</x + 1 och F(4) =0

Bestdm den funktion f(x) som har
derivatan f'(x) =3x° - 2x —e™*

och f(0) = 2.

Eor den primitiva funktionen F(x)

géller att F'(x) = f(x) = 3x? - 2x + 3.

Bestdm F(2) — F(1).

4027

* 4028

Ett foremal ror sig med hastigheten
v(t) m/s som kan beskrivas med
funktionen v(¢) = 4,0t + 5,0, dir ¢ ar

tiden i sekunder beriknat frin starten.

a) Vilken hastighet har féremalet
efter 10 s?

b) Vilken stricka har féremalet rort
sig efter 10 s? (B

Bestam funktionen y om
a)y'=1+2xochy(l)=-1
b) y'=x+e*ochy(0) =1
c) y'= e och y(0) =0
d) y'=-L och y(4) = 0

NP
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» 4029 Influensan har kommit till skolan.
L4t P(t) vara antalet sjuka personer
t dagar efter det att epidemin brot ut
och P(0) = 100. Antag att influensan
sprids med hastigheten
P'(t)=120t - 3t personer/dag.
Hur ménga dr sjuka efter 5 dagar?

** 4030 En funktion vars tangent har lutning-
en 2a — 3 for alla x = a gdr genom
punkten (0,4). Vilken dr funktionen?

o

*% 4031 Bestim konstanten a sa att grafen
till den primitiva funktionen till
funktionen f(x) = 3ax” + 2ax + 2 gdr
genom punkterna (1, 0) och (2, 16).

iy Ord och begrepp
(i ) Koll pa avsnittet

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 4.1

Avgér for varje pastiende om det dr sant, falskt eller sant om (sant under vissa
forutsattningar). Motivera svaren med ord eller berakningar dér det & mojligt.

@ En andragradsfunktion har en forstagradsfunktion som primitiv funktion.

@ Till varje funktion finns bara en primitiv funktion.
€ Om F(x) och G(x) &r primitiva funktioner till f(x) s& ar F(x) = G(x) + C.

@) Svar med motiveringar
L finns pa lararwebben.

@ En primitiv funktion F(x) till funktionen f(x)
uppfyller villkoret F(x) = f'(x).

178 KAPITEL 4 ; PRIMITIVA FUNKTIONER OCH ENKLA INTEGRALER

4.2 Integraler @

Ett annat skrivsatt for samtliga primitiva funktioner till £ ar [ f(x) dx.

Symbolen [ kallas integraltecken och uttrycket [ f(x) dx obestimd integral.

De primitiva funktionerna till funktionen f kan betecknas F(x) =ff(x) dx dar f(x) kallas integrand.
Att integrera en funktion f betyder att man bestimmer de primitiva funktionerna F till den.

Integrering

Beteckningen ff(x) dx utldses "integralen av f av x dx".
dx betyder att integrationen gérs med avseende pa variabelnx.  f F

Derivering
Bestamd integral v '
For att forstd vad som menas med bestdmd integral r
tanker vi oss att vi ska berikna arean under kurvan
fix)=x?, 0<x <2, det grona omradet i figuren il
héger. Omradet begrénsas av kurvan f(x) = x,
x-axeln och linjen x =2, 24

Vikan géra en uppskattning av arean genom att dela o I 3
in omradet i fyra lika breda rektanglar och summera
areorna av rektanglarna. Alla rektanglarna har
bredden 0,5 och héjden &r funktionsvirdet for
basens mittpunkt.

Summan av areorna av de fyra rektanglarna blir da:
0,5-f(0,25)+0,5-f(0.75)+0,5-f(1,25)+ 0,5 - f(1,75) =

|
=05-0,257+0,50,752+0,5-1,252+0,5-1,752= " / s
=2,625 :

T T ) i
0 025 05 075 1 125 15 175 2

Vi har nu gjort en approximation av arean under
kurvan med en s.k. Riemannsumma. For att f4 en A ' | x=2
battre approximation kan vi dela in omradet i mindre [
och mindre delintervall.

Med atta delintervall blir arean 0,25 - (0,1252 +
+0,3752+0,6252+ 0,875+ 1,125+ 1,375% +
+1,6252+1,8752) = 2,656 25 0 =

T
0 0375 0,875 1375 !
0,125 0,625 1,125 1.625

Y
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n b
A= lim ;Ax fix)= f f(x) dx

b
[ f(x) dx kallas en bestimd integral

och ir ett reellt tal.

L4t bredden pa rektanglarna vara Ax och héjden f(x). Med summatecknet X kan vi
teckna arean pa féljande satt:

8

2 Ax- f(x)

i=1 !

vilket utldses "summan av delta x ganger f av x, ddr i gar fran 1 till 8".

For att gora en allmén definition av bestdmd integral later vi f vara en kontinuerlig funktion

(dvs. en sammanhingande funktion) i intervallet a < x < b som delas in i lika stora delintervall Ax.

Med n delintervall far vi arean A :Z Ax: f(x{,)
Vi later n — oo vilket ocksa betyder att Ax - 0.
Man kan da visa att summan g Ax- f(xl.) gar mot s
ett gransvirde som kallas for integralen av f fran a tillb  4-

b
och skrivs ff(x) dx. =

Talen a och b kallas undre och dvre integrationsgrans,
f (x) kallas integrand och x integrationsvariabel.

Integraltecknet [ motsvarar summatecknet X i summan. 0
{ dr ett utdraget S fér summan av alla smaareor som
tillsammans bildar arean under en kurva.

YA

Bernhard Riemann (1826-66) var professor i matematik i Gottingen och
en av den moderna matematikens pionjérer. Den definition som vi hdr
gett pa integral bygger pa Riemannsummor som kommer fran honom.
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EXEMPEL

Teckna integral
Teckna med hjélp av en integral ett uttryck fér arean av det markerade omradet.

a)

4
SVAR: a) [x2dx
2

b) |

;
b) [exdx
&

Berikna integral med geometrisk formel
Berdkna integralerna med geometriska formler

2 3
a) [4xdx b) [(x+1)dx
0 0
LOSNING:
2
a) [ 4x dx kan beriknas med formeln fr arean av en triangel.
0
Abh
2
A= A ae.=8a.e.
S
[4xdx=8
0
3
b) [ (x+1) dx kan beriknas med formeln for arean av ett parallelltrapets.
0

2
SVAR:a) [4xdx =8
0

ha+b)

2

A=—3(1; 4) ae=75ae.

B

3
f(x+1)dx =75
0

3,
b) f(x+1)dx=75
0
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] Samband mellan integral och derivata D I

6
OVA 1| » BEGREPP OCH PROCEDUR 4036 Bestim Jf(x)dx om funktionen f(x)

|
i
4032 Teckna med hjilp av integral arean har grafeon nedan. Vi har nu berdknat integraler med hjilp av kinda geometriska formler,
for det markerade omradet. - vilket ar mojligt dé integralen representeras av ett omrade som begransas av réta linjer. D4
a) - "1\ omradet begrénsas av t.ex. f(x) = x2, f(x) = e* eller andra funktioner finns inga kinda geo- '
S N | metriska formler. Vi maste d4 anvanda en annan metod att [ésa integralerna. For att komma
S il il [ fram till denna metod kan vi underséka vilket samband det finns mellan derivata och integral.
| = \/z ¥4 S\i 8 v A flx)=4x v A ) =x+1
|
2. ! i I | / £
| | %
OVA Il * FLERA FORMAGOR ' ‘ A
> + 4037 Teckna med hjilp av integral arean | || _ .
for det markerade omradet. @) '|l' 0 l 0 4
a) 4 A | A bh A=h(a+b}
2
| 2 2 2
A= XX oy AXOHHD)  XTa2x xE 2x_ X
5 2 2 2 g 2z
| A'(x) = 4x A =x+1
I > | exemplen ovan kan vi se att derivatan av areafunktionen, A'(x), 4r lika med funktionen, f(x).
et e » '; Om A'(x) = f(x) 54 & A(x) en primitiv funktion till f(x).
. ) Sl oaw T I s A
| 4033 Berikna integralerna med hjilp av b) A . Y o U -
' geometriska formler Foy= dx 2 | Sats: Om A(x) = [ f(t) dt och f 4r kontinuerlig
I 4 1 = B . a
? a) {3dx b) J(x+1)dx i galler att A'(x) = f(x).
1 0 1 Alx)
sl AR 0 e s g
| - X d
. = dx
i c) !2’5 dx d) 4‘ 2 - \ Grafisk illustration av satsen: - ‘
| ) 1 oo Eftersom beviset dr komplicerat néjer vi oss med att A %__'_XJ +h bt |
4034 Berak'na arean mellan grafen}tll x gora satsen trolig genom att studera arean mellan h '
funkgloneni(x) =0,5%+20c s A kurvan y = f(t) och t-axeln da f(t) 2 0.
koordinataxlarna. d hiil p |
5 * 4038 Tec.kf(la mf J2P = Enligt foregdende avsnitt kan vi tolka A(x) = ff(t) dt som arean mellan grafen och t-axeln i '
s i av integral arean - ;
4035 Bestim 5[ f(x) dx om funktionen mellan kurvorna y intervallet a <t < x. P4 motsvarande satt dr A(x + h) arean i intervallet a <t < x + h och ‘I
f(x) har grafen nedan. = 0,5 och y = 2x. ddrmed kan den skuggade arean i figuren skrivas A(x + h) — A(x).
' y=05¢" Om h ar litet galler approximationen A(x + h) = A(x) = f(x) - h.
D 5 . Alx+h) - A |
> | Vi dividerar bada leden med h och far ————————"" = f(x).
e
* 4039 Teckna arean mel- | Jumindre h dr ju battre dr approximationen sa det 4r rimligt att dra slutsatsen att ‘u
lan kurvorna y = x, _ i
) 4 | A = lim AXHAZAN |
¥ =—, x-axeln samt linjen x = 2. ‘ =0 J|
% |
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Berikning av bestimda integraler
med primitiva funktioner

Vi anknyter till féregiende teorigenomgang dér f var en kontinuerlig funktion i intervallet
a<x<b ochFen primitiv funktion till £.

BEVIS: Enligt féregaende avsnitt giller att

X

b a
A(x) = [f(t) dt och darmed att A(b) = [(t) dt och A(a) = [f(t)dt =0

Eftersom A'(x) = f(x) far vi dven att A(x) = F(x) + C och darmed giller féljande:
Ab)=Fb)+C A(@)=F@a)+C=0

Den andra likheten medfér att C = —F(a), vilket sitts in i A(b) = F(b) + C: A(b) = F(b) — F(a)

b b
Eftersom A(b) = [ f(t) dt enligt ovan kan vi kombinera de tva uttrycken for A(b): ff(t) dt=F(b) - F(a)

b
ff(x) dx = F(b) — F(a) visar hur man beriknar integralens virde. Resultatet ir ett reellt tal.
a

ff(x) dx = F(x) + C visar hur man bestimmer primitiv funktion. Resultatet dr en samling funktioner.

Nir man ska bestimma virdet av en integral, ska man forst bestimma den primitiva funktionen
for att sedan sitta in grianserna. For att det ska bli tydligt vad som &r primitiv funktion anvands

b b
foljande skrivsitt: [ f(x) dx = [F(X)] = F(b) — F(a)

Berdkna integral med primitiv funktion
Berdkna integralerna

3 2
a) [(x+1)dx b) [x*dx
1

0

EXEMPEL

X
o) [(4-e>)dx
0

LOSNING:

3 2 3

a) [ x+1) dx:|:x—+x} =(3+3)—(9+0)=4,5+3=7,5
g 2 ]2 2

2 472
b) f)éclxz[x—]:E—l:E
1 4 |,

1 1 21 20 2 2 2
o [ (4-e?) dx=[4x—e”} = e Ol 2O P
0 2 5 2 2 2 2 2 2 2
h ( 15 ( 9-¢?
SVAR: a) f(x+1)dx:7.5 b) J‘x3dx=—4— ) f(4—e2x)dx= 5
Q 1 0
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4040 Berikna integralerna med hjilp av
primitiva funktioner.

1 2
a) [3x2dx b) [(x*-3)dx
0 1
o) [(2x2-3x+2)dx
0
2
4041 Bestim [ f(x) dx om F(x) 4ar en

primiti\_/lfunktion till f(x) och
F(-1)=5o0ch F(2) = 3.

4042 Berikna integralerna med hjilp av
primitiva funktioner.
1

a) [e™dx b) [5x*dx
0 -1

c) 7J9(x3+x+2) dx

1 0
4043 Bestim [ f(x) dx om Jfx)dx=2
och [ f(x)dx=-3. (B
4044 Berikna integralerna.
a) [ £2dt b) | (1-e™) dx
2 =1
o) [ (t+1) dr
1]

4045 Bestam konstanten a sa att

f(x+1)dx=0

OVA Il » FLERA FORMAGOR
* 4046 Bestim | f(x) dx om Jfx)dx=0
och f f(x) dx=>5.

* 4047 Berikna integralerna med hjilp av
primitiva funktioner.

a)fx/;dx
c)flx\/;c—dx (T

b)!ﬁdx

+ 4048 Om g(0) = -2ochg(3)=-1,
vad 4r daf g’ (x)dx? @
0
* 4049 Bestim konstanten k s3 att

fk(x—l)zdx=2. (L}

* 4050 Berdkna integralerna med hjilp av
primitiva funktioner.

a) j(e"—e"‘) dx b)ledx

-1 2
o [ o +3dx

2
X

** 4051 Funktionen F dr primitiv funktion
till . Figuren visar y = F(x).
1

Bestdm [ f(x) dx.

7 ¥
-2

-

= 2

T T T
-¢ -1 | z

** 4052 Fir en primitiv funktion till funktio-

nen f. I figuren nedan visas grafen till
funktionen F

Bestim Jf(x)dx

YA

NpMa3c ht 2012
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._ 8 Ord och begrepp
v ) Koll pa avsnittet
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Gruppaktivitet

RAKNEREGLER FOR INTEGRALER

@ Undersok med egna exempel om f3ljande likhet galler och vad som géller fér a, b och c.
b c b
f f(x) dx = f f(x) dx + f f(x) dx

(2] Undersok med egna exempel om féljande likhet géller:

j (x) dx * fg(x) dx= f(f + g(x) dx
© Forklara varfor _[f(x) dx=0

O Undersok med egna exempel om féljande likhet giller och vad som géller fér k.

b b
k- fix)dx = k- fx) dx

b a
© Vilket samband rader mellan [ f(x) dx och [ f(x) dx? Férklara varfor.
a b

186

MINSTA VARDE FOR EN INTEGRAL

]
For vilket virde pd a antar integralen J'(av+x)2 dx sitt minsta virde?
0

UTMANING

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 4.2

Avgor for varje pastdende om det r sant, falskt eller sant om (sant under vissa
forutsattningar). Motivera svaren med ord eller berakningar dér det dr méjligt.

b
O [fdx=Fx)+C
® OmF(x)=Gx)iintervalleta<x<bsadrF(b)-F(a) = G(b) - G(a).

(3] fl dx=—iz+C
x X

4
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7ol Svar med motiveringar
(4] jzf(X) dx = jZ f(t)dt ED) finns pé lararwebben.

1]

olwl

EXEMPEL

4.3 Berakning av integraler
med digitala verktyg

Med verktyget CAS i t.ex. GeoGebra kan bestimda integraler berdknas exakt. Man kan ocksa
bestdmma primitiva funktioner och jimféra dess graf med den ursprungliga funktionen. Detta
visas hdr med nagra exempel, s4 att du dven kan anvinda t.ex. GeoGebra for att [§sa dévning-
arna i de naturvetenskapliga tillimpningarna i nista avsnitt.

Bestdm samtliga primitiva funktioner F(x) till f(x) = x> med hjélp av digitalt verktyg.

LOSNING:
T.ex. med CAS i GeoGebra:

@ Skrivin funktionen f(x) = x2i inmatningsfaltet och tryck Enter.

O Vilj Visa.

© Vilj verktyget CAS.

O Skrivin Integral (f(x)) och tryck Enter.

© Di far du alla primitiva funktioner %X3+C1 :

O Markera %X3+ ¢, och du fér grafen till den primitiva funktion da ¢, =0.

© Markera c, och du far en glidare i graffonstret dar virdet p4 konstanten ¢, kan dndras och du
kan se olika grafer for den primitiva funktionen i graffénstret beroende pa konstanten c,.

€ GeoGebra Classic 5
Amv Rla:nera Visa Inslaliningar Vum Fanster Hialp

a/ xlh. @ @ -i'l\,"" %»I B e

> Mgebrafanster = %[> cas = 3|+ Rtomrdo
Funklion
) g(x):=Integral(i(x))
O f(x) =x* 1
ls(X)=§x3+4 ® - ey —'X+C1

Tal
® ¢ -4 2 j

+ - / 2 -1 o 1 2] F
L -

SVAR: Samtliga primitiva funktioner till f{x) = x> 4 Ax) =%x3+c1 .
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J —
w
a. 1
EI L8s integralen f sdx med digitalt verktyg.
ﬁ LOSNING:
T.ex. med CAS i GeoGebra:
@ Vilj Visa
© Vilj verktyget CAS och Tangentbord.
© Vilj verktyget Tangentbord for att kunna mata in specialtecken.
@ Skrivin Integral(1/(1+x),0,1) och tryck Enter.
1 1 g =
Du far da exakt I8sning fér {1+X2 dx somar 7.
€ GeoGebra Classic 5 [ (&) vinuelte ts nge_mbnrd ) 0O %
Arkiv Redigera Visa Installnlngar Verldvg Fonsler Hjalp .--|[1 ||2‘ 3 |4J|5 6J|7 |8| 9 ‘ l| | _”«
- ‘ v l K ‘(( 0| ?\. || x= ‘ - ‘I | AI‘ § \ il MRl o||p|'[_||11{
»c»«s‘ T = #||.a '_Slld”f]g“‘“hk UG
Integral(1/(1+x,0,) ' ” ”V] b[n| mj, ] J‘ |=
IEhAnE
|+| ﬂh Hbllhlﬂﬂllul}
OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR
4055 Berikna integralerna med hjilp av
4053 Bestdm med hjilp av digitala verktyg digitala verktyg.
a) alla primitiva funktioner till 0
-2)d
flx) = (x=1)(x+2)dx a) !;(’“'l)(x % |
b) graferna till f{x) och F(x) da . 2 il B |
C=- fx +5
4054 g(x)= f dt Berikna med hjilp Q) f [* 1+ 2dx
av dlgltala Verktyg ett exakt virde for !
g4). »
x+1 } |
|
I|
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EXEMPEL

Teorigenomgang

4.4 Tillimpningar och probleml6sning

Vi har visat att integraler kan anvindas for att berakna éndrlngen i stracka s(t) mellan tva

tidpunkter om funktionen for hastigheten v(t) &r given: s(t) - jv (t)ydt

Det finns manga fler anvindningsomraden:
® Berdkna dndringen i hastighet v(t) mellan tva tidpunkter om funktionen for

accelerationen a(t) 4r given: v(t,) - fa(t dt

m Berdkna dndringen i populationsstorlek p( ) meIIan tva tidpunkter om funktionen for
tillvéxthastigheten p'(t) &r given: p(t, fp
# Berdkna férbrukningen mellan tva tldpunkter om funktionen for

forbrukningshastigheten ar given: f(t,) ff t)dt

m Berdkna energifdrbrukningen W(t) meIIan tvé tldpunkter om funktionen for
effekten P(t) 4r given: W(t,)- Wi fP dt

m Berikna arbetet W(x) om funktionen for kraften F(x) dr given: Wix,) - W(x,)= J.ZF(X) dx

N

Berdkna strackan om hastigheten dr kind

Den hastighet v m/s som ett foremal rér sig med kan beskrivas av funktionen v(t) = 4,0t + 5,0
ddr t &r tiden i sekunder. Berdkna strackan s meter som féremalet rért sig i tidsintervallet
2,0=t<5,0.

L6$N|Nc
50

j ydt= [ (4t+5,0)dt=[2,02+5 or] =(205,07+50-50-(20-2,0°+5,0-2,0)=

£ 2,0

SVAR: 57/ m

Tillampning
En raket skjuts rakt uppat. Dess hastighet v m/s efter t sekunder ges av funktionen
v(t) = 20t + 50. Hur hégt upp befinner sig raketen efter 100 sekunder?

LOSNING:

Hastigheten &r derivatan av strickan med avseende p tiden. Vi far da funktionen for strickan
s(t) genom att bestimma den primitiva funktionen till v(t).

s(ty=10t2+50t + C

Nar t = 0 skjuts raketen upp och darfér dr s(0) = 0.

Det villkoret ger C = 0. Den sokta funktionen blir s(t) = 10t2 + 50t.

Raketens hojd i km efter 100 s fas av s(100) = 10 - 1002 + 50 - 100 = 105 000.

SVAR: Raketen befinner sig pa 105 kilometers hojd.

KAPITEL 4 ; PRIMITIVA FUNKTIONER OCH ENKLA INTEGRALER
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4056

4057

4058

4059

4060

Ett foremal ror sig med hastigheten v
m/s enligt funktionen v(t) = 6,0t. Be-
rikna den stricka som foremalet ror sig
i tidsintervallet 1,0 <t < 10.

En bil accelererar fran 25 m/s till 30 m/s
pa tvd sekunder med likformig accelera-
tion och har hastigheten v(t) = 25 + 2,5¢
m/s under accelerationen.

a) Teckna med hjilp av en integral ett
uttryck for strackan som bilen har
fardats under de tva sekunderna,

b) Berikna strackan.

Temperaturdndringen T'(¢) °C/h pa en
ort kan beskrivas med funktionen

T'(t) = £* — 6t + 4 dir ¢ 4r tiden i timmar
efter midnatt. Berdkna temperaturen
klockan 8 pa morgonen om tempera-
turen vid midnatt var 0 °C. Svara med
hela grader. (B

Vattenvolymen i en behallare dndras
med hastigheten f'(#) liter/min dér ¢t ar
tiden i minuter. Tolka med ord

vad det betyder att ffof'(t) dt=-5
0

En bakteriekultur har tillvixthastighe-
ten P’(t) bakterier/h enligt funktionen
P’(t) = 1000e ** dér ¢ 4r tiden i timmar.
Hur stor dr tillvaxten i tidsintervallet
1,0 <t<2,0?

OVA Il + FLERA FORMAGOR

4061

Vid flod strommar vattnet in i en hamn
med hastigheten f'(t) m*/h ddr

f(H) =-120¢* + 600, 0 < t <4,0.

t ar tiden i timmar frén att vattnets
instromning startat.

a) Nar dr instromningshastigheten

storst? 0

4062

* 4063

* 4064

* 4065

* 4066

* 4067

*x 4068
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b) Berikna 4f’of'(t) dt och beskriv
med ord \Ofad du beraknat.

En kopp varmt te svalnar med hastig-
heten —6e~%7" °C/min. Hur dndras
temperaturen under de férsta 5,0 minu-
terna?

For en viss typ av fjader giller samban-
det F = 25x dar F ar kraften i N och x

ar forlangningen i meter. Hur langt har
fjadern dragits ut frdn ursprungsldget om
det utforda arbetet ar 0,80 Nm?

16
Tolka inneborden av [ P(t) dt = 40

dar P(t) ar eﬁfektfbrbf;ukning ikWocht
ar tiden i timmar efter midnatt.

Diabetes kan ibland behandlas med en
kapsel som sitts in under huden och som
langsamt avger insulin till blodet. En viss
typ av kapsel avger insulin med hastighe-
ten 0,52 - % cm®/dygn, dér ¢t ar tiden i
dygn. Hur mycket insulin avger kapseln
under den forsta manaden?

5
Tolka inneborden av [ F(x) dx ddr
0

F(x) dr kraften i N och x ar stridckan i
meter.

En population med insekter 6kar med
hastigheten P’(t) insekter/dag, vilket kan
beskrivas med funktionen

P'(t) =20 - 1,023 dar t 4r tiden i dagar.
Hur manga fler insekter finns det efter
7,0 dagar? (B

En bilforare ska minska hastigheten fran
90 km/h till 70 km/h. Hastigheten v(¢)
m/s under inbromsningen dr

v(t) =25 . e *% dir t 4r tiden i sekunder
frén inbromsningens borjan. Hur lang
stracka hinner bilen under inbroms-
ningen? @

TESTER

# PRIMITIVA FUNKTIONER

1 Bestim samtliga primitiva funktioner F(x) till

a) f(x)=4x b) f(x)=3x c) flx)=2e™
Vilka funktioner f(x) har derivatan
a) f'(x) =2 b) [ = Of(x)=2

Bestdm de primitiva funktioner F(x) som uppfyller foljande villkor
a) f(x)=2x*+50ch F(0)=4
b) f(x) = e+ 3x och F(0) = 1

En boll kastas uppat och dess hastighet v m/s kan beskrivas med
v(t) = -10t + 20 dér t dr tiden riknat fran starten.

a) Vilken hastighet har féremalet efter 1,0 sekund?
b) Vilken héjd har da bollen nétt?

Den primitiva funktionen F till funktionen f(x) = 2x - 1
uppfyller villkoret F(-2) = 2. Bestim F(4).

En kurva gar genom punkten (2, 3). Riktningskoeficienten for tangenten
till kurvan i punkten (x, y) dr 3x? - 2x. Bestim kurvans ekvation.

Bestdm konstanten b sa att funktionen F(x) = 3(b — 2x)? + 4b ir en primitiv
funktion till funktionen f(x) = 24x + 4.

En kropp ror sig med en konstant acceleration a. Kroppens begynnelsehastighet 4r 14 m/s.
Bestdm ett uttryck for kroppens

a) hastighet v(¢) vid tidpunkten ¢
b) ldge s(¢) vid tidpunkten ¢ da strdckan s var 28 m vid begynnelsetidpunkten

e

GRANSVARDE UTMANING

Bestdm arean av det omrade som begrinsas [7]
av x-axeln, kurvan y = x* dir p &r ett heltal E
stdrre dn 1, samt de réta linjernax =1 och

x =a>1.Visa ocksd att arean har ett gransvir-
de dd a = o och bestdm detta gransvirde.

\
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TESTER

@ INTEGRALER
Q TILLAMPNINGAR OCH PROLEMLOSNING

Berikna exakt integralerna
2

a) J(x*-4x2+3x) dx

0

Bestam ff(x) dx om F(x) dr en primitiv funktion till f (x) och F(0) = 4 och F(5) = 10.
0

b) f(?)x— e*)dx

Berdkna integralerna

(1
a) f—zdx
2 X

by [ dx

Bestim [ (e*-3x) dx

Bestim storsta och minsta virde for funktionen F(x)= if(4 +21) dt

5
Tolka inneborden av [ a(t) dt =20 dir a(¢) 4r accelerationen i m/s? och ¢

ar tiden i sekunder.

dir ¢ 4r tiden i minader. Bestam en funktion h(t) f6r plantans hojd i meter efter

En 10 cm hég planta har en vixthastighet (m/man) enligt formeln h'(t)= JE-0,5t, 0<t<3 ‘
t ménader. |

En laxpopulation P(#) har tillvixthastigheten P'(f) = 400 - e®** dér ¢ 4r tiden i dygn.
Hur ménga fler laxar finns det efter en vecka?

KAPITEL 4 ; PRIMITIVA FUNKTIONER OCH ENKLA INTEGRALER

Blandade 6vningar

OVA I « BEGREPP OCH PROCEDUR

1 Bestdm samtliga primitiva funktioner till
a) f(x)=x* b) flx)=e* ¢) flx)=3

2 Bestim en primitiv funktion F till
f(x) =3x% + 2x — 5 sddan att F(1)=3.

3 Berikna integralerna

2 3 1
a) [xdx b) [2dx c) [x*dx
1 1 0

2
4 Integralen [x(x+2) dx har virdet % .

1
Visa hur man kommer fram till detta
resultat med hjilp av primitiv funktion.

5 Berdkna ett exakt e
virde pa integralen | T dx
1

6 Antalet bakterier y i en viss bakterie-
kultur &r en funktion av tiden ¢ timmar.
Om denna kultur vet man att tillvixt-
hastigheten dr y'= 3,04 och begynnelse-
antalet ar 3 500. Bestim antalet
bakterier efter 10 timmar. {®

7 Bestdm den primitiva funktion F(x)
till funktionen f(x) = 8x> - 2x + 2 for
vilken F(1) = 4.

8 Berikna ett exakt virde pa
1

integralen fe*dx.
0
1
9 Berikna integralen [(2x-3)?dx
-1

10 Vatten rinner ut frin ett akvarium med
hastigheten v liter/s och ges av formeln
v(t) = 3,8 - %90 dir ¢ dr tiden i sekunder
réknat fran utstromningens bérjan.
Hur mycket vatten strommar ut pa
60 sekunder?

1
1 Bestéimf? dx

OVA Il » FLERA FORMAGOR

12 En kurva y = f(x) gdr genom punkten
(=3, 1). Riktningskoefficienten for
tangenten i punkten (x, y) dr 4x - 5.
Bestdam kurvans ekvation.

13 Bestdm det positiva talet g s3 att

jiz dx=0,5.
1 X

3
14 Berikna integralen [ (tx-x)dt
-2

+15 Funktionen 4
f(x) haren /]
primitiv el

funktion

F(x). Den

primitiva

funktionens 3

graf drritad 24

i figuren. 1

Bestam

j Sflx) dx

*16 For den drliga folkokningen f'(¢) per-
soner i en kommun giller att den
for ar t beriknas till f/(£) = 800(1+-L )
0<1<20. Berdkna den totala
folkékningen under 20-arsperioden.

*17 En kropp rér sig rétlinjigt med en acce-
leration a m/s? som varierar med tiden
t sekunder sé att a = 3,0 — e°*, Kroppen
har hastigheten 9,5 m/s vid tidpunkten
t = 0. Bestdim kroppens hastighet vid
den tidpunkt da accelerationen a = 0.

(L)
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SAMMANFATTNING
19 En stenkula slapps en bit ovanfor en
vattenyta. Grafen visar hur stenens has-
tighet v m/s varierar med tiden ¢ sekun-
der frén det 6gonblick di den slapps. Primitiv funktion: En funktion F kallas for en primitiv funktion till f om F'(x) =f (x).
| Funktion f(x) | Primitiv funktion F(x)
| k kx+C
| n+1
x" n#-1 e
i . | e, k%0 e c
D | o f k
o 1 2 3 a4 5 1t | 2 k0 k7kx
* 18 Prognosen for vattenférbrukningen a) Beskriv vad som héander med sten- | "
per ar i en kommun ges av formeln kulani A, B, C och D. )
F(f) =23 1,2 € dir f(f) dr vatten- b) Hur hogt ovanfor vattenytan slipptes Skillnad mellan obestimd och bestimd integral:
forbrukningen i miljoner m® per ar och stenen? Den obestiamda integralen [ f(x) dx anger samtliga primitiva funktioner.
o . .o o e b
tr tiden i &r fran borjan av 2012. c) Stenkulans hastighet v(t) m/s i vattnet Den bestidmda integralen [ f(x) dx ir ett reellt tal.
a) Bestim [ f'(t) dt kan beskrivas med funktionen ’
b) Bestim den sammanlagda vatten- v(t)=1+18e™*. Bestam vattendjupet ?erikning av bestdmd integral:
: . . - ) B . .
forbru‘lﬁmngen for aren 2012-20 dér steI}kula.n slapps. Ge svaret i meter [ Fx) dx = [F(x)] = F(b)—F(a) déir F(x) r en primitiv funktion till fx).
med hjélp av prognosen. (T} med tva decimaler. (NP Ma D vt 99) i 3
OMFATTANDE PROBLEM 0000000000 00000000000000000000000000000¢0
20 Lit A=[x"dx och B =c* n och c reella tal storre &n noll. ll‘
0
Du ska undersoka kvoten % for olika virden pa c och n.
|
m Sitt n = 2 och undersok for nagra olika virden pa ¢ vad kvoten % |

blir och formulera en slutsats.
m Visa att din slutsats galler for alla virden pa ¢ nir n =2.

m Sitt ¢ =1 och undersdk for négra olika virden pa »n vad kvoten %
blir och formulera en slutsats.

® Visa att din slutsats géller for alla virden pd n ndr ¢ = 1.

) . . A
m Lit nu bade c och n variera. Formulera en slutsats om kvoten 3
och visa att din slutsats géller for alla vérden pé ¢ och n.
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