Centralt innehall

Egenskaper hos cirkelns ekvation

° L
n O m et r I Enhetscirkeln for att definiera trigonometriska begrepp
' Bevis och anvandning av cosinus-, sinus- och areasatsen

for en godtycklig triangel

Trigonometri i olika sammanhang

Trigonometrin dr en del av geometrin och utvecklades fér mer dn 2 000 4r sedan. Den har
sina rotter i berakningar av solens och planeters rérelse. For att kunna beskriva deras rérelse
behdvdes ett samband mellan striackor och vinklar i cirklar.

Greken Hipparchos gjorde ett arbete om "kordor i en cirkel” dér han troligtvis formulerade
ett samband mellan kordans langd och motsvarande medelpunktsvinkel.

En annan grek, Ptolemaios, gjorde pa 100-talet gedigna :

berdkningar pa samband mellan langden av kordan AB % A
och den bagvinkel o som AB upptar. | sina berdkningar v
utgick han fran en cirkel med diametern 120 enheter

och delade in periferin i 360 delar. Han berdknade

crd(a) fér vinklar fran 0,5° till 180°. Ptolemaios berak-

ningar finns samlade i en tabell i Almagest, ett verk om

himlakroppars rérelse. Idag skulle vi kunna beskriva hans samband med formeln

crd(e) =120 - sin % .

Trigonometrin behandlar samband mellan striackor och vinklar i trianglar. Ordet kan éver-
sdttas med triangelmdtning och 4r sammansatt av tre grekiska ord, tri (tre), gonia (vinkel) och
metron (matt).

Nu for tiden finner vi trigonometrin inom manga olika omréden. Med triangulering kan man
bestdimma avstandet till en tredje punkt om avstandet mellan tva andra punkter &r kint. Naviga-
tion med satelliter ar ett annat omrade som bygger pa trigonometri. Men dven i omraden sisom
musikteori, akustik, optik, analys av finansiella marknaden férekommer trigonometri.

Dina forsta uppgifter
m Utgd fran en cirkel med radien r. Rita en korda med medelpunktsvinkel a.
Visa att crd(90°) = \/E-r och crd(60°) =r.

® Utgd fran en cirkel med diametern 120 l.e. och anvénd den for att bestimma
crd(90°) och crd(60°).
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5.1 Trigonometriska grundbegrepp Sinilering

I kurs 1c lirde du dig att anvinda trigonometriska samband mellan vinklar och sidor i en
ratvinklig triangel. Triangelns form bestdms av en av de spetsiga vinklarna, t.ex. vinkeln A.
Alla ritvinkliga trianglar med samma spetsiga vinkel A ér likformiga.

motstdende katet _a

B sinA=
hypotenusan ¢
c
2 cos A - Nrliggande katet _ b

hypotenusan c

_ motstiende katet _

c " A tan A _ =
narliggande katet b

| en ratvinklig triangel géller att vinkelsumman for de spetsiga vinklarna dr 90°.
Alltsa dr A =90°- B och B=90°~ A. Det innebdr att

cos B=2 =sin A =sin (90°-B)
C

sin B =cos (90°-B) och cos B =sin (90°-B)

Har foljer nagra exempel pa att bestimma sidor och vinklar i ratvinkliga trianglar. Vinklar och
sidor i en triangel brukar kallas triangelns element.

Vinklar i en rdtvinklig triangel
Bestam de tva spetsiga vinklarna i den ratvinkliga triangeln ABC. B

EXEMPEL

LOSNING:
Vi kan bérja med att bestimma vinkel A. Sidan AC r ndrliggande 13.6
katet till hérnet A, alltsd anvander vi sambandet

cos A = Nérliggande katet

hypotenusan —

Insdttning av figurens matetal ger cos A= il0.E 10,8

13,6

Anvind ridknaren for att bestimma A.
A=374°

D4 dr vinkel B=90°-37,4°=52,6°

SVAR: De spetsiga vinklarna dr 37,4° och 52,6°.
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EXEMPEL

Katetlangder

I'en rétvinklig triangel ABC &r hypotenusan ¢ = 7,3 cm och en av de spetsiga vinklarna 23°.
Bestdm kateternas langder.

LOSNING:

Vi ritar forst en figur och markerar det som &r givet. Vi kan vilja vinkel A = 23°. 1

Kateten a fas genom sin A _ motstéende katet =4 (cm) 723°
hypotenusan c

Viléser ut a och satter in mitvirdena.

a=c-sinA 73

a=73sin23°=2,9 | 1

Kateten b fas genom cos A= narligaande katet Lo

By ae e hypotenusan ¢ .

b=73"cos23°=6,7 B €

SVAR: Kateternas ldngder dr 2,9 cm respektive 6,7 cm.

En vinkel och motstaende katet ir givna
| den rétvinkliga triangeln ABC dr £B =71,4° och dess mot-
staende sida b = 11,6 cm. Bestdm triangelns 6vriga element.

LOSNING:

Vi bérjar med att bestimma den tredje vinkeln.

LA=90°-714°=18,6°
Hypotenusan ¢ bestdms genom sin8=w=é
c

b=11,6

hypotenusan
Vildser ut ¢ och sétter in de givna virdena.
__b_ |
sin B ‘
(@= .‘]i: 12'2 l.‘
sin/71,4° ‘
Kateten a fis genom tan A _ motstdende katet _ b
b narliggande katet  a
a=
tan A
PR\ B i
tan 71,4°

SVAR: Triangelns tredje vinkel 4r 18,6° och de 6vriga sidorna ar 3,90 cm respektive 12,2 cm.
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OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR

5001 Bestim lingden av den med x
markerade sidan.

a) b)

(cm)

6,0 (m)

40°

65"
2,0

5002 Bestim trianglarnas spetsiga vinklar..

a)

42

51

5003 I triangeln ABC dr vinkeln Crit.
Berikna triangelns 6vriga element om

a) B=78°0ochc=1,0dm
b) A =25,7°0ch b=37,9cm

¢) a=29mochc=53m

5004 I triangeln ABC dr vinkeln C rit.
Bestdm cos B om sin A = 0,6.

(cm)
NP
\

5005 Bestim cirkelns
radie r.
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OVA Il » FLERA FORMAGOR

* 5006

* 5007

* 5008

lingre 4n Jenny?”

*% 5009

** 5010

Wille ser rakt framfor sig i fjarran en
hog byggnad som han vet dr 160 m
hég. Hur langt ifrdn byggnaden
befinner sig Wille om han uppskattar
den vinkel under vilken han ser
byggnaden till 7,5°?

I en likbent triangel 4r basvinklarna
32° och basen 26 cm. Bestdm

a) omkrets b) area

Emilia betraktar sin
syster Jennys skugga
och sdger till sin mam-
ma: ”Varfor dr skuggan

a) Forklara fér Emilia
hur hon kan utnyttja
skuggans lingd for
att bestimma sol-
hojden.

b) Jenny ar 1,42 m lang
och hennes mamma miter upp
skuggan till 1,93 m. Hur hogt star
solen?

I den ritvinkliga triangeln ABC dras |
en hojd fran det ratvinkliga hornet. ‘
Hojden traffar hypotenusan i A

punkten D. Bestdm de spetsiga
vinklarna i triangeln ABC
om BC=7,0 dm och
AD=2,0dm. @ ;

Frén en punkt A dras tangenter AB

och AC till en cirkel. Bestdm ldng- |
den av kordan BC om £ A = 84° och

cirkelns radie dr 4,5 cm. @

Ord och begrepp
4 Koll pa avsnittet

- e
SKUGGAT OMRADE . UTMANING [7] [
B |
Bestdm arean av det skuggade 3]
omradet om strackan E
AD=3—\/§I.e. och . 2
BC=CD. - —— I,

REFLEKTERA OCH DISKUTERA 5.1

Avgdr for varje pastaende om det 4r sant, falskt eller sant om (sant under vissa
forutsattningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dar det ar mjligt.

@ ! enritvinklig triangel 4r tangens for en vinkel kvoten mellan

kateternas lingder.

@ | en ritvinklig triangel &r sinus fér en vinkel kvoten mellan lingden av

den lédngsta kateten och lingden av hypotenusan.

© Om sinus for den ena spetsiga vinkeln i en ritvinklig triangel &r lika med
cosinus for den andra spetsiga vinkeln s& 4r triangeln likbent.

@ | en ridtvinklig triangel 4r tangens for en vinkel alltid mindre 4n 1.

e Svar med motiveringar
3/ [ -
finns pd ldrarwebben.




r .. - . . . . .
. o  Teorigenomging | Gruppaktiviteten Cirkelns ekvation har du undersékt hur cirkelns ekvation dndras om medel-
5 .2 CIrkeIns ekva’tlon OCh Simulering ! punkten forflyttas. Motsvarande forflyttningar gjorde du med andragradsfunktioner i kurs 2c.
enhetSCi rkel n [ En forfiyttning utefter x-axeln till (x,, 0) ger ekvationen (x - x,) + y? = r%. Frflyttar vi istallet

! medelpunkten utefter y-axeln till (0, y,) blir ekvationen x? + (y — y,)? = r>. Utférs bada forflytt-
. : | ningar sé att cirkelns medelpunkt hamnar i punkten (x,, y,) blir ekvationen pa medelpunktsform
Cirkelns ekvation \ | (- x4+ {y =y P =
Med en cirkel menas alla punkter som ligger pd samma avstand
fran en given punkt. Vi ritar ett koordinatsystem och placerar ut en

cirkel med medelpunkt i origo (O) och radien 1 le. (langdenheter),

1 I EKVATIONEN FOR EN CIRKEL PA MEDELPUNKTSFORM

v 4
C D [ En cirkel med medelpunkt (x,, y,)

2 4

en enhetscirkel. och radie r har ekvationen

)
Lat C = (x, y) vara en punkt pa cirkeln. Vi markerar punkten D = (x, 0) (Xx-x )2+ (y -y )2 =r
pa x-axeln och drar linjen CD. D4 ir triangeln OCD rétvinklig, kateten

OD = x, kateten CD =y och hypotenusan OC = 1. Pythagoras sats ger H

x2+y? =1, vilket 4r ekvationen fér en enhetscirkel med medelpunkt ;j L —
@,

i origo och radie 1. YA . saa . e s

@ T Cirkelns ekvation
Vi later fortfarande cirkeln ha ENHETSCIRKEL ¥ d ) ] . _ '
Iounkten | origo (O) men r Erairkal o riet ETo i Vilken medelpunkt respektive radie har cirkeln som beskrivs av ekvationen

medelpuniten orig of Io \ o n o 2) X2 +y? =81 b) (x—2)2+y?=1 ) (x+3)724+(y+1)2=9

vi dndrar radien till r l.e. > medelpunkt i origo.

C=(x, y)dren punkt pa Enhetscirkelns ekvation &r LOSNING:

cirkeln, punkten D = (x, 0). 4yr=1, I a) Eftersom 81 = 92kan ekvationen skrivas som x* + 2 = 92. Alltsa ar medelpunkten origo

Pythagoras sats ger x? +y2 =72 Uy J ; e och radien91.e.

b) Termen (x - 2)* betyder att cirkelns medelpunkt &r férskjuten 2 steg i positivt x-led, dvs. &t

ctivitet - hdger, jamfért med enhetscirkeln. Alltsa & medelpunktens koordinater (2, 0) och radien 1 I.e.
GruPPa tivite ¢) Vénsterledet siger att medelpunktens koordinater 4r (-3, —1).

Ij:: T —“'”1 %I Hogerledet 9 = 32 ger att radien 4r 3 |.e.
CIRKELNS EKVATION G AL Lo A bid bl 21| e ' ‘
. ka mi underséka hur cirkel kvt :,@E"“;—.aﬁw;-@ 2GR { E SVAR: a) Medelpunktiorigo och radie 9 |.e.
ar @ ion I = ;
i ovnmngS Ijm sy urAC'r..e 356.". e & | et B b) Medelpunkt i (2, 0) och radie 1 l.e.
andras om medelpunkten inte dr 9r|go: nvan garrlae ' s cio ﬁ S L
datorprogram t.ex. GeoGebra. Nikan i GeoGebra rita en cirkel || «cix+y'=1 !
genom att ange medelpunkten och radien. Ni kan ocksé rita ' L = il -
cirkeln genom att skriva in dess ekvation i inmatningsféltet. ‘ L |
i e By STV P | | . Bestamma ekvationen for en cirkel 1
ol sok hur ekvati - , _ | '
g 2.1 St SCIr“e T ! | Vilken ekvation har en cirkel med medelpunkti (1, —1) och radie L lLe.?
férandras om medelpunkten forflyttas : | 5
m utefter x-axeln, bide i positivt och i negativt led. Skriv ner '1 | . LOSNING: 2 2 ]
s 1L}l i S I L =, . = 0 . i i 2 _ L il
en ekvation om medelpunktens koordinater ar (x,, 0). Vianvinder cirkelns ekvation (x - x)? + (y -y )?=r* med x,= 1, y,= =1 och r = >
m utefter y-axeln, bdde i positivt och i negativt led. Skriv ner en ekvation om medelpunktens koordinater &r (0, Yol Insdttningen ger ()(—1)2+(y+‘|)2 =%
m bade i x-led och y-led. Skriv ner en ekvation om medelpunktens koordinater &r (x;, ). ;
: ' : SVAR: Ekvationen dr (x=1)>+(y+1)’=—
m Hur dndras ekvationerna om cirkeln har radien r? P
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E‘ " Enhetscirkeln och trigonometri )
5 Bestimma cirkels medelpunkt och radie ' , Vihar definierat sambanden fér sinus, cosinus och tangens for spetsiga
ﬁ Vilken medelpunkt och radie har den cirkel som beskrivs av ekvationen y” = 4x = x*¢ vinklar utifrdn en rétvinklig triangel. Men det finns dven trianglar med en trubbig vinkel.
LESNING: Visamlar alla termerna p4 vénster sida om likhetstecknet, Viska visa hur man kan anvianda enhetscirkeln fér att bestimma sinus, cosinus och
- tangens for vinklar i de fyra kvadranterna.
X2 —4x+y?’=0 Addera 4 i bada led. "
X2 —dx+4 +y2 =4 Anvind andra kvadreringsregeln. Vinklar i intervallet 0° till 90° P=(x.y)
(x-2y+y'=4 Viritar en enhetscirkel och markerar i forsta kvadranten en punkt 1
SVAR: Cirkeln har medelpunkt i (2, 0) och radiie 2. P =(x, y) pd cirkeln och drar radien OP. Beteckna vinkeln mellan v 5
radien OP och x-axeln med v. o %
Vikonstruerar en rétvinklig triangel genom att dra en linje parallell K
OVA | + BEGREPP OCH PROCEDUR 5016 Medelpunkten i en cirkel r (2, -3) med y-axeln fran punkten P till x-axeln.
5011 Bestim medelpunkten och radien for och radien dr 6. Undersok vilka av Eftersom kateterna har langderna x respektive y och hypotenusan yA _
| en cirkel med ekvationen punkterna A = (-2, 3), B=(2,3), lingden 1 kan vi stdlla upp féljande samband: IP=(X.y) !
a) ¥ +y*=16 g;(((;%l—g)),si)r;l(l;:ggi och | cosv=$=x sin v=%=y tan v = X 2 Sinv K 1 _Ey |
b) 2+ (y - 2,5)2=2,25 o : 1 g | | X C?SV _ ::m, -
0,50 + (y— 1,4)2 = 1,96 a) pd cirkeln Pa en enhetscirkel ges koordinaterna fér en punkt P i forsta kva- L
i c) (x+0, J b) inuti cirkeln dranten av P = {cos v, sin v) dar v 4r vinkeln som radien bildar
5012 I vilken kvadrant ligger medel- ¢) utanfor cirkeln. med x-axeln. Enhetscirkelns ekvation dr x2 + y2 = 1. Vi sétter in x = cos v

punkten till cirkeln o
| (x—15)% + (y + 30)* = 4007 # 5017 Bestim fyra punkter pa cirkeln
' : (x-1)+ (y - 3)>=25.
5013 Bestim ekvationen for en cirkel med . i (42
' a) medelpunkt i (0, -1) och radie 2. * 5018 Medelpunkten i en cirkel dr (-4, 2).

och y =sin v och far cos’v+sin’v=1. cos?v utlises "cos kvadrat v" och
betyder (cos v)?. Sambandet kallas trigonometriska ettan.

. . Bestim ekvationen for cirkeln F6r en punkt P € A TRIGONOMETRISKA ETTAN
b) medelpunkt i (5, 0) och radie 3 iy cirkeln e e, TR _ et el
¢) medelpunkti (-1, -1) och a) gar genom (-7, 1) pa en enhetscirkel " v e = _
radie 1,1. giller att _ x
b) tangerar x-axeln . =, \ /
. . ) =(cos v, sinv
5014 Medelpunkten i en cirkel &r (-3, -2) ¢) tangerar y-axeln . _ |
och radien ar 8. d) tangerar linjen y = x (7] g :
a) Bestim ekvationen for cirkeln. . )
| b) Undersok om cirkeln gir genom * 5019 a) Beskriv med ord vad det innebir vk
kten (2, 3) att 16sa ekvationssystemet Nar vinkeln v =0° ligger punkten P pa x-axeln och har koordina-
n (2, 3). .
PHREE 2+y2__9 terna (1, 0). Alltsd dr cos 0° =1 och sin 0° = Q.
OVA Il « FLERA FORMAGOR x o .
ova {x—y=—3 Ndr vinkeln v = 90° ligger punkten P pa y-axeln och har koordina- Pl
5015 Vilka skdrningspunkter med ) ) . terna (0, 1). Alltsa ar cos 90° =0 och sin 90° =1
koordinataxlarna har cirkeln med b) Los ekvationssysteme |
Biationen »* 5020 Bestim medelpunkt och radie for cirkeln
i a) £ +y7 =100 b) (x-27+y=1 med ekvationen x> + 2x + y* = 0. (T
| Q) (x=2)+(y+4)=49
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i = — o 5026 Vinkeln v 6kar fran 0° till 90°. * 5027 Tangenten till punkten P pa enhets-
W . . . .
E Vinklar i forsta kvadranten , Hur andras cirkeln har lutningen —1,5. Bestim
A : ; . : .
ﬁ Bestdm cos v, sin v, tan v och v fér den vinkel som visas i figuren. 1 a) cosinusvirdet for v koordinaterna fér pur.lkten .P f)m
w C b) sinusvirdet for v lIzlan vet att punkten ligger i férsta
. 0,5 d )
LOSNING: Urfiguren kan vildsa av cos v=0,93,sinv=036 s > B(053.0.36) c) tangensvirdet for v vadranten. @
v -
tan v bestdms fran sambandet —— 27 _ e 0,39 ; 05 T
cosv 0,93
Vinkeln v kan vit.ex. bestimma fran sinv=0,36, v=21°
Nér punkten P rér sig utefter enhetscirkeln fran (1, 0) till
SVAR: cos v =096, sinv=036,tanv=0,39, v=21° unkten (0, 1) vixer vinkeln v fran 0° till 90°. For vissa
P >
vdrden pd vinkeln v, ndmligen 30°, 45° och 60°, kan vi X
| . i S N O . bestdmma cos v, sin v och tan v exakt.

OVA | * BEGREPP OCH PROCEDUR . |
5021 Bestdm cos v, sin v, tan v samt v. ‘ fuJ- = ; ‘
\ . . . . £

a) AY b) o - % Exakta trigonometriska virden i forsta kvadranten
14—(0,34,094) — L ) _
5 Bestdm exakt cos v, sin v och tan v om
cge M a) v=30° b) v=45° c) v=60°
v - 1 % Ay
\ /. * / LOSNING: Vi markerar vinklarna i enhetscirkeln och konstruerar trianglar. T
- P=(xy)
L == a) Forv=30° far vi en halv liksidig triangel med sidorna é % och 1. 7 i
30° =
b) Ay 5023 Bestim koordinaterna med tre deci- Det ger att punkten P = 1 c0s30° = x = ﬁ Sin30°= y = Toch X ~
T maler for punkten pa enhetscirkeln 2 2
som motsvaras av vinkeln |
/ T ) v=15,30° b) v=394° tan30°= -2 =T~ ﬁ =1
% e e Ez e B
j c) v=72,6° Ay
/ b) Férv=45° far vi en halv kvadrat med hypotenusan 1. —
T~ 5024 For vilken vinkel v i forsta Petry)
kvadranten giller att Det ger att punkten P = [ 5 \/,J C0s45° = x = = 22 1 y |
5022 Bestim koordinat(::rna for punkten P. a) cosv=0,762 b) sinv=0,145 5 \/_ 2 oo 3 i
Svara med tva decimaler. 5 Em=p S = 1 N2 htan 4502 /N2 X x |
a) A \/E 2 1/\/5 |
/’—'J—_‘_-_H- . [X) ]
< OVA Il » FLERA FORMAGOR |
/ 5 F 5025 Vilken punkt pa enhetscirkeln i
1 ..
1= forsta kvadranten motsvaras av
\ / a) tanv=0,5 b) tanv=10 == R —
— ¢) tanv =35
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o Vinklar pa enhetscirkeln
. AY
- Viritar en enhetscirkel och markerar punkten P = (1, 0). | den punkten &r vinkeln ~
w D . : - T
E ¢) Fér v =60° fir vi en halv liksidig triangel med sidorna - 1 \E och. v=0°. Vilater nu punkten P vrida sig moturs utefter enhetscirkeln tills vi dr
W 2 tillbaka till utgangspunkten. Vinkeln v kommer d4 att ¢ka fran 0° till 360°. Nar
Det ger att punkten P = 1 “\E . cos60° = x=l. punkten P passerar positiva y-axeln dr vinkeln 90°, negativa x-axeln 180° och f‘;
2 .2 2 negativa y-axeln 270°. Varje vinkel kommer att motsvaras av exakt en punkt pa
\/g \V3/2 cirkeln. Vi ser att vinklarna 0° och 360° motsvaras av samma punkt pa enhets-
sin60° = y = — och tan 60°= Y212 -3 , , . . . e »T g
> 1/2 cirkeln. Det gdller att varje punkt pa enhetscirkeln motsvaras av oandligt manga
olika vinklar beroende pa hur manga varv, moturs eller medurs, punkten P vrids.
o \/_ Resultatet kan sammanstillas i en tabell Vinklarnav, v+360°, v + 2-360°, ..., o.lvs. vinklarnav +n-360°, dir n &r ett heltal
o \E A | 30° = 3 _ motsvaras av samma punkt pa enhetscirkeln.
a) cos 30 Syl 30°= 5 tan "3 | oo | 300 | a5* | 60
\/— . =) Bt | v s r Ay A ¥
o \/5 i o 2 o _ 1 N3 N2 1 0 o B .
of) 48" S =S EAT 5ok, RS o > | 2 2 P=(x,y) \ P=<x.y)/‘/x peten
3 1 \/E \/g R - _\V h -\'V -
c) cos60°=%, sin60°=—\/2—g. tan60°=\/§ . sinv 0 5 |5 BY 1 > NP / > \ S >
tanv 0 £ 1 \/g odefinerad |~
i B
Vivet att for varje punkt P pa enhetscirkeln
i forsta kvadranten finns ett samband mellan Om vinkeln v motsvaras
punktens koordinater och vridningsvinkeln av punkten P = (x, y) pi
5028 Bestim x-koordinaten for den punkt * 5030 P = (cos 30° sin 30°) och v. ndmligen P = (cos v, sin v). Detta samband enhetscirkeln giller att
i forsta kvadranten pé enhetscirkeln Q = (cos 60° sin 60°) dr tva punkter géller dven for punkter pa enhetscirkeln i x=cosvochy=sinv.
som har y-koordinaten pa enhetscirkeln. Bestdm lingden ovriga kvadranter.
1 2 av PQ. y i - )
a) 5 b) 0 ) ) / ;l_l
5029 Bestim exakt ( =  Vinklar i olika kvadranter
w ; . . : :
o s o v P &r en punkt pa enhetscirkel. | vilken kvadrant ligger punkten P om
a) cos?60° + sin*60 X

b) cos60° + sin60°
c) {cos30° + sin30°)?

/ \\-/ LOSNING:
d) cos?30° - sin?30° ,

a)v=137° b) v=242° cv=-76°

a) Eftersom 90° <v <180° sé ligger P i andra kvadranten.

._" I||
\ \ J b) 180° <v < 270° ger att P ligger i tredje kvadranten.

| . W, ¢) v=-76° betyder att punkten P har vridits medurs 76 ° fran punkten (1,0).
s P ligger i fjarde kvadranten.
: \-/ SVAR: a) 2:a kvadranten  b) 3:e kvadranten c) 4:e kvadranten
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=
[
; Vinklar med samma punkt pa cirkeln
,": Vilken vinkel i intervallet 0° < v < 360° motsvaras av samma punkt pd enhetscirkeln som vinkein
- a) 450° b) -100° c) 800°
LOSNING: Den sokta vinkeln far vi genom att addera eller subtrahera multiplar av 360°.
a) v +360° = 450° ger v =450°-360° =90° 1W
b) —100° betyder att punkten P har vridits 100° medurs H
eller i negativ riktning, se figuren.
v —360° = -100° ger v=-100°+360° = 260°
¢) Eftersom 800° >2-360° s& har punkten P vridits tva varv moturs. ~ >
v+2+360° =800° ger v =800°~ 720° = 80° \ e
SVAR: a) 90° b) 260° c) 80° S i [
P
OVA 1 « BEGREPP OCH PROCEDUR A

5031 P ir en punkt pd enhetscirkeln.
vilken kvadrant ligger punkten P om

b) v=67°
d) v = 455°

a)v=190°
Q) v=-172°

5032 Rita en enhetscirkel och markera den
punkt pé enhetscirkeln som motsva-
ras av vinkeln
a) 130°
c) 690°

a) Ay

b) —90° 4

d) -800°

5033 Vilken vinkel i intervallet 0° < v < 360°

motsvaras av samma punkt pa
enhetscirkeln som vinkeln

a) 495°  b) -120°

{

P
""--.\_\_\___'_/

c) 1820°

5034 Bestam cos v, sin v, tan v samt v
a) AY b) A
iR

1"“"‘-‘-.

(-0,95,031)

N

v
“‘\\\_
x

P
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(1,
N W

O 1
(0,89,-0,45)

5035 Bestim koordinaterna for punkten P.

5036 Rita en enhetscirkel och markera den

5037

5038

punkt som motsvaras av

a) P=(cos0°, sin 0°)

b) Q = (cos 90°, sin 90°)

¢) R ={(cos (-30°), sin (-30°))
d) S=(cos (-540°), sin (-540°))

I vilken kvadrant ligger en punkt
som har koordinaterna
a) (cos 255° sin 255°)

b) (cos (-184°), sin (-184°))
¢) (cos 700°, sin 700°)
d) (cos 1001°, sin 1001°)

Vilken vinkel i intervallet
0° < v £ 360° motsvaras av punkten P
pa enhetscirkeln om

a) P=(0,-1)

e8]

{3

OVA 11 « FLERA FORMAGOR

5039 Litv vara en vinkel i intervallet

5040

5041

* 5042

0° £ v <360° Mellan vilka virden
varierar

a) cosv b) sinv ¢) tanvy

Rita en enhetscirkel och markera
losningen till ekvationen

1
a) cosu=-=
2
b) sinv = .
2
Los ekvationerna i 6vning 5040.

Rita en enhetscirkel och markera de
vinklar v som uppfyller olikheten

a) cosv>0,5 b) -0,5<sinv<0,5

** 5043 Los olikheterna i 6vning 5042.
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Samband mellan trigonometriska
varden i de fyra kvadranterna

Teorigenomgang

Gruppaktivitet

TRIGONOMETRISKA SAMBAND PA ENHETSCIRKELN
| den har aktiviteten ska ni undersdka samband mellan trigonometriska varden
i de fyra kvadranterna. Rita en enhetscirkel och markera en punkt P = (x, y).

m Vilket &r sambandet mellan punktens koordinater och vinkeln v?

m Markera den punkt Q i andra kvadranten som ni far ndr punkten P

P=(x.y)

'\V

J/

| Gruppaktiviteten pa féregaende sida har du bestdmt samband mellan koordinater fér punkter
pa enhetscirkeln i de fyra kvadranterna utifran en given punkt P i férsta kvadranten.

Spegling av punkten P = (cos v, sin v) i férsta kvadranten i y-axeln geren
punkt Q i andra kvadranten. Punkterna P och Q har samma y-koordinat
men motsatt x-koordinat, Q = (-cos v, sin v). Eftersom spegling dr en
kongruensavbildning giller att koordinaterna for Q kan skrivas som

Q =(cos (180° - v), sin (180° - v)).

[ [ole] el =]

speglas i y-axeln. Bestdm koordinaterna fr punkten Q uttryckta i vinkeln v.

Markera den punkt R i tredje kvadranten som ni far nar punkten P
speglas i origo. Bestam koordinaterna for punkten R uttryckta i vinkeln v.

Markera den punkt S i fjdrde kvadranten som ni far nar punkten P speglas i x-axeln.
Bestdm koordinaterna for punkten S uttryckta i vinkeln v.

HALVCIRKLAR I EN VINKEL

samt radiernar, ochr,. Bestdm sin v.

Figuren visar tva halvcirklar med medelpunkterna M, och M,

UTMANING
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=Y

Det ger foljande tvd anviandbara samband:
cos (180°~v) = —cos v och sin (180°-v) =sin v

Spegling av punkten P =(cos v, sin v} i férsta kvadranten i origo ger en
punkt R i tredje kvadranten. Punkterna P och R har motsatta x- och y-
koordinater, R = (~cos v, —sin v). Att spegla punkten P i origo 4r detsamma
som att vrida punkten 180°. Alltsa kan koordinaterna for punkten R .
skrivas som R = (cos (v + 180°), sin (v + 180°)). '
R=(-x,=y)

Det ger sambanden: cos (v + 180°) = —cos v och sin (v + 180°) = —sin v

¥
Spegling av punkten P =(cos v, sin v) i férsta kvadranten i x-axeln ger en ‘ Pmtiy)
punkt Sifjirde kvadranten. Punkterna P och S har samma x-koordinat /[ ]
men motsatt y-koordinat, S = (cos v, —sin v). Att spegla punkten P i x-axeln A : _
dr detsamma som att vrida punkten ~2v grader. Koordinaterna —v 1%

for punkten S dr dven S = (cos (—v), sin (—v)).

Det ger sambanden: cos (—v) = cos v och sin (-v) = —sin v

TRIGONOMETRISKA SAMBAND

sin (90°~v) =cos v €05 (90°-v) =sinv

sin (180° ~v) =sin v €05 (180°~v) = —cos v i

sin (-v) = —-sinv €os (-v) =cos v

sin (v +180°) =—sin v . cos(v+180°)=-cosv

sin(v+n-360°)=sinv  cos(v+n-360°)=cosv

sinv
tanv = 1
cosv

cos’v +sinv =1

For forsta kvadranten bestdmde vi exakta varden fér cosinus, sinus och tangens for vinklarna
307, 45° och 60°, se tabellen pa's. 208. Med hjilp av ovanstdende samband kan exakta var-
den bestdmmas for motsvarande samband i de évriga kvadranterna.
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EXEMPEL

Exakta trigonometriska virden i enhetscirkeln
Bestdm exakt cos v, sin v och tan v fér

a) v=120° b) v=225° c) v=270°

LOSNING: Borja med att konstatera i vilken kvadrant vinkeln ligger.

a) 120° 4r en vinkel i andra kvadranten.
cos 120° = cos (180°— 60°) = —cos 60°=—%

V3

sin 120° =sin (180° — 60°) = sin 60°=T

V3

sin120° 2 :

tan 120°=""——=—"—=-43
cos120° _ 1 V3

2

b) 225° 4r en vinkel i tredje kvadranten. \/7
cos 225°=cos (45° + 180°) = — cos 45° =—72

bh

sin 225°=sin (45° + 180°) =—sin 45°=—7

V2

tan 225° = sin 225" _ 2 1
c0s225° 2
-z

c) Vinkeln 270° motsvarar en punkt pa negativa y-axeln,
dvs. en negativ vridning pa 90°.

cos 270°= cos (-90°) = cos 90°=0

sin 270°=sin (=90°) = —sin 90°= -1

tan 270° &r inte definierat eftersom division med noll
inte 4r tillatet.

SVAR: a) cos120° =-% sin 120° =lf2§ tan120°=—3

b) cos 225° =—g ,sin 225°=—% ,tan 225° =1

) cos 270° =0, sin 270° = -1, tan 270° 4r odefinierat

MY
-
)
\ ‘/1 1
AY
4
Wl )
K/‘\ .
AV
/"’1“\
S|
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wd
T
.
E Bestimma cos v
ﬁ Bestdm cos vom sinv=0,6.
LOSNING:
For en punkt P = (cos v, sin v) pa en enhetscirkel giller att cos? v + sin?v =1. D4 dr
coslv=1-sin’v Ta roten ur bada led.
32
cosv==x\1-sinv Insattning av sin v = 0,6 ger
cosv =x+/1-0,36
cosv = ++/0,64
cosv=10,8
SVAR: cosv=08e¢llercosv=-0,8
OVA | » BEGREPP OCH PROCEDUR 5046 Bestdm exakt

5044 Uttryck i vinkeln u

5045 Bestim koordinaterna fér punkten P

P=(x,y)

a) sin 150°
a) sin (u + 360°) c) tan (-30°)
) sin (~u)

e) sin (90°- u)

b) cos (u + 360°)
d) cos (-u)
£} cos (90°- u)

4 enhetsci
p tscirkeln, svara exakt. 5047 Berikna

e) sin (-540°)

b) cos 240°
d) cos 495°
f) tan 180°

OVA Il « FLERA FORMAGOR

KAPITEL 5 ;

a) Ay a) sin?210° + cos? 210°
P=(x,y) | b) sin?210° - cos? 210°
.
45° ~ 5048 Bestim cos v exakt om v ir en vinkel
/ X i forsta kvadranten och sin v = Z )
5049 Bestim sin v om cos v = -0,8 och v
ar en vinkel i andra kvadranten.
b) AY

TRIGONOMETRI
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* 5051

* 5052

5050 Bestim koordinaterna f6r punkten P
om cirkeln har radien 2.
a) Ay

Forklara hur man kan bestimma
exakta virden pé cos 315° och
sin 315° Bestim dven de exakta
virdena.

Bestim med hjélp av den ritvinkliga
triangeln ABC
a) sin B+ cos (180° — A)
b) sin (180° — A) + cos B A
c) sin (-B) +
+ sin (B - 180°) +
+ sin{B + 180°)

4
d) sin A +
+ sin B +
+sin C B 1

KAPITEL 5 ; TRIGONOMETRI

¥ 5053

* 5054

* 3055

**% 5056

*x 5057

** 5058

** 5059

Lat P = (cos v, sin v) vara en punkt i
forsta kvadranten. Vilka koordinater,
uttryck i vinkeln v, far punkten P
om den vrids
a) 90°
b) 270°
¢) Formulera generella samband
for cos (v + 90°), sin (v + 90°),
cos (v + 270°) och sin(v + 270°)
utifran att cos v och sin v dr givet.

Forenkla

a) sin (180°- v) + 2 sin (-v) - sin (v + 180°)
b) cos v+ cos (v + 180°) + cos (v + 360°)

c) cos(90° —v) + cos(90° + v)

. 1
Bestdm cos v exakt om sinv = ~3

Visa att
a) tan (v + 180°) = tan v

b) tan (-v) = —tan v

c) tan(90° —v)= 1
tanv

1

0°+v)=—
d) tan(90°+v) —

Bestim sin v och tan v exakt om

cosV = % och 270°< v < 360°,

Bestim sin v exakt di tanv = =242
och90°< v <180°. @

cosv cosy 2

Visa att - 5
1-sinv 1l+sinv cosv

Trigonometriska ekvationer @) oo

I ratvinkliga trianglar kan vi bestimma en av de spetsiga vinklarna, B
t.ex. vinkel A, genom att I6sa nagon av ekvationerna

sinA=24 , cosA=9 ellertanA=2
c c

Genom inférandet av enhetscirkeln &r vi inte langre begransade
till vinklar i intervallet 0° till 90° utan en trigonometrisk ekvation
kan ha odndligt manga rétter om vi inte anger vilka vinklar som
ar tilldtna. | denna kurs kommer vi att begransa oss till vinklar i
intervallet 0° till 180° eftersom vi ska anvénda trigonometriska AY

ekvationer till att bestimma vinklar i triang/ar. — P =(cosv,sinv)

Viritar en enhetscirkel och betraktar forst grafiskt rétter till trigo-
nometriska ekvationer nir 0° < v < 180°. Sedan ska vi dven I6sa \

»

dem algebraiskt.

Ekvationen cos v = k betyder att vi ska bestimma de vinklar v
som uppfyller ekvationen. Fér att ekvationen ska var l6sbar s&
méste |/<’S‘l. cos v motsvarar x-koordinaten fér punkten P,
dvs. ekvationens rot avldses p4 x-axeln.

Om P ér en punkt i forsta kvadranten sa 4r 0 < k <1 och roten ar
en vinkel v som uppfyller 0° <v <90°. Om P 4r en punkt i andra
kvadranten sa dr -1 <k <0 och roten &r en trubbig vinkel v,

90° <v=<180°

Ekvationen cosv=k, 0 <k <1, har rotenv = v, ddr0° < v, <90°.
Ekvationen cos v =k, -1 <k £0, har rotenv = v, ddr 90° < v, <180°,

| ekvationen sin v = k, 'k|£1, motsvarar sin v y-koordinaten fér ==, P=(cosv,sinv)

punkten P, dvs. ekvationens rot avlases pa y-axeln.

Béade i férsta och andra kvadranten giller att 0<sinv<1. Om P
aren punkt i forsta eller andra kvadranten sa har ekvationen tva
rétter, en vinkel v, och en vinkel v, = 180°— v,

=Y

X
180°-v

Ekvationen sin v =k, 0 <k <1, har rétterna
v=v, ellerv=180°- v,.
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o
E AY
E Ekvation av typ cos v = kor},stant, y=—0,65 ~H
" O 1 = — P ol A O |
o Los ekvationen cos v=-0,65. 05 v [ 20 :
LOSNING: ' E
Cosinus 4r negativ i andra kvadranten. . >
Det gerv=131°
SVAR: v=131°
Ekvation av typ sin v = konstant A
Lés ekvationen sinv=0,5,0° <v <180°.
LGS NN G e
Sinus 4r positiv i forsta och andra kvadranten.
Det ger den allmédnna l&sningen >

v,=30°+n-360°
v,=180°-30° +n-360°=150°+n-360°
Men 0° <v<180° gerv,=30°,v,=150°.

SVAR: v1=30°,v2=150°

Los ekvation
L&és ekvationen 2 cos 3v =1 exakt, 0 < v <180°.

3v,=60° +n-360° 3v,=300° +n - 360°

v,=20° +n-120° v,=100° +n - 120°

Vi undersoker vilka vinklar som uppfyller villkoret 0° < v <180°.

n=0gerv,=20° v,=100° n="1gerv, =140°

Kontroll:
v,=20° gerVL=2"cos (3- 20°)=2-cos60°=2.—=1=HL

v,=100° ger VL =2 cos (3- 20°)=2- cos 60° =2.%=1:HL

N =

v,=140° gerVL=2-cos(3: 140°) =2 - cos 420° =2 - cos 60° =2.—=1=HL

N =

sVvAR: 20°,100°, 140°

KAPITEL 5 ; TRIGONOMETRI

LOSNING:
2cos3v=1 Dividera i bada led med 2.
cos3v= % Cosinus ar positiv i férsta och fjarde kvadranten. Det ger den allminna [&sningen v

OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR

* 5064
5060 Bestdm de vinklar x, 0°< x < 180°,
som uppfyller ekvationen.
Svara med en decimal.
* 5065
a) sin x=0,35 b) cos x=0,79
¢) sinx=-0,18 d) tanx=-0,18
5061 Los ekvationerna exakt, 0°< v < 180°,
a) sinv:% b) cosv=—%
c) tanv =0 d) tanv=-1 ** 5066
5062 LoOs ekvationerna, 0°< x < 180°
svara med en decimal.
a) cosx=-0,6 b) sin x = 0,25
¢) sinx=-1,25 d) tanx=10 ** 5067

OVA Il * FLERA FORMAGOR

» 5063 Lukas har 16st ekvationen sin v = k,
0°< v < 180° och svarat med v = 63°

a) Vad har Lukas gjort for fel?
b) Bestim k.

Los ekvationerna exakt, 0°< v < 180°,

a) 2sin2v=+2 b) 2cos23—v=—\/§

Lat v vara en vinkel som uppfyller
0°< v < 360°. I vilka kvadranter har

a) cosv=k

b) sinv=k

16sningar for olika virden pé k?

Los ekvationerna exakt for

0°< x < 360°.

a) sin(2x +40°) = %

b) cos(g—45°) =-1

Undersdk om ekvationen 3 sin x = 1

har nagon rot i intervallet
510°< x < 610°,

any Ord och begrepp
@ Koll pa avsnittet
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UTMANING 53 Trlangelsatser
PUNKTEN PA ENHETSCIRKELN En triangel har sex element, tre sidor och tre vinklar. Ar triangeln rétvinklig kan vi med hjalp
av de trigonometriska begreppen cosinus, sinus och tangens bestimma samtliga element. '
P =(x, y) 4r en punkt pa enhetscirkeln. E . & : g Pp ”. Inus, sin . ang . "S .am ‘ am iga elemen |
Spetsvinkliga och trubbvinkliga trianglar kan alltid delas upp i rétvinkliga trianglar genom att -

Vad beskriver kvoten _&

y konstruera hojder. Men for att bestimma den konstruerade héjdens langd behéver nagra

element i den ursprungliga triangeln vara givna.

N -
/_ l
' Gruppaktivitet .
REFLEKTERA OCH DISKUTERA 5.2
Avgdr fér varje pastaende om det dr sant, falskt eller sant om (sant under vissa 1 TRIANGELKONSTRUKTION
Srutsattni i akni dar det dr mojligt. T . P . . . . .
forutséttningar). Motivera svaren med ord eller berakningar dar e ! I den har aktiviteten ska ni undersoka vilka element i en triangel som méste vara givna fér att kunna
@ Nir gradtalet for vinkel v 6kar fran 0° till 90° sa andras cos v fran O till 1. 5] bestdmma hdjden i en godtycklig triangel.
@ Nir gradtalet for vinkel v 6kar fran 0° till 90° sa dndras tan v fran 0 till 1. | m Rita en spetsvinklig triangel ABC, lat en sida och en vinkel vara givna. Undersék vilken sida och
o o vilken vinkel som ska vara givna fér att en héjd ska kunna bestimmas. Gar det att bestimma
€ |forstakvadranten dr sin v stérre dn 0. triangelns dvriga element?
O !tredje kvadranten giller -1 < cosv<0och -1 <sinv<0. m Rita en spetsvinklig triangel och |4t tva sidor och en vinkel vara givna. Undersok vilka sidor och
© Forallavinklar v giller att |cosv|<1. vilken vinkel som ska vara givna fér att en héjd ska kunna bestammas. Gar det att bestimma
triangelns évriga element?
@ sinv=sin(v-180°) . Dy : , AR . = : ;
m Rita en spetsvinklig triangel och lat en sida och tva vinklar vara givna. Undersok vilken sida och vilka
@ Nar en punkt P har vridit sig ett varv utefter enhetscirkeln sa har vinkeln vinklar som ska vara givna for att en héjd ska kunna bestimmas. Gar det att bestimma triangelns
6kat med 360°. dvriga element?
© Nirtanv=1sa4rv=225°. m Rita en spetsvinklig triangel och lat samtliga sidor vara givna. Konstruera en héjd. Underssk om
N . . ] N det gér att bestdmma héjdens lingd. Gar det att bestdimma triangelns 6vriga element?
© En cirkel dr alla punkter som ligger pd samma avstand fran origo. i " oy
m Upprepa de fyra fésta punkterna for en trubbvinklig triangel.
{) Ekvationen x? + (y — 3)*= 5 beskriver en cirkel
med medelpunkten (0, 3) och radie 5. ) S5var med motiveringar
finns pa lararwebben.
\ e

I gruppaktiviteten bér du ha upptackt vad som behévs fér att kunna bestdmma samtliga
element i en triangel. Det hir avsnittet behandlar tre viktiga triangelsatser som 4r anvindbara
for att bestdimma sidor och vinklar i godtyckliga trianglar.
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AR Teorigenomgang
Areasatsen
Nr basen b och hdjden h dr givna i en triangel kan vi berdkna arean T ;
med hjilp av formeln T=%h
b
| triangeln ABC &r tvé sidor b och ¢ samt mellanliggande vinkel A givna.

Hojden h fran hdrnet B dr da motstdende katet mot vinkeln A och

kan bestdmmas genom ﬁ=sinA vilket ger h=c-sin A.
c

. Triangelns area kan

Triangelns area T blir dd T=l—9'c'2ﬂ

uttryckas pa tre olika sétt, beroende pa vilka tvé sidor och mellanliggande vinkel som &r givna.

AREASATSEN

_ bcsin A N acsin B =) absin C
2 2 2

T

Triangelarea
Bestdm triangelns area.

EXEMPEL

LOSNING:

b-c-sinA

e . gel,T=7,4'9.8-5|n34

2

=20,3

SVAR: Triangelns area 4r 20 cm?

Vinkelbestimning
Triangeln ABC har arean 25,2 cm?. Sidan AB dr 7,2 cm och sidan BC &r 8,3 cm.
Bestdam den mellanliggande vinkeln. B

LOSNING:
Viritar en triangel ABC och markerar de givna sidorna. Vi kan bestimma
den mellanliggande vinkeln med hjilp av areasatsen.

c=7,2

7. 2 650G Los ut sin B.
2 A 5
2T —_— = p
sinB=="—— Sitt in de givna vérdena.
ac
sinB = 2-25,2
83:7.2
sin B=0,843

KAPITEL 5 ; TRIGONOMETRI

i

B=~180°-57°=123°

Ténk pé enhetscirkeln! Det finns alltid tva vinkelvarden, ett i forsta kvadranten och ett
i andra kvadranten som har sin B = 0,843. Med hjélp av raknaren far vi B =57° eller

B
(cm)
Det innebdr att de finns tva trianglar, Sre
som uppfyller villkoren. e <
Viritar de tvé trianglarna. 72 ‘ 93 P 8.3
SVAR: Den sokta vinkeln dr 57° eller 123°,
OVA | «+ BEGREPP OCH PROCEDUR OVA Il « FLERA FORMAGOR
5068 Bestdm trianglarnas areor . I
5071 En rektangels diagonaler dr 14 cm.
a) (em) De skir varandra under 50 graders
4,18 31.29 vinkel. Bestim rektangelns area.
272 ; o om T e
5072 Bestim arean av en liksidig triangel
med hojden 12 cm.
b) i) + 5073 I en likbent triangel 4r de lika stora
vinklarna vardera 25°. Lingden av
2.4 2.4 mellanliggande sida dr 37 cm.
Bestdm triangelns area.
c) 6,0
(dm) * 5074 Bestim exakt arean tem
av fyrhérningen
. i figuren. @) 6.0
62°) 60° l
97 *+ 5075 Bestim vinkeln v i

5069 I en triangel ABC ér vinkeln B = 60°,
sidan a = 35 m och sidan ¢ = 22 m.
Bestdm triangelns area.

5070 Bestdm triangelns (cm)

area.

femhorningen
da dess area dr 54 cm?

15,0
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H ZAR Teorigenomgang ﬁ === r— —
Sinussatsen w )
E Triangelarea
Areasatsen ger tre uttryck fér en triangels area beroende pa vilka tva sidor och ﬁ Bestdm triangelns area. )
. . o cm
mellanliggande vinkel som anvinds. g LOSNING: b
bcsin A acsinB _absin C For att bestimma triangelns area maste tvd sidor och mellan- = |
2 2 2 . 1 liggande vinkel vara kdnda. Vi har tv4 sidor men inte y 30° :
ipli ivi d abc. : . i - .
Multiplicera med 2 och dividera med abc . i mellanliggande vinkel. Med hjélp av sinussatsen 5" A_sinC 52 !
2bcsin A _2acsin B 2absin C b a c ll
= = ! " : ] in30° _si
2abe 2abc 2abc kan vi bestdmma vinkel C. Insattning av figurens vérden ger S”; s % |
Forenkling ger likheterna cin 20° ol .
SnA snB sinC sin C=M. C1=23,6° eller sz180°— 23,6°=156,4° Vilket ger en vinkelsumma stérre dn 180°.
nz b vilket kallas sinussatsen. '
2 SINUSSATSEN Déaér B, =180°-30°~- 23,6° = 126,4° och triangelns area
Sinussatsen sager att forhallandet mellan sinus ,
i i i acsinB 6,5-5,2-sin126,4°
for en vinkel och ldngden av den mot vinkeln sinA = su;B Pl c T= > = 3 =~13,6
staende sidan i en triangel dr konstant. . 3
SVAR: Triangelns area dr 14 cm?,
|
-‘_ = — B e e |
m =
. . Att bestimma samtliga element i en triangel kallas att solvera triangeln.
= Triangels vinklar 5 g g g
¥ Bestdm triangelns vinklar. et
- o 55 2 OVA I + BEGREPP OCH PROCEDUR 5078 ABC ir en triangel med vinklarna A,
: B och C med respektive motstdende
P 4 7 A S0 o a 28° 5076 Bestim sidan b. ¢ (cm)
Fran figuren har vi LA =28°, a =34 mm och c =41 mm. - .
Sinussatsen sager att —— SN
a c
e . - sin28" sinC
Inséttning av givna varden ger S==,
34 41 (cm)
sinC = M Ekvationen har tva rétter,
34
C,=34,48° eller C,=180°- 34,48° = 145,52°. 17"

Anvind den for foljande uppgifter.
5077 Bestdm triangelns vinklar. a) Bestdim B om a = 4,0 cm,

b=3,0cmoch A =45°. ‘

Den tredje vinkeln B blir B, = 180°~ 28°~34,48° = 117,52° eller
B,~180°-28°-14552°=6,48°.

= ) e o o o PR . b) Bestim a om ¢ = 3,0 cm,
SVAR: Triangelns vinklar dr 28°, 34° och 118° eller 6°, 28° och 146°. A = 45° och B = 60°. |
¢) Bestim com a = 2,0 cm, f

b=3,0cmoch A =35°

cm
. 3,8
2.7
C A
A
) B d) Bestim b om a = 2,0 cm,
(mm)
36 67
C

B =40° och C=70°.
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5079 Bestdm triangelns area.

5080

* 5081

* 5082

120 N (em)

I triangeln ABC dr ZA = 60° och
/. B =45°. Bestim det exakta virdet
av kvoten mellan sidorna a och b.

Bestdam arean av triangel ABC om
sidan AB = 7,75 cm, sidan
BC=9,24cmoch LA =52°

Ett lusthus har formen av en regel-
bunden attahorning. Bestdm golvytan
om varje kant har lingden 0,9 m.

** 5083

*%x 5084

I triangeln ABCéira=1och b=2.
Vilka viarden kan vinkeln A anta?

(L)

Martin har kopt en villa. Efter ett
idogt regnande mérker han att det
samlas mycket vatten framfoér entrén
till huset. Han vet att grusgdngen
frén gatan till huset lutar nedét och
han vill atgérda det genom att fylla
pa grus sd att gangen istéllet lutar
nagot uppat fran gatan. Martin tar
reda pa att nuvarande lutning ar
1,5° nedat. Den vill han dndra pa
till 0,5° uppét. Gangen ér 6,9 m lang
och 1,1 m bred. Hur ménga m’ grus
behover Martin fylla pA med? (B

Mer om sinussatsen

Sinussatsen kan anvdndas nar foljande 4r givet i en triangel:

@) Teorigenomgéng

Tva vinklar och mellanliggande sida

Vinklarna A och B samt mellanliggande sida c 4r kdnda. b »
Den tredje vinkeln C kan bestimmas ur C = 180°- A - B.
sinB sinC csin B A B
- - b=
c sin C

Sidan b fds genom

Tva sidor och den ena sidans motstiaende vinkel

Sidorna a och b samt vinkeln A ar kidnda. b
sinB  sinA - bsin A
= o sinB=—"———
a a Al B
Den ekvationen har tva rotter eftersom sin v = sin (180°— v). ¢

Vinkeln B fas genom

Lat LA <90° itriangeln ABC. Dra hojden h fran hérnet C.
Héjden kan bestdmmas genom h=b- sin A. Jimfor virdet
pd h med sidornaa och b. Om h < a < b kan vi konstruera

tva trianglar.

EXEMPEL |

- 't
UTMANING 7]
HERONS FORMEL l—
3
Arean av en triangel kan bestimmas genom att man kanner triangelns LE
sidor. Arean arT = \/p(p—a)(p— b)(p—c) dir a, b och c dr triangelns sidor 25
och p ar triangelns halva omkrets. Harled formeln. L]
- S/
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Solvera triangel
| en triangel dr tva vinklar 13,2° respektive 26,8° samt mellanliggande sida 150 m.
Solveratriangeln.

C

LOSNING: b (m)

Viborjar med att rita triangeln och markera

eI . 26,58
det som dr givet. A 132 6.8 .

150

£C=180°-13,2°~26,8°=140°. Sidorna a och b kan bestimmas med hjilp av likheterna

sinA sinC csin A sinB  sinC csin B
=— & ad=— och = o b=—
a C sin C b c sin C

i o

Inséttningav A =13,2°, C=140° ochc=150mgera=wz53,3
sin 1407

Insédttning av B =26,8°, C=140° ochc=150m ger b =&s:14{2}?_8 =~105,2
sin

SVAR: Triangeln har sidorna 53,3 m, 105 m och 150 m
samt vinklarna 13,2°, 26,8° och 140°.

KAPITEL 5} TRIGONOMETRL!
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EXEMPEL

Bestdm okénd sida i en triangel

| triangeln ABC &r sidan BC =5,00 cm, AC = 10,0 cm och ZA =28,3°. Bestam sidan AB.

LOSNING: R
Viritar en bild av triangeln ABC och markerar det som dr givet. e
Vi drar héjden h fran hérnet C mot sidan AB och berdknar 5.00
dess langd for att avgora antalet rotter.
A B
sin28,3°=—h— ger h=10,0-5in28,3°=4,74 C
10,0
Eftersom h <a < b sa finns det tva rétter.
Sinussatsen 2 dppini ger sin B= 2Ang
a
sinp=10.0-5N 283 _, 9455
5,00
Réknaren ger 4B, =71,47° eller /B,=180°-71,47°=108,53°
i i asin C
Dé & £C, ~180°— 28,3°~ 71,47°=80,23°. Sinussatsen > A G gerc. =————".
: a C sin A
Insédttning av varden ger ¢ = w%z 10,4.
sin 28, .
sinA_sinC asin C
£C,=180°-28,3°-108,53°= 43,17°. Sinussatsen A gerc,=———*
a € sin A
Insdttning av vdrden ger ¢ =M =7,22.
2 sin 28,3
SVAR: Sidan AB dr 7,22 cm eller 10,4 cm.
OVA | « BEGREPP OCH PROCEDUR 5086 Bestim triangelns tredje sida.
5085 Bestim de okdnda sidorna i triangel 2) 8 (cm)
53
ABC. B -
35° B
d
C A =1 (dm)
A
A
b)
89
C

KAPITEL 5 ; TRIGONOMETRI

5087 Solvera triangeln ABC.

5088

5089

C

(m)
831 6.07
254°
A E B
Bestdm alla sidor o ,. €
och vinklar i
i (cm)
triangeln
ABC. 15,9
A B
Bestdm den tredje sidan i den
avbildade triangeln om a ir
a) 4,5cm b) 4,8cm
¢) 9,0 cm d) 9,8cm
9,6 , em
30°

OVA Il * FLERA FORMAGOR

* 5090

* 5091

* 5092

I en triangel dr tvd vinklar 65,4°
respektive 62,3°. Triangelns kortaste
sida dr 35,4 m. Hur lang &r dess
lingsta sida?

Bestim samtliga sidor och vinklar i
triangeln ABC om Z A = 48°, sidan
BC =17 cm och sidan AC = 20 cm.

Lisa och Mark vill bestimma bred-
den pa en 4. De stegar upp en stricka
pé 41 m utefter den ena dkanten.

P4 dns motsatta sida finns ett hogt
trdd. Fran den ena énden av den
uppstegade striackan uppskattar de
vinkeln till tradet till 41° och fran
den andra dnden uppskattar de
vinkeln till tradet till 38°

Hur bred dr 4n?

»x 5093 I triangeln ABC dras hojden h fran
hérnet C mot sidan AB. Visa att hoj-

sin A-sinB
den kan uttryckas = £SMA-SIND
SR sin(A+B)
** 5094 [ triangeln ABC dr BD en bisektris.
Visa bisektrissatsen = =2
med hjilp av yo¢
sinussatsen. B
a Cc
C % Dy A

KAPITEL 5; TRIGONOMETRI
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Cosinussatsen

Det finns tva fall ddr sinussatsen inte dr anvdndbar for att
solvera triangeln. Det dr nar

Tva sidor och mellanliggande vinkel ar givna
For att kunna anvinda sinussatsen méste den kianda vinkeln std mot
en kand sida.

Tre sidor ar givna

Foér att kunna bestdmma en vinkel i en triangel dér tre sidor &r givna
behdvs en sats som beskriver ett samband mellan sidorna och en vinkel,
Den sats som dr anviandbar 4r cosinussatsen.

COSINUSSATSEN

c’=a*+b*-2abcos C

BEVIS: Vi genomfér beviset for satsen ndr triangeln ABC ar spetsvinklig.

Vidrar en hojd h frin hornet B. Den tréffar sidan AC i punkten D och
delar triangeln ABC i tva rétvinkliga trianglar CBD och DAB. Beteckna
CD itriangeln CDB med x. D4 far DA i triangeln DAB beteckningen b—x.
Pythagoras pd respektive ratvinklig triangel ger ekvationssystemet

cA=h?+(b-x)*
a=h+x

Andra kvadreringsregeln pa den férsta ekvationen ger
?=h+b*—2bx+x’
a=h+x’

Ledvis subtraktion av ekvationerna ger
c?-a’=b’-2bx

Fran triangeln CDB far vi X cosCe x=acosC
a

c2—-a’=b?-2ba-cosC< c?=a*+b>—2ab-cosC

KAPITEL 5 ; TRIGONOMETRI

Teorigenomgang

COSINUSSATSEN
c2=a’+b*-2ab-cosC

EXEMPEL

Solvera triangel Il C
Bestdm triangelns vriga element. tem)

LOSNING: Med hjilp av cosinussatsen kan vi bestimma sidan BC, 6,0
som vi betecknar med a.
a’=b’+c?—2bc-cos A

Inséttning av givna virden ger Eife

2 _ = - o ___
a’=36+25-60"cos 50 Det ar bara den positiva roten som &r intressant.

a=v61-60cos 50°= 4,74

Vi kan utnyttja cosinussatsen ytterligare en gang, nu for att bestimma en vinkel, t.ex. 2 B,

2 2 2
b?=2a*+c?- 2ac - cos B < cos B=u
4,74 “ac
cosB = M:0,242
2:474-5
/B=76°

£C=180°-50°-76°=54°

SVAR: Triangelns vinklar & 50°, 54° och 76°. De mot respektive vinkel stdende sidorna
har lingderna 4,7 cm, 5,0 cm och 6,0 cm.

En triangels vinklar
I en triangel ABC har sidorna lingderna 8,0 cm, 7,0 cm och 4,0 cm. Bestam triangelns vinklar.

LOSNING: Viritar en triangel och markerar sidornas lingder. Den stérsta vinkeln star mot

den ldngsta sidan. Vi bérjar med den och anvander cosinussatsen.
B

AL 2 A : - (cm)
c‘=a +b"-2abcos C 65 ut cos C.
2 A _ 2 8,0
oS +b’—c P, o 4.0
2ab _Sétt invardena pd sidorma,
16+49-64 1
cosC=——"—"—"=— ch for vi o e s
56 56 cosCharen rot for vinklar i lntervillet 0° till 180 i C 7.0
£LC=89°

Nar vi ska bestdmma nasta vinkel kan vi antingen anvinda cosinussatsen eller sinussatsen.
Vi viljer att bestimma vinkel B med cosinussatsen. b = a’ + ¢ - 2ac cos B

COSB=M
2ac
cosB=16+—64—£=ﬂ
64 64
/B=61°

LA =180°-89°-61°=30° SVAR: Triangelns vinklar & 30°, 61° och 89°.

KAPITEL5; TRIGONOMETRI
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5095 Bestim den okinda sidan. 5098 Bestdm samtliga vinklar i en triangel ~
a) B ABComa=12m,b=7,8moch R
. c=10m. UTMANING

5099 I en parallellogram &r sidorna TVA PUNKTER PA EN ENHETSCIRKEL ]

3,5 m och 4,6 m. En vinkel ar 50,2°. ] k , 2]

) Lat P=(cos u, sinu) och Q =(cos v, sin v) vara 3]

Bestdim : ; . .

_ i tvd punkter pa enhetscirkel. Harled ett uttryck m

X a) diagonalernas lingder for cos (u - v) genom att bestimma lingden av g

) b) parallellogrammens area PQ pa tva olika sitt. ||

B 5100 Hur f6rindras cosinussatsen om

vinkeln C &r rat? \
5096 Bestdm vinklarna i triangel ABC.
) ¢ + 5101 Albert gir 2 km utefter en rak vag.
(dm) Direfter vrider sig vigen 46° Albert 4
fortsatter i den nya riktningen ytter-
8,0 10,0 ligare 1,4 km rakt framat. P4 hem- REFLEKTERA OCH DISKUTERA 5.3
vdgen tar han en genvig rakt mot AvaBr f5r varie oacta i _
1 — . utgdngspunkten. Hur mycket kortare f"vgor“ or'varje pastatlende om det dr sant, falskt eller sa'nt om (.s.ant urjder“\.n.ssa ]
: . blev hans vig tillbaka? Orutsdttningar). Motivera svaren med ord eller berdkningar dir det & majligt. =
3 7,28 « 5102 'Tva krafter F=25N och F,=40N %) l:C))m“tlz/a vmkls;r och mellanliggande sida ar givna kan arean av en triangel E
B 3 RC har samma utgangspunkt. Vinkeln eraknas med areasatsen. ]
' mellan deras riktningar &r 70°. @ Sinussatsen sdger att i varje triangel &r langden av en sida direkt proportionell
* 5097 En triangel enligt figuren ar given. Bestdm resultantens storlek och mot motstdende vinkel.
o riktning, © Om man kinner tva sidor och en vinkel i en triangel kan sinussatsen
* 5103 Genomfor beviset for cosinussatsen ‘ alitid anvéndas.
b 2 om triangeln 4r trubbvinklig. ‘ @ Om man kinner tva sidor och en vinkel i en triangel kan cosinussatsen
*% 5104 Bestdm den markerade vinkeln I AEURES
B . T . i .
A c i kuben. ] © Omtresidori en triangel ar givna kan samtliga vinklar bestimmas
med cosinussatsen.
Anvind den for foljande uppgifter.
a) Bestim A om a=b =20 cm och @ Pythagoras sats ir ett specialfall av cosinussatsen. "W Svar med motiveringar
c= 3-0 cm d d finns pa lararwebben,

b) Bestim ¢ om a =20 cm,
b=30 cm och £C=35° a

¢) Bestim Bom g= 14 c¢m,
b=18 cm och £C=45°.

d) Bestimaom b=c=34cm och
LA =34°

™ Ord och begrepp
2 ol pd avsnittet
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OvVA

5105

5106

* 5107

* 5108

5.4 Problemlosning

| det hir avsnittet kommer du att méta uppgifter dér du bland annat far anvéndning fér dina
hittills forvirvade kunskaper i trigonometri. Du far ocksa méjlighet att utveckla samtliga
fdrmagor. Nar det géller problemlésning kan du behéva anvinda olika strategier.

Vad 4r givet och vad efterfragas ar det forsta som du maste formulera.
Har du sett ndgot liknande problem?

Gar det att férenkla problemet?

Kan jag finna ett ménster?

Behover jag rita en figur?

Vilka matematiska redskap behéver jag anvanda?

® Kan jag stélla upp ekvationer?

Nar du vl har bestamt dig for en l6sningsmetod hall da fokus pd vad som efterfragas. Glém inte
att din 18sning ska vara forstalig for en utomstdende som inte ar insatt i problemet.

* 5109 Fran en luftballong som befinner

sig 560 m upp i luften ser man rakt
' ' 7 framfor sig en ldngsmal sj6. Hur ling
sin B, cos A och tan B om sin 4 = 25" ir sjon om den ena dndpunkten syns
under 7,5° och den andra dndpunk-
ten under 21,9° relativt en lodrit linje
rakt ner?

Il « FLERA FORMAGOR

I triangeln ABC dr £C = 90°. Bestim

Niklas anvinder sin skugga for att
berikna solens hojd 6ver horisonten.
Hur hogt dver horisonten star solen
om skuggan ar ungefdr sju gnger
Niklas langd?

I triangel ABC dr £C = 90° Man drar
tva medianer, en fran hornet A och
en fran hornet B. Bestim ZA och
/B om medianernas langder ar 5 lLe.
respektive V40 Le.

I triangeln ABC ér sidan AB dubbelt
sa lang som sidan BC. Bestim ZA
om 2C =678

KAPITEL 5 ; TRIGONOMETRI

¥ 5110

* 5111

* 5112

¥*

5113

* 5114

* 5115

* 5116,

** 5117

A=(-2,3)ochB=(2,-3)4rtva
punkter pa en cirkel. Bestdm cirkelns
ekvation om AB ir en diameter.

Den rita linjen y = 2 - x skir cirkeln
x*+ ¥* = 341 tvd punkter A och B.
Bestam ldngden av kordan AB.

Den rita linjen y = x - 4 skir cirkeln
x* + y* = 40 i tvd punkter C och D.
Bestdm skirningspunkten P mellan
tangenterna till cirkeln i punkten C
respektive punkten D. (B

Forenkla
CoS X

Smx

-tanx +sin’ x

COS2 X+

Berdkna summan
cos 1°+ cos 2°+ cos 3°+...+ cos 179°

Bestiam vinkeln mellan vektorerna

u=(2,1)ochv=(1,5). @

Sok foérhallandet mellan den kortaste
och den ldngsta diagonalen i en
regelbunden tiohdrning. (B

Bestam utan riknare virdet av
7

5
tan°A cos“B

COSA = —% och

uttrycket om

sin B =% och tan B < 0.

** 5118 I den regelbundna femhérningen har

diagonalerna dragits fran ett horn,
varvid femhorningen delas i tre
trianglar. Bestam forhéllandet mellan
areorna av tva narliggande trianglar.

En triangel har sina horn i punkterna
(-2, -4), (-1, 3) och (2, 4). Bestim
ekvationen fér den omskrivna

cirkeln. (B

Triangeln ABC dr inskriven i en
cirkel med radien R.
B

A
=
a) Visa att
a b c

sinA sinB sinC

2R

bc
b) Visa att R =225
) Visa att AT

dar T ér triangelns area.

KAPITEL 5 ; TRIGONOMETRI
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* TRIGONOMETRISKA GRUNDBEGREPP

1 Bestdm triangelns sidor.

3.52cm

2 Ien ritvinklig triangel dr hypotenusan 84,0 cm och en vinkel 60°.
Bestdm de 6vriga sidornas langder exakt.

3 Bestdm de spetsiga vinklar som uppfyller
a) sinv=0,76 b) cos (90°-v) =0,34 ) tan%v =1

4 Visa med hjilp av en halv liksidig triangel de exakta vérdena for
cos v, sin v och tan v om

a) v=30° b) v =60° A3
248"
(m)
5 Anvind figuren for att bestimma ldngden av
hypotenusorna AC respektive AD om
langden av strickan BC ér 10,2 m.
o
B 102 c

6 Ien ritvinklig triangel ar forhallandet mellan kateterna 2:3.
Bestam forhéllandet mellan triangelns spetsiga vinklar.

7 Kraften F =100 N ska delas upp i tva vinkelrita komposanter F, och F,.
Vinkeln mellan den ena komposanten och kraften F ar 28°.
Bestdm storleken av F, och F,.

8 a) Illustrera ekvationen +/8 sinv = 2 med en ritvinklig triangel.
b) Los ekvationen.

KAPITEL 5 ; TRIGONOMETRI

1

TESTER

% CIRKELNS EKVATION OCH ENHETSCIRKELN

Bestdm ekvationen for en cirkel med
a) medelpunkt i origo och radie 5.
b) medelpunkti (0, 3) och radie/5 .
c) medelpunkti (-1, 1) och radie 4.

Bestim medelpunkt och radie fér en cirkel med ekvationen
a) x¥*=49-y? b) 3x*+3y2=6 c) (x-1*+(y+2)2=8
Bestam exakt
a) sin 480° b) cos (-120°) c) tan 585°
Bestam
a) cos v, sin voch tan v b) koordinaterna f6r punkten P
AY Ay
e | B 1

//,”’ (0,77,0,63)
L L

—] P .

2115°

o
X
A
<Y

Los ekvationerna
a) sinv=10,352,0° <v<180°
b) cos 2v =-0,652, 0°< v < 180°

Bestim de exakta virdena fér cos v och tan v om sinv = —%
och vinkeln v ligger i fjarde kvadranten.

Forenkla
a) sin v + sin (180°- v) — sin (-v)
b) cos (90°-v) + sin (v + 180°) + sin (90°- v) + cos (180°- v)

Bestdm ekvationen for tangenten till enhetscirkeln i punkten P = (cos 330°, sin 330°).
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e TRIANGELSATSER

1 Bestdm sidan AB i triangeln ABC.

a) B b)

(cm) (cm)

39° 54°

4,1 41
Bestam arean av triangeln ABC om sidan AC = 140 m, BC =211 m och ZC = 63°.
En triangelns sidor 4r 7,0 cm, 9,0 cm och 13,0 cm. Bestdm triangelns vinklar.

I triangeln ABC ér b = 6,0 dm, A = 50° och B = 70°. Bestdam triangelns

a) 6vriga sidor b) area

I triangeln ABC ar b = 8,0 m, ¢ = 6,0 m och triangelns area 17 m?.
Bestdm triangelns vinklar.

For att bestimma avstandet fran en punkt A till en punkt B i svértillgdnglig
terrdng uppmaittes fran A strackan AC till 120 m. Vinklarna CAB och ACB
bestdmdes till 30,5° och 63,5°. Bestdm avstandet fran A till B.

ABCD 4r en parallellogram. Sidan AB har lingden A D
14 cm och diagonalen BD lingden 16 cm. Striackan 720° £

CE 4dr vinkelrat mot diagonalen BD. Bestim
a) LADE

b) arean av AABD

c) langden av strickan CE.

I en triangel ar den ldngsta sidan 41,5 cm. Tva av triangelns vinklar dr 32° och 68°.

Berikna triangelns 6vriga sidor.

KAPITEL 5 TRIGONOMETRI

Blandade 6vningar

OVA | + BEGREPP OCH PROCEDUR

1 Bestim
a) cos 156°
¢) tan (-400°)

b) sin 564°

d) cos(-70°)

2 Rita en rdtvinklig triangel som
uppfyller ekvationen cosv = g .

3 a) Vilken vinkel v mellan 0° och 360°
motsvarar vinkeln 520°?

b) Berikna cos v, sin v och tan v.

4 Bestdm triangelns spetsiga vinklar

a)

56

(cm)

7.8

(m)

5 Berikna exakt utan riaknare
a) sin (2 - 60°)
b) 2 - sin 60° cos 60°

¢) cos 150° cos 120° + sin 150°- sin 120°

6 Ivilken kvadrant ligger f6ljande
punkter

a) (cos 123°, sin 123°)
b) (cos 512°, sin 512°)
¢) (cos (~105°), sin (-105°))

7 Bestim ekvationen fér en cirkel med
a) medelpunkt i origo och radie 2,2.
b) medelpunkt i (-2, 2) och radie 0,8.

8

10

12

Beskriv liget av foljande punkter i for-
héllande till enhetscirkeln.

a) A=(0,5,0,8)
b) B = (cos (~30°), sin (-30°))
c) C=(-1,0,0,5)

Bestdm medelpunkt och radie fér en
cirkel med ekvationen

a) (x+6)+(y-3)=144

b) »*=81-x?

Ange de vinklar v i intervallet
0° < v < 360° for vilka

a) sin v = sin 45°

b) cos v =cos 45°

¢) sin v = —sin 45°

sin v = 0,4. Bestim det exakta virdet av
b) sin (180° - v)
d) cosv

a) sin (-v)
¢) sin (v + 360°)

Bestdm koordinaterna fér punkten P pa
enhetscirkeln, svara exakt.

a)

¥
P=(x,y)

1
77°
\ Y

A

b)

<25° x
1 P=(x,y)

CN N,
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13

14

15

Punkten P pa en enhetscirkel har

koordinaterna (a, b). Rita av figuren.

Markera vinkeln v + 180° och v + 270°.

Uttryck med hjilp av P:s koordinater

a) sin (v + 180°) b) cos (v +270°)
(NP Ma D vt 97)

AY
H—

/"17‘;
N

Bestdm de 6vriga elementen i en rit-

vinklig triangel da

a) en vinkel 4r 24° och hypotenusan
ar 7,3 cm.

b) en katet dr 13,2 cm och hypotenusan
ar 20,3 cm.

¢) en vinkel dr 15° och motstiende
katet &r 5,7 cm.

Berikna den med x markerade sidan.

a)

X (cm)

240 KAPITEL 5 ; TRIGONOMETRI

16 Berikna triangelns area.

a)
(cm)

9.7

‘ 12,2

11,3

OVA 11 « FLERA FORMAGOR

17

18

19

20

21

En talls skugga uppmiits till 26 m da
solen star 21° over horisonten.
Hur hog dr tallen?

Ordna foljande tal i storleksordning:
a = sin 24°, b = cos 100°, ¢ = sin 165°
Motivera ditt svar. (NP Ma D vt 05)

I en triangel &r tva vinklar 18,4° och
31,4° samt mellanliggande sida 25,4 cm.
Berdkna triangelns 6vriga sidor.

Sidorna i en parallellogram ér 4,5 cm och
9,0 cm. En vinkel i parallellogrammen &r
58°. Bestdm diagonalernas lingder.

Bestdm 6vriga element i triangeln ABC
om LA =41° sidan BC = 3,2 cm och
sidan AC= 4,3 cm.

22 Forenkla sd langt som mojligt uttrycket
2) sin(90°-v)
cos(—v)
b) sin(180°+v)+sin(180°-v)
c) cos(180°-v)+cos(180°+v)
d) (1-cosv)(1+cosv)
23 Berikna lingden av en av diagonalerna

i en regelbunden femhorning med
sidan 3,4 m.

* 24 Nagra ungdomar satt pa en sten S pa en

strand och tittade pa en brygga O pa en
0 ute i viken. De besl6t att utnyttja sina
matematiska kunskaper for att berikna
avstindet mellan stenen och bryggan.
De mitte darfor upp en stricka SP lings
stranden till 100 m. Sedan uppskattade
de vinklarna SPO och PSO till 30° res-
pektive 135°med hjilp av en kompass.
Vilket resultat bor de ha kommit fram
till? (NP Ma D vt 97)
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[ en triangel forhaller sig tva av sidorna  *% 29 Bestdm ekvationen for den tangent till
som 5:8. Den mellanliggande vinkeln ar cirkeln (x - 2)* + y* = 5 som gir genom
35° Bestdam triangelns ovriga vinklar. punkten (1, -2).

** 30 Visa med hjilp av triangeln
formeln sin 2v = 2sinv cosv.

* 26 A, Boch Cir vinklar i en triangel.
Visa foljande samband:

a) sin(A +B)=sinC

b) cos (A + B) =-cos C 1
¢) tan (A+ B)=-tan C
d) sinA+B=co %

+ 27 En cirkel gir genom punkterna (1, -8),
(=3, -6) och (5, 2). Bestim en ekvation” ** 31 Visa med hjilp av triangeln ABC formeln

for cirkeln sin{u +v) = sinu cosv + cosu sinv .

» 28 Klockan 18 befinner sig ett fartyg i posi-
tion A pé avstandet 6,0 distansminuter
fran fyren F. 90 minuter senare befinner
sig fartyget i position B.

Bestdam fartygets hastighet i knop.
(1 knop = 1 distansminut/h). F

A B

OMFATTANDE PROBLEM 000000000000 00000000000000000000000000080
32 Encirkel har medelpunkten i (x, y,) och radie r.

a) Skriv upp ekvationen for cirkeln.

b) Visa att ekvationen kan omvandlas till x* + y* + ax + by + ¢ = 0 och forklara
vad virdena hos koefficienterna g, b och ¢ har for betydelse for cirkelns position
och storlek.

¢) Du ska nu underscka om ekvationen x* + y* + ax + by + c =0
alltid representerar en cirkel.

# Du kan borja med att vilja a = 0 och b = 0 och undersoka grafen
for olika varden pé c.

» Vilj ndgra andra vdrden pa a och b och undersok grafen
for olika virden pé c.

m Formulera en slutsats.

{0 Kapitelprov

KAPITEL 5 ; TRIGONOMETRI

SAMMANFATTNING

Ritvinklig triangel: B

cosy = Ndrliggande katet _ b z
hypotenusan ¢ 2

siny = Motstdende katet _ a C N,

[on

hypotenusan c

i motstdende katet _

a
ndrliggande katet b

Enhetscirkelns ekvation: x* + y2=1

Ekvationen for en cirkel med
medelpunkten i (a, b) och radie r:

(x—aP+(y—b)2=r Ay

For en punkt P=(x, y) pa enhetscirkeln giller:

_sinv

Trigonometriska samband:

P
cosv=2=x sinv=l=y tany =2 /
1 1 X cosv \

sin (90°-v) =cos v cos (90°—v) =sinv
sin (180°-v) =sin v cos (180°-v)=—cos v
sin cos (—v)=cosv

sin (v+180°) =-sinv cos (v +180°) =-cos v

(
(
in (-v)=-sinv
(
sin(v+n-360°) =sinv

cos (v+n-360°)=cos v

. sinv
Ccos’v+sinv=1 tany = ——
cos v

T bcsin A N acsin B _ absin C

Areasatsen:
2 2 2
Sinussatsen: i = S”;B gL C Cosinussatsen: ¢’ =2
a c

Exakta trigonometriska virden:

| 0° | 307 | 45° | 60° | 90° | 120° [135° | 150 | 180°

sinv 0 1 ﬁ \/; 1 é ﬁ 1 0
2 2 2 2 2 2

cos v 1 ﬁ ﬁ Al 0 = _ﬁ _ﬁ 1
2 2 2 2 2 2

tanv 0 ﬁ 1 J; - _\/g - _ﬁ 0
3 3

+b*-2abcos C

i B B S S S R SR ER
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