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TRIGONOMETRI OCH

FORMLER

Centralt innehall

% Trigonometriska uttryck.

% Bevis och anvandning av trigonometriska
formler.

% Olika bevismetoder inom matematiken.

% Algebraiska metoder for att |&sa trigono-
metriska ekvationer.

% Strategier for problemldsning.
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TRIANGLAR GCH CIRKLAR

Arbeta tillsammans tvd och tva.

Bestdm, var och en, virdena med hjélp av figurerna. JAmfor
era svar och diskutera eventuella skillnader, Kontrollera sedan
svaren till uppgift 1 och 2 med riknare.

[

a) sin30° ¢) tan30°
sin30°
cos 30°

2 Ay a) cosy

P(0,39; 0,92) b) sin (90°-v)
¢) sin (v + 360°)
d) cos (v —360°)

b) cos60° d)

¢) sin (180°-67°)

a) sin67°
o = d) cos (180° - 67°)

= L b ' b) cos67°
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1.1 Trigonometri och trianglar

Enhetscirkeln och trianglar

ratvinkliga trianglar

enhetscirkeln

I kurs 3¢ arbetade vi i trigonometriavsnittet med enhetscirkeln och olika
triangelsatser. Vi repeterar har ndgra viktiga begrepp och samband innan
vi gér vidare.

. a (motstdende katet) ¢
sinA=- |—m——————
b hypotenusan
c irli katet
cog A ndr lggan_de ate b R
b hypotenusan
a [ motstdende katet =
tanA=—- |———— . A Llp
¢ \ndrliggande katet c

vinkel A = sin! (a/b) = cos™! (¢/b) = tan* (a/c)

Med enhetscirkeln kan vi utoka de trigonometriska kvoterna till att gélla
4ven trubbiga vinklar.
MY

sinv = y-koordinaten for P
P (cos v, sin v) (0, D

cosv = x-koordinaten fér P

~V x tanv = % décosv#0
1,0 0 (1,0
I figuren till hoger ser vi att Ay
sinv=>b och sin(180°-v) =b
cosy =a och cos(180°-v) =-a Ql-a, b) P(a, b)

Symmetrin i enhetscirkeln ger oss tvé
viktiga samband for vinklar

sinv = sin (180° -v) >
cosv = —cos (180°-v) (1,0

1.1 TRIGONOMETRI OCH TRIANGLAR

satser for godtyckliga
trianglar

1101

1102

1.1 TRIGONOMETRI OCH TRIANGLAR

ab sinC
Areasatsen: arean = >
. sinA sidB  sin
Sinussatsen: = > = ¢
C

Cosinussatsen: a2 = b% + ¢%—2bc cosA

v %
| w0
Punkten P har koordinaterna (-0,57; 0,82). Bestim
a) sinv b) cosv ¢) tanv d) v

a) sinv dr punktens y-koordinat, 0,82 sinv = 0,82
b) cosv ér punktens x-koordinat, -0,57 cosv = -0,57

¢) tanv = sinv _ 0,82 ~ -1,44
cosv -0,57
d) v = cos1(-0,57) =~ 125°

eller

sin~1(0,82) = 55°
och v > 90° ger

v = 180°-55° = 125°

siny=sin(180° - v)

Svar: a) sinv = 0,82 c) tanv =-1,44
b) cosv=-0,57 d) v=125°

En triangel har tva sidor som dr 5 cm och 10 cm med
mellanliggande vinkel v. Triangelns area 4r 20 ¢cm?, Berikna
vinkeln v.

Areasatsen ger:

20=5-10-sinv

sinv = 0,8
v, = sin"1(0,8) = 53°
v, = 180°-53° = 127°

Svar: Vinkeln v ér 53° eller 127°.




1103 Bestdm sinv, cosv och rany om punkten P
@://-) har koordinaterna

a) (0,559; 0,829)

I
P

b) (0,34; 0,94)

v X
k.
>

(1,0

1104 For vilka vinklar i intervallet
0° < x < 180° ar

a) sinx = 0,56
b) cosx = 0,12

¢) sinx =-0,13
d) cosx =-0,89?

1105 For att berdkna hojden pé Hano fyr métte
en grupp elever upp strickan 19,0 m pa
marken enligt figur. Fyrens diameter méttes
till 5,0 m och vinkeln v uppskattades till 37°
med hjalp av en stor gradskiva och en kapp.

Berikna fyrens hojd h.

C
1106 A=110,6°
6.0 c=776°
8,5
D
B 7.0
4.0 A (cm)

a) Gor en enkel uppskattning av
fyrhorningens area.

b) Berdkna fyrhorningens area.

¢) Berikna diagonalen BD.

10

1107 Sant eller falskt? Motivera.

"Niéir vi bestdmmer en vinkel i en triangel
med sinussatsen sd kan vi fa tva fall medan
cosinussatsen alltid ger ett fall for vinkeln.”

B

1108 Berikna triangelns
"'/:b; a) hojd h
b) area

¢) ombkrets.

1109 Bestim utan raknare de vinklar i intervallet
0° < v < 180° som ar losningar till
ekvationen
a) sinv = sin56°
b) cosv = - cos40°
) sinv = —sin58°
Motivera dina svar.

1110 p

P(a, b)

y X
(1,0

a) Vilka koordinater har Q, om P = (q, b)?

b) Vilka samband kan du visa med hjélp av
koordinaterna for P och Q?

1111 Visa att sambandet (sinv)? + (cosv)? =
@ giller for alla vinklar i intervallet
0° <y <180°.

1.1 TRIGONOMETRI OCH TRIANGLAR

Aktivitet

$% UNDERSOK

Enhetscirkeln och symmetrier

A

Materiel: Gradskiva, linjal, rdknare
Los uppgifterna med hjdlp av enhetscirkeln ovan.

1 I enhetscirkeln kan vi inféra godtyckliga
vinklar. Om v > 360° sa 4r vridningen av
radien storre dn ett varv och om v < 0° sd har
radien vridits i negativ riktning.

Bestam viardet med din rdknare och motivera
resultatet med enhetscirkeln.

a) sin30° ¢) cos30° e) sin750°
b)sin390° d) cos—30° f) sin—-330°

2 a) Vilket .gr det storsta respektive minsta
vérdet sinv kan anta? Vilka vinklar ger
dessa virden?

b) Vilket &r det storsta respektive minsta
vérdet cosv kan anta? Vilka vinklar ger
dessa virden?

1.1 TRIGONOMETRI QCH TRIANGLAR

3 Med hjalp av y-koordinaterna fér punkterna
Poch Q (eller R och S) kan vi motivera
sambandet sinv = sin (180° —v).

Med hjalp av vilka punkter och koordinater
kan vi motivera sambandet

a) cosv = cos (—v)
b) siny = -sin(180° +v) ?

4 Studera punkterna P, Q, R och S och deras
symmetrier. Hitta och beskriv sa manga
trigonometriska samband som mojligt med
hjalp av punkternas koordinater.




1.2 Trigonometriska formler

Enhetscirkeln och formler

Sambanden y = sinv, y = cosv och y = tanv ar exempel pa
trigonometriska funktioner. Med hjélp av enhetscirkeln kan vi infora
trigonometriska funktioner fr godtyckliga vinklar.

Ay Ay Ay
P (cos v,, sin V)

X

Xh’__ ~
(1,0 O\ 3 1,0
P
(cos vy, sin v;) P (cos vy, sin vy)
Vinkel i tredje kvadranten Vinkel storre an ett varv Negativ vinkel
180° < v < 270° v> 360° v<0°

=

Om radien OP vridits en vinkel v i positiv eller negativ
riktning géller
sin v = y-koordinaten for P

Definition cos v = x-koordinaten for P

tanv = SNV qsr cos vz 0
€OS V

\\

\

Om vi vrider radien OP ett helt varv i positiv eller negativ riktning sa
4r vi tillbaka i samma ldge, vilket t ex ger att

sin 40° = sin (40° + 360°) = sin (40° + 2 - 360°) = ...
cos 150° = cos (150° — 360°) = cos (150°—2-360°) = ...

period  Sinus- och cosinusfunktionerna dr periodiska med perioden 360°.

Period sin(v+ n- 360°) =sinv n heltal (0, =1, £2, 3, ...)
sinv, cosv cos(v+ n- 360°) =cosv n heltal (0, £1, £2, *3, ...)

12 1.2 TRIGONOMETRISKA FORMLER

Nagra formler

Period tanv

1.2 TRIGONOMETRISKA FORMLER

Symmetrin i enhetscirkeln ger oss Ay
nagra viktiga samband.
‘ . oo —~, (b, a)
PochRger sin(180°-v) =sinv
cos(180°—v) = —cosy  Fa b/ _ Fla, b)
v |
PochQger sin(90°—v) = cosv v v_ 4 X
cos (90°-v) = sinv -
Ay
Qlx, ) -
'\
I figuren intill utgar vi ifran
punkten P = (x,y).
Symmetri ger koordinaterna >
fér punkterna Q, R och S. e
Rx -9 7S (x, )
PochSger sin(-v) =-sinv y-koordinaterna har motsatta tecken
cos(—v) = cosv x-koordinaterna ar lika

PochRger sin(v+ 180°) =—sinv

cos (v + 180°) = —cosv Bade y- och x-koordinaterna har

motsatta tecken

sin (~v) = -sin v sin (v + 180°) = —sin v
cos (-v) = cos v cos (v+ 180°) = —cos v

\ -

Av formlerna far vi f6ljande samband:

sin(v + 180%)  —siny

tan (v + 180°) = = -
cos(v + 180°) —cosv

Detta betyder att tangensfunktionen har perioden 180°.

Om cosv = 0, dvs dav = 90° + n - 180°, ir tanv inte definierad.

Tangensfunktionen &r periodisk med perioden 180°.

tan(v+ n.-180°) =tanv n heltal (0, £1, £2, %3, ...)
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1201 Anta att du vet att sin 20° = 0,34, cos 20° = 0,94 och tan 20° = 0,36.

Bestim utan riknare vardet av
a) cos740° b) tan (-160°)

a) Vidrar bort 2 perioder.

b) Vilagger till 1 period.
tan (-160°)
¢) sin(-380°)

¢) sin(-380°)

cos 740° = cos(740°—2+360°) = cos20° = 0,94

tan (-160° + 180°) = tan20° ~ 0,36
sin (-380° + 360°) = sin(-20°) = -sin 20° = -0,34

sin (—v) = —sin v

1202 Anvind enhetscirkeln for att bestdmma
@ a) sin90° ¢) sin270°
b) cos180°  d) cos (-2707)

1203 Forklara varfor sin50° = sin410°,

1204 Vad menas med att tangensfunktionens
period &r 180°?

1205 Bestim utan riknare virdet av
a) sin750° om sin30° = 0,5
b) cos (=302°) om cos58° = 0,53
¢) tan400° om tan220° = 0,84.

1206
Ay
(0,91; 0,42)
{25° X
0 (1,0

Bestim med hjélp av figuren

a) sin 25° e) sin 155°

b) sin (-25°) f) cos 205°

¢) cos 25° g) sin (90°—25°)
d) cos (-25°) h) cos 65°

14

1207 Undersdk pastiendet med hjalp av rdknare.
(‘j Om det ir sant, motivera varfor.

a) sin 30° &r lika med sin210°
b) cos 70° ir lika med cos 290°
¢) tan270° ar ej definierat

sin 5507

) - 4r lika med tan 10°
cos 550
1208 sin 60° = g och cos 60° = %

Berikna exakt virdet av

a) sin 60° + sin 60°

b) sin (~ 60°) — cos 30°

¢) sin 60° - sin 60° + cos 60° - cos 60°
d) tan 600°

1209 Ifiguren har P \y
koordinaterna (a,b). Q& P(a, b)

X
NGV
S

a) Bestdm koordinaterna f6r Q och S.
b) Visa att tan (-v) = tan (180° -v).

1210 Visa sambanden med hjilp av enhetscirkeln.
a) sinv = cos (v + 270°)
b) cosv = —sin (v + 270°)

1.2 TRIGONOMETRISKA FORMLER

Mgﬁ’y\ Lze oy
Trigonometriska identiteter

En cirkel med radie r och medelpunkt i (a, b) har ekvationen

citkelns ekvation  r?> = (x—a)? + (y —b)?

P(cos v, sin v) Y

Enhetscirkeln, som har medelpunkten i origo, har ekvationen
(OP)? = (cosv-0)2 + (sinv—0)?

Eftersom OP &r 1 fir vi att

1 = (cosv)? + (sinv)2

Istéllet f6r (cosv)? och (sinv)? brukar man skriva
5 . .

cos?v och sin?v som uttalas "cosinuskvadrat v”

och ”sinuskvadrat v”.

Vi far en formel som géller for alla vinklar v:

I ~

"Trigonometriska ettan” sin?v+ cos?r=1

Sambandet, som brukar kallas den "trigonometriska ettan”, kan
ocksa skrivas

sin®v = 1 — cos?v
cos?v = 1 —sin2y

identitet  Den "trigonometriska ettan” &r ett exempel pa en identitet, dvs det &r en
ekvation eller formel som géller for alla véirden pd variabeln.
"Trigonometriska ettan” kan anvindas for att
D bestdmma cosv om sinv ir givet
P bestdmma sinv om cosv ir givet

D visa nya identiteter (formler)

1.2 TRIGONOMETRISKA FORMLER
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1211

1212

* For denna typ av "visa
att”-uppgifter anvands
ofta avsiutningstexten
V.S.V. (vilket skulle visas)
for att visa att uppgiften
ar klar. Vi har tidigare
infort forkortningen V.S.B.
(vilket skulle bevisas) som
ocksa kan anvandas
eftersom vi anvander
bevistekniker. Observera
att likhet géller de varden
pa variabeln dar bada
leden ar definierade.

Figuren visar en vinkel i

tredje kvadranten.
Bestim vardet av sinv
24
om cosV = —=—
25
Trigonometriska ettan pa formen (1’6)
sin?v = 1 - cos?v ger
2
sin?v=1- e . -
25 625

sinv = i\’ﬂ= i_q49= il
625 Y625 25

I tredje kvadranten ér sinv < 0.

Vi viljer dirfor det negativa vardet.

Svar: sinvy = —l

- 25

Visa att =1 + tan?v
cos?v

Bevisteknik:

Forenkla det ena ledet s att det blir lika med det andra ledet.
Borja med det led som ser mest komplicerat ut.

. sinv
Ersitt tanv med | Trigonometriska ettan ]
cosv
Hogra ledet (HL) = ( )
sin?v _ cos?v + sin?v 1

=1+tan’v=1+ = ——— =
cos?v cos?y cos?v

= vanstra ledet (VL) V.S.V. (vilket skulle visas)*

1213

16

-

Visa att 1 — (sin x—cos x)2 = (sinx + cosx)?-1

Hiir kan det vara limpligt att férenkla VL och HL var for sig
tills vi ser att de ér lika.

VL=1-(sinx-cosx)?=1-(sin2x-2sinxcosx + cos?x) =

=1-(1-2sinxcosx) = 2sinxcosx

| Trigonometriska ettan I

HL = (sinx + cosx)? -1 = sin?x + 2 sinx cosx + cos?x-1=
=1+2sinxcosx—1 = 2sinxcosx
VL = HL V.S.V.

1.2 TRIGONOMETRISKA FORMLER

1214 Berdkna de mojliga virdena foér sinv
@ om cosv = 4/5,

1215 Vivetatt sinv = 6/10 och att
0° <v < 90°.
Bestdm det exakta vardet av cosv
med hjilp av
a) Pythagoras sats och figuren

b) trigonometriska ettan.

1216 Berikna det exakta virdet av cos v om

a) sinv = —
13
och v ligger i foérsta kvadranten
b) sinv = 2
41

och v liggeri fjarde kvadranten.

1217 Visa att

. 1 .
sinx | — —sinx | = cos?x
sin x

1218 Visa att

cos?v (tan2v+1) =1

1219 Kan béde sinv och cosv ha positiva virden
om v dr en trubbig vinkel?

1220 Berikna det exakta virdet av sinv
':D och tanv om cosv = -1/3 och
90° < v < 180°.

1221 Forenkla uttrycken

1 - sin®x ) )
= ¢ —tan
cos X cos® x X
. cos?x sin® x
b) sinx + — dl1-——7—
sinx 1+ cosx

1.2 TRIGONOMETRISKA FORMLER

1222 a) Berdkna for x = 0° och x = 30°
vérdet pa uttrycken
sin?x + tanx och 1-cosx.

b) Kan sinx + tanx férenklas till
1-cosx? Motivera.

1223 Har de rdknat ratt?

a) My fick:
2
sinx + CO,S—X
sin x

och rétt svar angavs till L
sin x

b) Steve fick:

cos x (sin x + tan x)
cos x +1

och rétt svar angavs till cos x.

1224 Skriv om uttrycket sd det bara
innehéller cos x.

a) cos?x —sin%x

b) cosx + sinx - tanx

1225 Visa att

)
a)tanzvz SIH—Z
1—-sin“v

b) (1 -sin? A)(1 + tan2A) = 1

17




1226

)2 _ 1+4sinx

Visa att (tan x + = {_sinx

COS X

Vi bérjar med VL, som ser mest komplicerat ut:

1 Y (sinx L1 2 (sinx + 1]2 _a+ sinx)* _
R cosXx " leosx cosx coSsX cos?x
_ (1 +sinx)® _ (1 + sinx)? _1+ s'mx —HL V.SV
1 -sin®x (1 + sinx) (1 - sinx) 1 - sinx
i Trigonometriska ettan ] [ Konjugatregeln I | Forkorta med (1 + sin X)

Tips!

Att 16sa "visa att”-uppgifter kan kréva olika strategier beroende

pé hur uppgiften ser ut, och évning ger fardighet. Ofta dr det
enklast att forst forenkla det led som ser krangligast ut.
Ibland dr det enklast att skriva om bdda leden och sedan visa
det "nya” sambandet. Som i all problemldsning 'eirode:t vilﬁtigt
att kunna stanna upp och utvirdera om man ar pa ratt vag.

Visa att for alla x ddr bdda leden dr

definierade gdller foljande samband o850 si? x cqs JZC _ _tan XZ
cos” x —sin” x 1—-tan” x
0s” x 0
1227 1- X = sinx
1+sinx tan® x 1 1
1233 —— = + :
. 1-cosx cos X cos” x
1228 (3 + cosx)(3—cosx) = 8 +sin°x
1+ tan x 1 11 _ sin x
1229 sin x + cos x = cosx 1234 sinx tanx 1+ cosx
1 1 2
CoS X cosx . =
1230 ]-sinx 1+sinx = 2tanx 1235 1-—sinv 1+sinv cos’v
i tan x — sin x 1
1-sinx CcoSs X _
122 cosx  l+sinx & RS0 sin® x cos x + cos® x
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1.2 TRIGONOMETRISKA FORMLER

Additions- och subtraktionsformler for sinus och cosinus

Exempel

Additions- och
subtraktions-
formlerna

1.2 TRIGONOMETRISKA FORMLER

Nar vi i nésta kapitel ska hérleda derivator for trigonometriska funktioner
behover vi formler for sin (u + v) och cos (1 + v).

Kan sin (u + v) vara lika med sin u + sinv?
Satter vi u = 60° och v = 30° ser vi direkt att vi inte har likhet:
sin (u + v) = sin (60° + 30°) = sin90° = 1

sinu + sinv = sin 60° + sin 30° = % +%x 1,37

Vibehover formler for sin(u +=v) och cos(u +v).

Formlerna kallas additions- och subtraktionsformlerna och
vi ger ett bevis for dem pa nésta sida.

{

sin{(U+v) = sinu-cosv+cosu-sinv
sin{(u-v) = sinu-cosv-cosu-siny
cos(U+v) = cosu-cosv—-sinu- sinvy

cos (U—Vv) = cosu-cosv+sinu-sinv

\

\

Med additions- och subtraktionsformlerna kan vi
D bestdmma exakta sinus- och cosinusvirden
D hérleda nya samband.

Vikan da anvénda formlerna tillsammans med féljande exakta virden for
sinus och cosinus.

% sinv cosv
0° 0 1
300 l E
2 2

45° 1 - ve Q
2 2 2
6()'7'l _3 l
2 2
90° 1 0
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Harledning av
formeln for cos (u — v)

I figuren later vi radien OP i enhetscirkeln vrida sig vinkeln v i positiv
riktning och radien OQ vinkeln u, ocksé i positiv riktning.

Ny
Q (cos u, sin u}
P (cos v, sin v)
1 U=V
U1
W\ X
0 (1,0)

Vinkeln mellan OP och OQ blirda u—v.

1 Vikan uttrycka ( PQ)?* pa tva olika satt.

Avstandsformeln:  d = (o —x)? + (Yo —y)*  ger
(PQ)? = (cosu—cosV)*+ (sinu - sinv)?
Cosinussatsen: a? = b% + ¢ —2bc cosA ger

(PQ?2=12+12-2-1-1 cos(u-v)

2 Uttrycken for (PQ )2 satts lika.
(cos u—cosv)? + (sinu-sinv)* =1+ 1-2-cos w-v

3 1vinstra ledet utvecklar vi kvadraterna.
cos? 1 —2 cos - cosv + cos?v + sin*u—2sinu - sinv + sin®v =
=2-2cosw-Vv)

4 Viutnyttjar “trigonometriska ettan”.
1-2cosu-cosv+1—-2-sinu-siny = 2-2cosu—v)

2cos (u—v) = 2cosu-cosv+ 2sinu-siny

5 Formeln kan skrivas
cos (1 —v) = cosu - cosv + sinu sinv

De ovriga formlerna for cos (u+v) och sin(u +v) kan
hirledas med hjlp av subtraktionsformeln fér cosinus och
sambanden nedan som vi visat tidigare.

sin (=v) = —sinv sinv = cos (90°-v)
cos (—v) = cosv cosy = sin (90° -v)

Vi lamnar hirledningarna for de ovriga formlerna som gvningar.

1.2 TRIGONOMETRISKA FORMLER

1237

1238

COs (A - £3) == cos A =
& B d = - LI e R T 7 = / = ]
/ s A cos 4 — sin A s B

cos (A — ) = cos A cos I3 -} sin A sin B

Visa sambandet
cos (x + 270°) = sinx

e J
med additionsformeln for cosinus.
cos{u + v) = cosu cosv —sinu sinv
i

hy

cos (x + 270°) = cosx - 0 —sinx + (-1) = sinx

cos (x + 270°) = cosx cos270° — sinx sin 270° \

o (1,
Enhetscirkeln ger “ ?
€c0s270° = 0 och sin270° = —

v

PO, -1)

Forenkla

sin (x + 45°) —sin (x - 45°)

Svara exakt.

sin(u + v) = sinu cosv + cosu sinv och
sin (i -v) = sinu cosv - cosu sinvy

sin (x + 45°) —sin (x - 45°) =

= sinx c0s45° + cosx sin45° - (sinx cos45° - cosx sin45°) =

— . 1
= 2 cosx sin45° = 2 cosx *— = y/2 - cosx
/-) V2
. 1 V2
Tabell ger sin45° = — (eller — )\ 2 _
3 e ) 2= V2

-

Allmant om formler

t_an (A -+ B = _tan A - tan B

Inom trigon?met{in finns en méngd olika samband, satser och formler
som Qu behéver lara dig att anvinda och hitta. T sammanfattningen sist
ikapitlet (s.43) finns de samlade.

Nagra av de vanligaste formlerna kan vara bra att kunna utantill.
Formlerna ar alltid l4ttare att komma ihg om man forstir varifrin de

komrr.1.er och hur de hdnger ihop. Lds dérf6r gdrna igenom motiveringar
och hérledningar en extra gng.

Anvind ocksé formelbladet till det nationella pro 5 5 3 5
. t
dig hitta i det. provet ndr du évar s du lir

I o tan .4 tan B3

B 20 ity e
LB o v Fil . 3

S O R

tan A - tanil3 e
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1239 Vad ska det std i stédllet for A och B?

@ a) sin (x + 25 = A-cos25°+ B-cosx
b) cos (35° +y) = cos35°-A-siny- B

1240 A

1

Y

a) Motivera med hjélp av enhetscirkeln
att sin 180° = 0.

b) Visa med additionsformeln
for sinus att sin (90°+ 90°) = 0.

1241 Férenkla och svara med tva decimaler.
a) sinx - cos 12° + sinx - cos 12°
b) a + cosx - sin24° - (a - cosx - sin 24°)

" 1242 Forenkla med hjalp av additions-

och subtraktionsformlerna.
Svara med tv3 decimaler.

a) sin (x + 50°) —sin (;c—50°)
b) sin (43° 4+ x) + sin (43°-x)
¢) cos (x + 79°) + cos (x—79°)

1243 Forenkla
a) sin (u + ) + sin ( -V)
b) sin (u + v) — sin w-v
¢) cos W +v) + cos w-v
d) cos (u +v) —cos w-v)
1244 Visa att
'b cos (60° + x) + cos (60°—x) = cosX

22
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1245 Visa med hjilp av subtraktionssatserna
a) cos (270°—v) = —sinv
b) sin (360°-x) = —sinx

1246 Anvind formeln fér cos (u—-v) for att visa

cos (-v) = cosv.

1247 Bestim det exakta véirdet av cos 315° med
hjalp av omskrivningen
c0s315° = cos (360° —45°).

1248 Bestim det exakta vérdet av
a) sin 135:)
b) sin 75°

1249 Berikna cos(x —x) med hjélp av
subtraktionsformeln. -
Forklara ditt resultat.

1250 Bestam det exakta vardet av
sin (A + B) om

sinA = L 90° < A < 180° och

5!
. 5
B =--2, 180° < B < 270°
sin 13 7

1251 Hirled formeln for cos (u +v) genom att
@ byta v mot v iformeln fér cos (u—v).

1252 Visa att

sin (x + h) — sin (x)

h
kan skrivas
- a
sinx- SB1=2 -1 | cosx- sin h
h h

1253 a) Hirled formeln for sin (u + V) gehom
atti cos (u—v) ersitta u med 90°—u.

b) Hur far du sedan formeln for sin (U —v)?

1.2 TRIGONOMETRISKA FORMLER

Alktivitet

Exakta trigonometriska virden

Halv kvadrat

1

Enhetscirkeln

Arbeta i par eller grupp

Halv liksidig triangel

Formler

cos(180° ~ v) = —cosv sin (v + 180°) = -sin v

sin(180° - v) = sinv cos (v+ 180°) = —cos v
sin (-v) = ~sin v cos v =sin (90° - v)
cos (-v) = cos v sin v =cos (90° — v)
sin(w+v) = sinu-.cosv + cosu-sinv
sin{u~v) = sinuv-.cosv - cosu-sinv
cos(u+v) = cosu-cosv — sinu-sinv

cos(u—-v) = cosu-cosv sin u -sin v

Hjdlpmedel: Trianglarna, enhetscirkeln och formlerna ovan.

1 Goér en tabell, lik den nedan, med
v, sinv, cosv och tanv.

Lat vardet pa vinkeln 6ka med 15°1 taget fran
0° till 360°.

2 Anvind figurerna, enhetscirkeln och dess
:?‘ymrnetrier samt formlerna och férsok fylla
i hela tabellen med exakta virden.

Jamfor med en annan grupp. Har ni samma
vérden? Diskutera och motivera.

vinkel, v

315° 330° 345°

sin v

cos v

tan v

1.2 TRIGONOMETRISKA FORMLER
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Formler for dubbla vinkeln

24

Formler for
"dubbla vinkeln”

1254

Om vi i additionsformlerna later de tva vinklarna vara lika stora,
far vi ndgra nya formler.

sin (U +u) = sinu-cosu + cosu -sint
cos(u+uw = cosu - CcosU—sinu-sinu

Efter forenkling far vi

sin 2u = 2 sinu - cosu
cos 2u = cos2u - sinZu

"Trigonometriska ettan” sinZu + cos?u = 1 kan skrivas

cos?u = 1—-sin?u och sin*u = 1-cos®u

Anviinder vi detta kan vi skriva formeln fér cos 2u pa tvé andra sétt:
cos 2u = cos?u—(1—cos?u) = 2cos?u~—1

. . e
cos2u = 1-sin?u—sin?u = 1-2sin“u

3
Bestim det exakta viirdet av sin2v om cosv = — E
och v ligger i andra kvadranten.

sin 2v = 2 sinv cosVv

Vi vet cosv ochkan da berikna sinv med trigonometriska

ettan.

s .9 2 _1 32:2

sin?y = 1-cos*v = 5 25
4

inyv==*—

si =

Vi viljer det positiva vérdet eftersom sinv > 0 iandra
kvadranten.

4 3 24
sin2v =2sinveosy =2 —|-—=|=—-—

5 5 25 J

1.2 TRIGONOMETRISKA FORMLER

1255 For en vinkel x giller

@ sinx = 0,6 och cosx = 0,8
Bestdm f6ljande virden utan att forst
bestdmma x.
a) sin 2x c) tanx
b) cos 2x d) tan 2x

1256 a) Bestdm med trigonometriska ettan
modjliga varden pé sinv om cosv = 0,5.

b) Bestdm mojliga virden pé sin2v
om cosy = 0,5.
. . 1 .
1257 Vivet att siny = o och v ligger

i fjarde kvadranten.
a) Bestdm cosv.

b) Bestdm sin 2v.

1258 Bestdm cos 2x om

a) cosx = 0,5 b) sinx = %

1259 Fordubblas véirdet pé sinus om
vinkeln férdubblas? Motivera.

1260 Punkten P pa enhetscirkeln har

b) 20

x-koordinaten — 2=
29

Bestdm exakt

a) cos 2v b) sin 2v
1261 Beskriv sambandet mellan

additionsformlerna och formlerna
for dubbla vinkeln.

1.2 TRIGONOMETRISKA FORMLER

sin2x

1262 Visa att tanx = ———
1+ cos2x

genom att anvianda
a) formler

b) figuren nedan.

(l.e))
B
X
A X
1 0
1263 Visaart S2X _ cos2x _ 1
sin x Cos X Ccos X

1264 Uttryck sin3xi sin x, dvs skriv om sin 3x
@ sa det bara innehaller sinx.

1265 Visa att

sin4x + 2sin2x = 8sinx cos3x

1266 Visa att

1-tan®x
a) cos2x = —

1+tan”x
b) sin2x = itan_:c

1+ tan®x I
C) tan2x = m—nf

1-tan” x




1.3 Bevis och hevismetoder

Direkta bhevis

26

bevis

logik

implikation

ekvivalens

direkt bevis

Exempel

allmant om bevis

Ett bevis ar ett logiskt resonemang som syftar till att visa att ett pastaende
4r sant. I det hér avsnittet ska vi titta ndrmare pd ndgra olika bevismetoder.

Matematisk argumentation bygger pa logik. Logik, som &r ett annat ord for
slutledningskonst, &r en gren béde inom filosofi och matematik.

Du har tidigare métt de tva logiska symbolerna = och <.

De kan anvindas mellan tva pstidenden P och Q.

P=Q PmedforQ (men inte nodvandigtvis tvartom)

tex x=3 = x2=9 (x> =9 geréven x =-3)
\\[Mpues“

PeQ  Pirekvivalent med Q (P medfér Q och Q medfor P)

tex x=3 & x+7=10
v (\/‘}’\JGS sk LS Lw\pties L’L—j Y
Den vanligaste formen av bevis kallas direkt bevis och utgr fran
ett antagande P och kommer fram till en slutsats Q via ett logiskt

resonemarng i ett eller flera steg.
Vi ska bevisa att kvadraten pé ett jimnt tal &r delbar med 4.

VArt antagande dr pastaende P: X &r ett jimnt tal
Var slutsats dr pastaende Q: x2 4r delbart med 4

Vi ska visa att var slutsats dr sann, d v s att P=Q

Bevis
Ett jamnt tal kan skrivas ~ x = 2n dér n dr ett heltal
x2 kan da skrivas x2 = (2n)? = 4n>  vilket ar delbart med 4

x &r ett jamnt tal = x? &r delbart med 4

V.S.B.

Inom matematiken har bevis en viktig roll.

Fn sats som ar bevisad géller s linge inte forutsdttningarna dndras.
Till exempel s vet vi att alla mojliga trianglar i planet har
vinkelsumman 180°, eftersom den satsen dr bevisad. Nar en
sats ar bevisad kan den anviindas for att bevisa nya satser
och pa s vis fora matematiken framadt. Det finns
fortfarande ménga gamla och nya pastdenden
som 4nnu inte dr bevisade och matematikernas
uppgift ar bl a att finna bevis for dessa.

1.3 BEVIS OCH BEVISMETODER

1301 .Ska det vara en i}nplikgtiompil (=) eller en ekvivalenspil (<)
i rutan mellan pastadendena? Motivera ditt svar.

a) x=4 [ ] x*=16

b) 2x+3=9 [ | x=3

a)x=4 = x2=16
Motivering:
x =4 medfor att x> = 16 men omvindningen giller inte
eftersom x% = 16 medfér att x = 4 och x = -4

b) 2x+3=9 o x=3
Motivering:
2x + 3 = 9 medfor att x =3 och
x =3 medfor att 2x +3 =9

1302 Sats: Ett jaAmnt tal och e
: tt udda tal har en 3
jimnt tal, en produkt som &r ett

a) Undersok satsen med nigra exempel.
b) Bevisa satsen med ett direkt bevis.
¢) Giller satsens omvindning?

a) Tex2:3=6 eller 6-15 =90

b) Ettjamnt tal kan skrivas 2n dér n ar ett heltal
Ett udda tal kan skrivas 2k + 1  dir k ir ett heltal

Produkten kan d4 skrivas

2n-2k+1)=2'n(2k+ 1) vilket &r ett jimnt tal
eftersom n (2k + 1) ar ett
heltal.

V.S.B.

¢) Satsens omvindning blir:

Om produkten av tvd heltal i 1d
rettjdmnt tal sd dr faktorerna
jédmnt tal och ett udda tal. < “

For a'tt visa att satsens omvindning inte giller ricker det med
att hitta ett motexempel, tex 8 = 2- 4,

Omvéndningen giller inte, vi har inte en ekvivalens.

1.3 BEVIS OCH BEVISMETODER
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1303 Ska det vara en implikationspil (=)
@ eller en ekvivalenspil (¢) i rutan mellan
pastéendena? Motivera ditt svar.

a)x>0 I:] x2>0

b) n ar udda D n = 2k + 1, k heltal
Qy=x+2 ] y=1

dlgx=2 [] x=100

1304 P:3x+7=x+1
Q: x=-3
a) BevisaattP = Q
b) Bevisa att Q = P
¢) Galler ekvivalensen P < Q?

1305 Bevisa att
a) summan av ett udda tal och ett jamnt

1309 Pythagoras sats lyder:

'D Om en triangel dr rdtvinklig sd
dr summan av kateternas kvadrater
lika med hypotenusans kvadrat.

LAt A vara den rata vinkeln och
bevisa med hjalp av cosinussatsen
a? =b?+ ¢?—2bccosA

a) Pythagoras sats
b) omvindningen till Pythagoras sats.

1310 Triangeltalen &r 1, 3, 6, 10, 15, ...

1 8 6 10

Kvadrattalen ar 1, 4, 9, 16, 25, ...

Indirekta bevis

indirekt bevis

Mgnga ganger kan ett direkt bevis vara svért att genomféra.
Diéirfér kan vi ocksd behéva andra bevismetoder.

Lett indirekt bevis utgdr man frén att det som ska bevisas ar falskt och visar

;nlecll hjélp av ett logiskt resonemang att antagandet d ocks8 méste vara
alskt.

Tindirekta bevis &r det ofta praktiskt att anvinda "motsatsen till ett

pastdende P;’ vilket betecknas — P och utlises "icke P”. Att P ir falskt
motsvaras dd av att — P #r sant.

Man kan med grundldggande logiska regler visa att

P=Q & -Q=-P

tal dr udda
b) produkten av tva udda heltal ar udda.
1 4 9 16
1306 Avgor om péstdendet r sant och
bevisa ditt svar. a) Skriv ett uttryck for det n:te triangeltalet
Tre p& varandra féljande heltal och ett for det n:te kvadrattalet. : G
har en summa som 4r delbar med b) Undersdk summan av tva pa varandra Exempel  Anta att foljande ir sant:
a)3 b) 6. féljande triangeltal. Formulera en .,
slutsats. P:"Det regnar” = Q: "Jag ar inne.”
1307 Sant eller falskt? ¢) Bevisa din stutsats. Regeln ovan ger oss d4 att detta motsvarar:
Om P = Q och Q= Rsfinnebdr det att Q: "Jag & .
5 - — Qi Jagarute” = —P:"D i N
P=R. 1311 Bevisa att tvi pé varandra féljande jaimna ctregnar nte.
tal har en produkt som &r delbar med 8. Istillet for att di .
tt direkt bevisa att P medfd i vi o
1308 Visa attsin (A + B) = 1 edfor Q kan vi visa att - Q medfor — P.
c 1312 Nedan féljer ett ’bevis” fér att 4 = 3. 1314 Bevi ) —
samedh i i .
e Kan du hitta felet? O 4 Jilp avett mod.l.rEkt bevis satsen:
Antaatt a + b =c. mn®ar ett jamnt tal, sd &r n ett jimnt tal.”
Detta ger: Antagandet dr P: n? dr jimnt.
A B 4a-3a + 4b—3b = 4c-3c Slutsatsen &r Q: n r jamnt.
4a + 4b—4c = 3a + 3b—3c :tltbequar P = Q genom att visa att — Q = — P, dvs vi ska visa
4@ +b-c)=3(a+b=0) = Q: nér ett udda tal medfér — P: n? ir udda.
4=3 n uddager:n=2k +1 (kheltal)
n_2=(.2k+1)2=4k2+4k+1=2(2k2+2k)+]=2m+1
1313 Bevisa att n®-n #rdelbart med 3 vilket &r udda da m ir ett heltal.
for alla positiva heltal > 0. V.S.B .
28 1.3 BEVIS OCH BEVISMETODER 1.3 BEVIS OCH BEVISMETODER
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motsigelsebevis

Exempel

1315

Sammanfattning

Nir man ska bevisa en ekvivalens eller ett pastéende anvinds ibland
en annan typ av bevis som liknar det indirekta beviset och kallas ‘
motsigelsebevis. Man utgér da fran att péstiendet eller satsen ar falsk och

visar att detta leder till en motsagelse.

Sats: Antalet primtal dr odndligt ménga.

Bevisidé: Utga ifrdn att satsen &r falsk och visa att det ger en motségelse.
Bevis: Anta att antalet primtal &r &ndligt ménga: p;, 3, -+ Pa
Bildatalet N=p,-py-..."p, + L.

Dividerar vi N med p, ger det

PyPpPaee'Patl =Dy P3teeet Pyt L Jilket inte ar ett heltal!

Dy P1
P& samma sitt kan vi se att inget av vira primtal dr delare till N. _
Om talet N inte ir delbart med négot primtal s maste N vara ett primtal
cller s& finns det ett primtal som inte 4r med bland de u?pralmade.
Detta ger en motségelse motatt py, Py, .-+ Py zn allg prm:nal.
Vart antagande ar felaktigt, antalet primtal ar odndligt manga.

V.S.B.

a, b och c ir tre reella tal sa att abc =-10.

Visa med ett motsiigelsebevis att minst ett av talen
a, b eller c méste vara negativt.

Motsatsen till att minst ett av talen dr negativt ar att
inget av talen dr negativt.

Om vi antar att alla talen &r positiva ger det

abc = 0 vilket motséiger att abc = -10.

Vi far motsigelse varfor vart antagande att alla talen ar
positiva ar felaktigt. Minst ett av talen dr negativt.

V.S.B.
7 N
Direkt bevis: Visa direkt att antagandet ger slutsatsen.
P=a
Indirekt bevis:  Visa att om slutsatsen ar falsk sa ar ocksa

antagandet falskt.
“@=-Po P=Q

Motsdgelsebevis: Antag att pastaendet/satsen &r falsk och visa att
det leder till en motsagelse.

1.3 BEVIS OCH BEVISMETODER

1

1316 Vad ar motsatsen, —P, till pastdendet

@

1317

1318

1319

1320

1321

1322

a) P: n ar jamnt
b)P:x+y=4

) Px=2

d) P: minst ett barn ir en flicka
e) P: alla kor kan flyga ?

Antag att
P: Det &r sommar = Q: Vi spelar fotboll.

Formulera —Q = — P med ord.

P:05x+2<6=Q:x<8

a) Formulera med matematiska
symboler - Q= - P.

b) Bevisa indirekt P = Q genom att bevisa
att - Q= —P.

”Om produkten av tva positiva reella tal ér
storre dn 100 medfor det att minst en av
faktorerna dr stérre dn 10.”

Satsen ovan ar skriven pé formen P = Q.
a) Formulera med ord satsen - Q = —P

b) Formulera med matematiska symboler
l Q och - P

¢) Bevisa med ett indirekt bevis att P = Q.

Bevisa med ett indirekt bevis att
om 3n +2 drudda si dr n udda.

Bevisa med ett motséigelsebevis att om

a) 22 godisbitar fordelas i 7 pasar sd
ir det minst en pdse som innehaller
4 godisbitar eller fler.

a) ab < 0 sé dra eller b negativ.

Beskriv skillnaden mellan ett direkt
och ett indirekt bevis.

1.3 BEVIS OCH BEVISMETODER

1323

D]

1324

1325

1326

®

1327

Visa med motsidgelsebevis att
om x dr 16sning till ekvationen
B+3x2+7x+2=0

sd dr x < 0.

Pythagoras sats lyder:

Om en trigangel dr rdtvinklig sa dr
summan av kateternas kvadrater lika med
hypotenusans kvadrat.

Lat A vara den rita vinkeln och anvind
cosinussatsen

a®> = b?+ c?>-2bc cosA

for att bevisa Pythagoras sats med ett
indirekt bevis.

Bevisa att om
a?-2a + 7 &rettjimnt tal
sa dr a ett udda tal.

\/_2 ar ett irrationellt tal, dvs kan inte
. . a
skrivas som ett rationellt tal 5
(a, b heltal, b = 0)
Beviset ar ett klassiskt motségelsebevis.

Anta att 2 =% dér % ar heltal och

forkortat sa 1dngt det gar.

2
Kvadrering av uttrycket ger: 2 = %, vilket

ger 2b% = a?dvs a?och a ér delbara med 2.

Sétter vi a = 2k ger det 2b? = 4k? vilket
kan skrivas b% = 2k2, dvs ocksd b méste
vara delbart med 2.

Vi fir en motsédgelse mot vért antagande,
V2 méste vara irrationellt.

a) Forklara varfor bade a® och a ar delbart
med 2 om 2b? = a? (a, b heltal).
b) Varfor far vi en motsigelse?

a och b dr heltal. Bevisa att a%2—4b # 2.
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Historik

Fran Euklides till Godel

Grekerna inforde be_viset i matematiken

Thales fran Miletos (ca 600 f Kr) dr en av de forsta
matematikerna i historien som vi vet namnet pa. Han
inte bara noterade matematiska fakta, som att bas-
vinklarna i en likbent triangel #r lika stora, han bevisade
det ocks4. Thales metoder utvecklades av Euklides pa
300-talet f Kr.

Fuklides berdmda bok, Elementa, sammanfattade
sin tids matematiska vetande. Med nagra sjalvklara
grundsatser (axiom) som utgadngspunkt, ger FEuklides
bevis for ett stort antal satser, bl a Pythagoras sats och att
antalet primtal &r odndligt.

Euklides axiom gillande parallella linjer har genom
historien varit omdiskuterat och véckt nyfikenhet.
Genom att byta ut parallellaxiomet skapade man pa
1800-talet nya geometriska system med andra regler. Ett
av dessa visade sig lite oviintat bilda ramen for Einsteins
relativitetsteori i borjan av 1900-talet.

Logikens grénser

Fuklides metod, med négra i axiom och en handfull
logiska regler som alla satser kan hdrledas frén, ar
tilltalande enkel. Metoden har i rtusenden varit en
modell fér matematiker inom olika omraden.

Kan all matematik hirledas frin en samling axiom?
Svaret kom som en chock nér den 25-arige Osterrikiske
matematikern Kurt Gédel 1931 visade att svaret r
nej. Han visade att varje axiomsystem &r ofullstandigt,
dvs innehaller pastienden vars sanningshalt inte gar
att avgora inom systemet. For det krévs en miénsklig
hjirna som kan gé utanfér systemet och vilja nya
utgangspunkter.

"EUCLIDIS |
ELEMENTA

GRUNDELIGA INLEDNING

GEOMETRIEN,

Tl Rikfens Ungdams tien Suwenfks Sprd-
thfuémuaﬁ ok

af
MARTEN STROMER,
Philofophie Arjunct wid Kongl. Academien | Upl
ochi Ledamot af Kongl. Wetenflaps Academlen
1 Stockhelin.
FORSTA DELEN
Som innehiller de Sex férfta bockerna

R—

Med Rongl. Maiss allernidighle Privilegis.

UPSALA
Slijes i Gorrvuso Kissswartaas Bokidds.

1744

Den forsta svenska dverséttningen av
Elementa gavs ut 1744.

Kurt Goédel (1906-1978) var en av
1900-talets stora matematiker.

1 Om vi dndrar pa forutsittningarna sa fordndras
ocks4 satserna. Gor foljande tankeexperiment:
GA fran en punkt pé& ekvatorn rakt norrut till
nordpolen. P4 nordpolen vrider du dig 90° och

gar rakt ner till ekvatorn och sedan rakt tillbaka
till den punkt du startade.

a) Vilken figur beskriver din vandring?
b) Vilken vinkelsumma har din figur?

—

it g = =
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1.3 BEVIS OCH BEVISMETODER

1

1.4 Trigonometriska ekvationer

Grundekvationer

Exempel 1

Exempel 2

1.4 TRIGONOMETRISKA EKVATIONER

Med hj alp av enhetscirkeln har vi tidigare visat att de trigonometriska
fgpknongrna kan ha samma varde {6r flera olika vinklar. Det méste vi ta
hansyn till nér vi léser trigonometriska ekvationer.

Vi undersoker ekvationen sinx = 0,721

I enhetscirkeln finner vi i intervallet
0° < x < 360° tvd 16sningar, x; och x,.

Med hjélp av raknare far vi x;.
x; = sin1(0,721) = 46,1°%

Sambandet sin (180°-v) = sinv
ger oss sedan x,,.

X, ~ 180°-46,1° = 133,9°

A
Q_~~ | P y=0721
%
) 2
0 (1,00

F(‘j.r bada radierna OP och OQ giller att de hamnar i samma lige om vi
Vrldelj fiem ett qutyckligt antal hela varv i positiv eller negativ riktning.
Har viinga begrénsningar fér vinklarnas storlek far ekvationen darfor ett

obegrénsat antal 16sningar.

Samtliga 16sningar till ekvationen sinx = 0,721 kan skrivas:

x = 46,1° + n-360° eller x = 133,9° + n-360° n irett heltal.

Vi undersoker ekvationen cosx = 0,659
Réknaren ger x,= cos™ (0,659) ~ 48,8°
Sambandet cos (—v) = cosv ger x, = —48,8°

De tvd 16sningarna dr markerade
i enhetscirkeln intill.

Léagger vi till eller drar ifran ett godtyckligt
antal hela varv far vi alla 16sningar:

x = 48,8° 4+ n - 360° eller
=~ —48,8° 4+ n - 360°

Kortare skrivsdtt: x =~ +48,8° + n - 360°

Ay

x=0,659

48,8° X

-48.87(1, 0y
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Grundekvation
for sinus

Grundekvation
for cosinus

34

Allmént géller:
snx=k -1<k<1
Lat v vara en l6sning.

D3 kan samtliga l6sningar skrivas
x=v+n-360°

eller

x = 180° - v+ n - 360° n heltal

Exempel

sin x = 0,721

Riknaren ger en lésning v = 46,1°
Samtliga losningar ar

x ~ 46,1° + n - 360°

eller

x ~ 133,9° + n- 360°, n heltal

\

Allmént géller:
cosx=k -1<k<1
Lat v vara en lésning.

D3 kan samtliga 16sningar skrivas
x=xv+n-360°
n heltal

Exempel
cos x = 0,659
Riknaren ger en lsning v = 48,8°

Samtliga losningar &r
x~ +48,8° + n- 360°
n heltal

Ekvationen tanx = k behandlas i nista kapitel.

L

Nér vi 16ser trigonometriska
ekvationer ér det naturligt att
anvinda riknare och t ex sin ' k
for att hitta en vinkel.

De flesta raknare har ocksé olika
solve-funktioner, och kraftfulla
symbolhanterande rdknare kan
t o m 16sa trigonometriska
ekvationer fullstdndigt.

solvelsin{x)=—13
{x=368- constn(1)-28}

w— 3

0

Anvénd girna sidana funktioner for att kontrollera svaret
eller komma vidare om du kor fast, men tréna pa 16sningsmetoderna
och forsok forstd dem, s att du kan 16sa ekvationerna utan hjélpmedel.

1.4 TRIGONOMETRISKA EKVATIONER

l

1401 Ange med en decimal samtliga l6sningar till féljande ekvationer
a) sinx = 0,293 b) sinx =-0,33T
a) sinx = 0,293

Vi far tva fall.

Fall1:  Rédknaren ger x = sin™! (0,293) = 17,037...° =17,0°
x = 17,0°+ n - 360° ) )

x = 180°-17,0° + n - 360°

x = 163,0° + n - 360°

Fall 2:

Svar: x = 17,0° + n - 360° eller x = 163,0° + n - 360°

b) sinx = -0,331

Fall1: x=sin"! (-0,331) = -19,3°
=~ -19,3°+ n-360°
Fall2: x=180°-(-19,3°) + n-360°

x = 199,3° + n-360°
Svar: x = -19,3° + n - 360° eller x = 199,3° + n - 360°

Om vi i det forsta fallet vill svara med en positiv

vinkel sa kan vi ligga till en period.
x = -19,3° + 360° = 340,7°

1402 Ange med en decimal samtliga 16sningar till féljande ekvationer
a) cosx = 0,369 b) cosx =-0,369
a) cosx = 0,369
x = cos1(0,369) ~ 68,3°
Vi far tva fall.
x = *68,3°+ n-360° x==*=111,7°+ n- 360°

b) cosx =-0,369
x = cos1(-0,369) =~ 111,7°

Svar: a) x = = 68,3° + n- 360° b) x = £111,7° + n- 360°

1.4 TRIGONOMETRISKA EKVATIONER




1403

1404

36

—

Undersok om ekvationen sinx = 0,42 har nagra losningar
i intervallet 720° < x < 900°. Arbeta med hela grader.
sinx = 0,42 ger

x = 25° + n - 360° eller x = 155° + n - 360°

For att hitta eventuella 16sningar i intervallet 720° <x < 900°
kan vi vilja olika virden pa n bland heltalen: ...-3,-2,-1,0,1,2,3, ...

Hiar prévarvimed n=1,2,3,...
x ~ 25° + n-360° ger davinklarna 385°, 745°, 11055, ...
x ~ 155° + n - 360° ger da vinklarna 515°, 875°, 1235°,...

Svar: Inom intervallet 720° < x < 900° finns losningarna 745° och 875°.

L&s ekvationerna och svara med en decimal.
a) sin g =-0,520 b) cos (3x—-41,2°) = 0,316

Anvand réknarens samtliga
decimaler eller minst en extra
jamfért med noggrannheten

i svaret.

a) sin% =-0,520

Fall 1 Fall 2

Bada leden
(4ven perioden)
multipliceras med 2.

X ~ -31,33° + n- 360° % ~ 211,33° + n - 360°
2

x = 422,66° + n - 720°

~ -62,66°+n-720°
Svar: x ~ —62,7° + n+720° eller x = 422.7° +n-720°

b) cos(3x-41,2°) = 0,316 ger
3x-41,2° =~ = 71,58° + n - 360°
Fall 1 Fall 2
3x-41,2° = 71,58° + n - 360° 3x—41,2° =~ -71,58° + n - 360°
3x = 112,78° + n - 360° 3x =~ -30,38° + n - 360°
x = 37,6°+n-120° x = -10,1° + n-120°

Bada leden
(&ven perioden)
divideras med 3.

Svar: x = 37,6° + n - 120° eller x ~-10,1° + n- 120°

1.4 TRIGONOMETRISKA EKVATIONER

& 0,66
.......... FaE
139 €a1° R
~41° N U
i /NO,75
Anvénd figuren och ange
tva olika vinklar som ger att
a) sinx = 0,66 b) cosx = 0,75
Ange samtliga 16sningar till ekvationen
¢) sinx = 0,66 d) cosx = 0,75

Ange med en decimal samtliga l6sningar
till ekvationen.

1406

1407

1408

1409

1410

1411

1412

a) sinx = 0,789 b) sinx = -0,342

a) cosx = 0,439 b) cosx = -0,780

a) cosx = 0,351
b) sinx = 0,351

¢) 2sinx = -0,44
d) 0,5 cosx =-0,32

a) cos 3x = 0,40 b) sin 2x = -0,60

x x
a) cos==-0,28  b)sin= =-1
) cos3 ) ) sin
Motivera med hjélp av enhetscirkeln
varfor ekvationerna sinx = 1,4 och

sinx = -2 saknar lgsningar.

Jonna l6ser ekvationen cos2x = 0,5

" och glémmer tva saker. Vilka?

1413

COS2X = 0,5
2x = 60"+ n - 260°
X =320+ n- 360°

Fkvationen cosx =1 har lésningen
x = 0°+ n-360°. Ange alla l6sningar
iintervallet 0° < x <1 000°.

1.4 TRIGONOMETRISKA EKVATIONER

1414 1.6s ekvationen fullstandigt.

b

Svara med en decimal.

a) sin (x-51,0°) = 0,700

b) cos (x + 51,0°) = 0,700

¢) sin (5x-71,3°) = -0,370
d) cos (0,5x #+ 33,3°) = 0,740

Undersok om ekvationen har ndgon lésning i det
angivna intervallet. Arbeta med hela grader.

1415 a) cosx = 0,80

1416

1417

1418

1419

1420

270° < x < 360°
0° < x < 270°

S

a) sinx = 0,85 600° < x < 720°
b)1+cosx=0,28 -600°< x < —480°

b) sinx = -0,70

Ange en ekvation som har
a) en losning x = 760°

b) samtliga 16sningar x = +30° + n - 180°.

Har sin4x = 0,5 fyra gdnger s& manga
Iosningar som sinx = 0,5 i intervallet
0° < x < 360°? Motivera.

Bestdm ekvationens l6sning i det angivna
intervallet. Svara i hela grader.

a) sin2x = 0,61 450° < x <900°
b) cos(4x + 11°) = 0,42 -90° < x <90°
c)14-2cos2x=12,38 360°<x < 720°

Undersok for vilka vinklar x som
a) sin2x = sin70°

b) sinx = sin 3x

¢) cos2x = cos (x—30°




Ekvationer som omformas med formler

1421

1422

38

Lés ekvationerna med nollproduktmetoden, dvs genom faktorisering.
a) 4x2-x=0 b) 5cos’x-cosx=0

a) 4x2-x=0 b) 5cos?x—-cosx =0

x(4x-1)=0 cosx(5cosx-1) =0

[Nollproduktmetoden: Oma-b=0,s4ar a=0eller b=0. 1

Ay

cosx =0 eller 5cosx-1=0

x=0 eller 4x-1=0

x=1/4 cosx =1/5

x =+ 90° + n-360° som kan skrivas

x=90°+n-180°
eller

x = =78,5°+ n-360°

Svar: a) x=0 eller x=1/4 b) x= 90° + n-180° eller
x = * 78,5° + n-360°

Los ekvationen 2 sin2x = sinx.

[ Anvand formeln sin 2x = 2 sin xcos x i VL. |

Faktorisera VL.

4cosx-1=0

2 sin2x = sinx

2 - 2 sinx cosx = sinx
4sinxcosx-sinx = 0
sinx (4 cosx-1)=0
sinx =0 eller

x=0°+n-360° cosSx =

A

eller 1 80°f

x =180° + n-360° x =~ * 75,5°+ n-360°

Losningarna till sinx = 0 kan sammanfattas med

\

x = n-180° (se figur) 270°%-90°

Svar: x =n-180° eller x =~ % 75,5° + n-360°

1.4 TRIGONOMETRISKA EKVATIONER

1423

Lo6s ekvationen cos?x = 3 sinx — 3.

s’

I Anvand formeln cos? x = 1 —sin? x i VL.

Séatt sinx =1t

cos’x = 3sinx-3

1-sin?x = 3sinx-3

sin?x + 3sinx-4 =0

t2+3t-4=0
t=-3.9,4
2 4
t=1 eller =-4
sinx =1 sinx=-4

x =90°+n-360° Saknar lésning, da -1 < sinx < 1.

Svar: x = 90° + n - 360°.

1424 Forvilka x ar

@ a) sinx=0
b) cosx=0
¢) sinx-cosx=0 ?

Los ekvationen, svara med en decimal.

1425 a) 2sinx (sinx-0,3) =0

b) 1,5 cosx (0,5 —cosx) = 0

c) 4cosx (2sinx—5)=0

1426 a) 4 sin?x-3sinx =0

b) cos?x = 5 cosx

1427 Skriv om vinsterledet i ekvationen

2sinx-cosx =2

och forklara varfor ekvationen

saknar losningar.

1428 1.6s ekvationen
'D a) sin2x = 2 sinx
b) sin®?x + sinx-2 = 0

1.4 TRIGONOMETRISKA EKVATIONER

Vilj lésningsmetod och lés ekvationen.

1429 3 cos?x = 2sinx + 2
1430 5sin4x = 3sin 2x
1431 5cos2x+ 3sinx—-4 =0

1432 cos2x+ cosx+1 =0

1433 1 + 2 cosx + cos 2x = sin?x

1434 Bestdm triangelns vinklar.

®

3a

1435 Itriangeln ABC ar
AB=5cm, BC=6cm och AC =4 cm.

a) Berikna vinklarna A och B med
fyra decimaler.

b) Resultatet i a) antyder ett samband
mellan vinklarna A och B.
Formulera och bevisa detta.

39




1.5 Tillampningar och problemldsning

- 1501

1. Forsta problemet
2. Gor upp en plan

3. Genomfor planen

4. Vardera

40

Nér vi méter nya tillimpningar och problem &r det extra viktigt med en god
problemldsningsstrategi. Vi pdminner med ett exempel om en strategi med
fyra steg som du tidigare mott.

En vinkels storlek kan bero av tiden,
t ex vid rotation. Radien OP med e TN
lingden 3 L.e. vrider sig moturs . N
med hastigheten 20° per sekund, ; N

se figur.

a) Still upp en formel for hur ..
y-koordinaten for punkten P y (0,0 (3,0
varierar med tiden t sekunder. v '

b) Hur lang tid under ett varv dr N ;
y-koordinaten f6r punkten

a)

b)

Tolkning: Under det forsta varvet ér y = 2 vid t = 2,15
och t =6,9s, dvs y =2 under 4,8s.
Detta upprepas varje varv, dvs var 18:e sekund.

p=2?

Nér radien OP vrider sig
kommer y-koordinaten
for punkten P att variera
mellan -3 och 3. Vi ritar
en figur for att ldttare se
hur vinkeln och
y-koordinaten beror av
tiden.

Foér en godtycklig vinkel v
ir koordinaterna for

punkten P: (3 - cosv, 3 - sinv)
Efter t sekunder ar vinkeln v = 20t

y-koordinaten foér punkten P ar da: y = 3-sin20t
Formeln ger att y varierar mellan -3 och 3 da sin20t varierar

mellan -1 och 1.

y = 2 ger ekvationen
2 =3 -sin20t

sin20t = 2/3 ger
(20t)° = 42° + n - 360°
t=2,1+n-18

Svar: a) y = 3sin20t

v 8kar med 20°/s

eller (20t)° ~ 138° + n-360°
eller t=69+n-18

b) 4,8s.

1.5 TILLAMPNINGAR OCH PROBLEMLOSNING

1502 Ett vattenhjul med radie 3 m snurrar
10 varv per minut.

a) Hur ménga grader/s vrider sig hjulet?

Hur lang tid tar det fér hjulet att
vrida sig s& att punkten A forflyttas till

b) B c) C?

1503 For vilka vinklar i intervallet
0°<v<360° ar

a) cosv < -0,5
b) 0 <sinv<0,5°?

1504 Ekvationen 12 = 14sin(k +x) + 5 haren

16sning x = 2°, Vilket virde har k ?

1505 Peter pastératt n (1-n)2 =0 foralla
heltal n > 1. Har han ract?.

1506 Ett pariserhjul med radien 30 meter
snurrar ett varv pa 3 minuter.

En person kliver pa hjulet i dess
nedersta ldge vid marken.

Hjulet snurrar sedan i
5 minuter innan det.
stannar. Hur hogt
over marken ar
personen da?

1507 Bestidm storsta och minsta varde for

b)

uttrycket
a) 23 + 2sinx
100
2,25-1,75 cos 2x

b)

1508 Finns detndgon vinkel v som har samma

tangensvarde som sinusvirde?

1509 Finn alla vérden pé a for vilka ekvationen

1510

1511

1512

2a-3
5
har ndgon 16sning.

COSX =

Berdkna summan utan hjalpmedel.

sin® (10°) + sin?(20°) + sin2(30°) +... +
+ sin?(90°)

Visa att om A dr en vinkel med
0°<A<90° sdar

1 1
1+ — 1
( SIHAJ( +cosAJ>5

(Skolornas Matematiktivling)

Definition:

Envinkel A &dr”snill” om bade sin A och
cos A ar ett rationellt tal, dvs kan skrivas
som ett brak.

Bevisa eller motbevisa pdstaendet:

a) "Om A ar snéll, s& 4r supplementvinkeln

snall.”

E b) ’Om A ar snall, s ar A/2

. sndll” :




- Diskutera i par eller grupp. Sant eller falskt?
Motivera svaret.

1 Ekvationen cosv = 0,4 har tvd 16sningar i
intervallet 0° < v < 180°

2 Vinklarna 28°; 152° och 388° har alla samma
sinusvirde.

30m cosx = 0 s drsinx = 1.

4 Om cosv har virdet a sa har cos (-v) ocksa
virdet a.

5 For alla vinklar i andra kvadranten ar
sinv > cosw.

6 tan (—v) kan skrivas —tan v.

7 sin (u + v) + sin (u —v) kan utvecklas och
forenklas till sin 2u.

*k DISKUTERA

8 Forallavirdenpd n<2 sddr(n+ 12 <9

9 [ ett indirekt bevis utnyttjar vi att P = Q ér
logiskt ekvivalent med -P= - Q.

10 Losningarna till ekvationen sin2x = 0,5
ir ocks4 16sningar till ekvationen sinx = 0,5.

11 Ekvationen asin4x—1 = 2 saknarl6sning
dda < 3.

o .

7
12 Om cosx = Sd dr cos 2x = 8

13 cos® x

. 1
i forenklas till ——
S + sinx kan f6 P

14 Ekvationen cos®x = cosx harlésningen
x =n-90°

1 TRIGONOMETR] OCH FORMLER

Sammanfattning 1

Enhetscirkeln

Om radien OP har vridits en vinkel v i positiv
(moturs) eller negativ riktning (medurs), s géller

Ay

I X
0 (1,0

o
(cos v, sin v)

sinv = y-koordinaten fér P

cosv = x-koordinaten fér P

tany = iﬁ;i ,v % 90° +n - 180°

De trigonometriska funktionerna ar periodiska.
sin (v + n - 360°) = sin v, n heltal, perioden 360°
cos (v + n - 360°) = cosv, n heltal, perioden 360°

tan (v + n - 180°) = tanv, n heltal, perioden 180°

A Trigonometriska formler

sin (180°-v) = sinv (cos v, sin v)
cos (180° —v) = —cosv
sin (—v) = —sinv

cos (-v) = cosv

sin (90° -v) = cosv
cos (90° —v) = sinv

Trigonometriska ettan
sinu + cos?u =1

Additions- och subtraktionsformlerna

sin(u + v) = sinu - cosv + cosu - sinv
sin (4 — v) = sinu - cosv — cosu - sinv
cos(u+ v) = cosu - cosy — sinu - sinv
cos{(u— v) = cosu - cosv + sinu - sinv

1 TRIGONOMETRI OCH FORMLER

Formler fér dubbla vinkeln-
sin2u = 2sinu - cosu
cos2u = cos?u —sin?u = 2cos®u —1 = 1-2sinu

Bevis och bevismetoder

Direkt bevis: -
Visa direkt att antagandet ger slutsatsen.

Indirekt bevis:
Visa att om slutsatsen dr falsk sd ar ocksa
antagandet falskt,

Motsagelsebevis:
Antag att pstdendet/satsen ir falsk
och visa att det leder till en motségelse.

Trigonometriska ekvationer

Grundekvationerna
sinx=k (-1<k<1)

En 16sning ges av v = sin! (k)
Samtliga 16sningar ges av

x=v+n-360°

eller

x=180°-v 4+ n-360°
cosx=k (-1<k<1

En 16sning ges av v = cos (k)
Samtliga 16sningar ges av
x=*v+n-360°

Tilldmpningar och problemlésning

Allmén problemldsningsstrategi
1 Forsta problemet

Gor upp en plan

2
3 Genomfér planen
4

Virdera resultatet




Kan du det hiir? 1

Moment

Begrepp som du ska kunna
anvanda och beskriva

Du ska ha strategier for att kunna

Trigonometri och
trianglar

Enhetscirkeln
sinv, cosy, tanv

sin'ly, costy, tan 'ty

+ anvinda enhetscirkeln for vinklar
iintervallet 0° <v < 180°

« bestamma trigonometriska funktioners
viirden, exakt och med ridknare

¢ bestamma vinklar.

Trigonometriska
formler

Period (sinv, cosv, tanv)
Trigonometriska identiteter
Trigonometriska ettan

Additions- och
subtraktionsformler

Formler for dubbla vinkeln

« anvinda enhetscirkeln for positiva och
negativa vinklar

« visa samband med hjilp av enhetscirkeln

« berikna trigonometriska varden och
vinklar med hjélp av formler

o anvanda formler for att visa likheter.

Bevis och
bevismetoder

Direkt bevis
Indirekt bevis

Motségelsebevis

» genomfora bevis med olika metoder.

Trigonometriska
ekvationer

Trigonometriska ekvationer

« 16sa trigonometriska ekvationer och
bestimma fullstdndiga losningar

« finna losningar i ett givet intervall

» 16sa ekvationer som kan omformas med
formler.

Tillampningar och

problemidsning

» 16sa olika matematiska problem och
tilldmpningar.

Diagnos 1

Trigonometri och trianglar

1 a) Ange tva olika vinklar som har samma
sinusvarde.

b) Har vinklarna i a) samma tangensvirde?

2 Punkten P har koordinaterna (a, 2a).

a) Bestarfvinkeln v.

b) Bestidm a.

Trigonometriska formler

3 Bestdm med hjilp av enhetscirkeln

a) cos900° b) sin (-270°)

4 Tvilka kvadranter i enhetscirkeln kan tva
vinklar ha samma

a) cosinusviarde  b) tangensvirde?
5 Bestdm sinv om cosv = 0,40.
6 I figuren har punkten P koordinaterna (a, b).

a) Vilka koordinater har punkten Q ?

b) Visa att sinv = —cos (270° —v).
J.ky

7 Varje uttryck i kolumn A kan forenklas till ett
~ uttryck i kolumn B. Vilka uttryck hér ihop?

Nr|A B

1 |1-sin?x 1+ 25sin xcos x
1
COoS X
1 +tan’x 1
COS X
1 -sin? x
(cos x + sin x)?

cos? x (tan®x + 1)

tan x - cos x + sin (-x)

Bevis och bevismetoder
8 Anta att

P: Det ar soligt = Q: Vi éter glass.
Formulera med ord 7= Q = —P".

92x+3=29
Visa med ett motsédgelsebevis att x > 3.

Trigonometriska ekvationer
10 L&s ekvationen fullstéindigt

a) cosx = 0,5 d)cos2x =1
b) sinx =-0,24 e) cos (x-30°) =-0,12
¢) sinx = sin23° f) 2sin3x=3
11 Finns det ndgon vinkel v s att
sinv = 0,1 och 600° <v < 700°?

12 1L6s ekvationen
sin2x

b) 3cos?x—cosx =0
cosx

Tillampningar och problemldsning

13 Vilket ar storsta respektive minsta viardet f6r
sinviintervallet 70° <y < 170°?

14 For vilka vérden pa v dr cosv viaxande?

Om du behéver repetera kan du fortsatta med Repetitionsuppgifter pé sidan 250.




A

Blandade évningar 1 A

Del | l Utan raknare

1 Bestam sinx—cosx da

@ a) x= 7200 b) X = 5400

2 Ekvationen sinx = 0,26 har enligt o
riknaren en losning x =~ 15°. Vilka 16sningar
har ekvationen i intervallet 0° < x < 720°?

e

3 1.6s ekvationen 1 + cosx = 2.
4 Vad blir sin (sin™ 0,12) ? Motivera.

5Vvad 4r —PomP ar
a) x = 32 b)sinx=10,5?

6P x>2och Q:2x+327
a) Skriv =P och —Q med symboler.

b) Bevisa med ett indirekt bevis att P= Q

7 Forenkla cos (x —90°) —cos (x + 180°).
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8 Ordna foljande tal i storleksordning:

bj a =sin24°, b = cos460° och ¢ = sin885°

Motivera ditt svar.

9 Visa hur sambandet
cos2A = 2 cos?A-1
kan fs ur likheterna
cos (u + V) = cosu cosv —sinu sinv och

sin?u + cos®u = 1. (NP)

10 Formuleramed ord - Q= —P
om P = Q motsvaras av o
»Om ingen klarade provet blir ingen godkdnd”,

o . 2
11 Bestim cosv da sinv = 3 och

00° < v < 180°.

12 Bestam coS2Xx Om COSX =

E

13 Visa att

cosx - sin 2x = 2 sinx — 2 sin®x

14 Bevisa att sinv + cosv < \I—Z for alla vinklar v.

C)

15 Visa att

cos2x COSX cos?x
1—cosx tan?x  sin®x

1 TRIGONOMETRI OCH FORMLER

Del Il ' Med raknare

16 Los ekvationen fullstdndigt. Svara med
(@ en decimal.

a) sinx = 0,83 b) cos2x =-0,12
17 Ange en ekvation som har en 16sning
4
a)x = 112° b) x = -98°

18 Bevisa med ett direkt bevis att differensen
mellan tvd udda tal dr ett jamnt tal.

19 Vid en forenkling far Diana svaret

1 . . COSXx
—— men facit siger ——
tanx sin

Har Diana fatt fel svar? Motivera.

20 Forenkla cos(a + b) + cos (a —b) och
() skriv sedan produkten 2 cos75° - cos20°
som en summa.

21 Punkten P har koordinaterna (a, b).

Ay
P(a, b)
v X
1,0

Uttryck med hjilp av koordinaterna for
punkten P

a) sin (v + 180°) b) cos (v + 270°)

22 Har ekvationen cos (0,4x + 10°) = 0,4
négon 16sning i intervallet
800° < x < 1000°? Motivera.

23 Har tanv négot storsta varde? Motivera.

24 Bevisa att om n® dr ett udda heltal s dr n ett
Q udda heltal.

1 TRIGONOMETRI OCH FORMLER

&

25 Anders péstér att det inte finns ndgon vinkel
* som har den egenskapen att sinusvirdet
fordubblas om vinkeln férdubblas.
Har Anders ratt?

26 Los ekvationen
a) sin5x = sin4x

b) cos?x = sinx + 1

Utredande uppgifter @ ©® @

Den hdr typen av uppgifter brukar bedoémas efter
foljande kriterier:

* vilka matematiska kunskaper du har visat

 hur vil du har forklarat ditt arbete och motiverat
dina slutsatser

e hur vél du har redovisat ditt arbete och
genomfort dina berdkningar.

27 a) Berdkna gn—SS i Sl? e
2cos5

b) Berdkna vardet av uttrycket

sin (90° — x) + sin (90° + x)

2C08 x
da x = 20° och dd x = 42°.
Vad upptéacker du?

¢) Undersok om uttrycket

sin (90° — x) + sin (90° + x)
2cos x

har virdet 1 for alla viarden pa vinkeln x.

28 Undersok antalet 16sningar till ekvationen
asin2x = 5
dé virdet pé konstanten a varierar och
0° < x < 360°
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Blandade dvningar 1 B

Del | Utan raknare

1 Ekvationen cosx = 0,64 har enligt raknaren
(@ en 16sning x =~ 50°.

Vilka l6sningar har ekvationen i intervallet
-360° < x < 360°?

2 Ange samtliga 16sningar till ekvationen
sin2x = 0,5.

Bestam
a) sinv ) sin (90°-v)
b) cosv d) sin 2v

4 Bevisa att x >3 ger 6(x + 1) = 24 med ett

a) direkt bevis b) indirekt bevis.

5 Anta att du vet att cos40° = 0,77.
Bestam dé

a) cos320° b) sin50°

6 Forenkla sin (o + 90°) + cos (x—180°).
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7 Vilket av féljande uttryck A—F kan forenklas
()il 1?
A (sinx + cosx)?
B (sinx — cosx)?
£ (sinx + cosx)(sinx—cosx)
D cosx- (tanx-sinx + cosx)
CoS X sin x
F 2(sinx + cosx) (NP)

E

8 Bestam ett narmevirde till sin 110° om du vet
att sin20° = 0,34 och cos20° = 0,94.
9 Bestam virdet av sinv om v dr en vinkel i tredje

kvadranten och cosv = — 3

1 <1
1+ x?

10 Visa med ett motségelsebevis att
for alla reella virden pa x.

11 Visa att sinx — 2 sin®x = sinx - cos 2x

12 Ge exempel pa en trigonometrisk ekvation som
(@ har losningen x = n - 120

For vinkeln v i figuren géller att

i + cos v
siny 4 cosv _ . 5
sinv - cosv

Bestam talet k.

1 TRIGONOMETRI OCH FORMLER

Del I

14 Bestdm samtliga 16sningar i intervallet
() 0° < x < 360° till ekvationen cosx = 0,8.

15 For vilka viintervallet 0° <v < 360° ar
a) sinv =-0,5 b) sinv <-0,5?

AY

v

.
~

16 Ekvationen sin Ax = 0,1 har en lésning
x = 20°. Vilket tal &r A? Ge ett exempel.

17 Anta att a? + b% = 2,
Kan a, b och ¢ alla vara udda heltal?

18 Los ekvationen fullsténdigt.
b) 2) sinx _
cosX
b) 2sin (4x-32°) = 0,8

19 Beskriv ett samband mellan enhetscirkeln och
trigonometriska ettan.

20 For vilka varden pé a saknar ekvationen
2cos3x = 3a l6sningar?

21 Bevisa att cos?u-sin?u+3<4

22 Hirled en formel for sin4x, "kvadrupla vinkeln

@ for sinus”. Anta att vi vet sinx och/eller cos x.
12

23 Los ekvationen o

= COSX

24 Bevisa att om 4 dr en delare till (a-1)
sd ar 4 en delare ocksé till a2 +3.

1 TRIGONOMETRI OCH FORMLER

%

Utredande uppgifter @ ® @

Deén hdr typen av uppgifter brukar bedémas efter
foljande kriterier:

» vilka matematiska kunskaper du har visat

* hur vil du har forklarat ditt arbete och motiverat
dina slutsatser

* hur vl du har redovisat ditt arbete och
genomfort dina berdkningar.

25 c

a) En triangel har sidorna 6,0 ¢cm, 7,0 cm och
8,0 cm. Bestdm triangelns minsta vinkel
med cosinussatsen
a® = b%+ c¢®—2bc cosA

b) Pé en internetsajt med matematikinnehéll
finner Susanna formeln

LA
a* = (b-c)?+ 4bc- 311125
Visa att formeln ger samma resultat som i a).

¢) Bevisa formeln i uppgift b)

26 Undersok 16sningar till ekvationen
sin2x = a. Vad &r storsta mojliga differens,
i grader, mellan tva intilliggande 16sningar?

27 Bilda en "enhetscirkel” med radien 2.

a) Vilka koordinater har en punkt p4 denna
cirkel for en godtycklig vinkel v ?

b) Hérled trigonometriska ettan med hjilp av
en godtycklig vinkel v och koordinaterna for
tillhérande punkt P.
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