Centralt innehall

E 3

Trigonometriska funktioners grafer
och dess egenskaper.

Grafiska metoder for att 16sa
trigonometriska ekvationer.

Harledning och anvandning av
deriveringsregler for trigonometriska
och sammansatta funktioner.

Strategier for matematisk problemldsning.

FRAN ENHETSCIRKEL TILL KURVA

1 Anvind enhetscirkeln och din rdknare.

a) GOr en tabell diar Ay
x ar vinklarna 0°, 30°,
60°,90°, ..., 360° och
y ar vinklarnas
sinusvirde. Y

b) Rita pé ett rutat papper
ett koordinatsystem dér
en ruta i x-led motsvarar 30° och
enrutaiy-led motsvarar 0,2.

Pricka in tabellens punkter och skissa
grafen.

¢) Kontrollera grafen till y = sinx med
grafraknare.

P

3~

N <
ggmr-.
cg &0 =
gg‘;.'mllz
oD

0

d) Undersok med grafréknare hur grafen till
y = sinx ser utiintervallet
-720° < x < 720°. Forklara.

Anvind din grafriknare.

a) Jamfor graferna till y = 2sinx och
¥y =0,5sinx med y = sinx. Rita en skiss
och beskriv likheter och skillnader.

b) Jamfor graferna till y = sin2x och
y = sin0,5x med y = sinx. Rita en skiss
och beskriv likheter och skillnader.

¢) Hur beror grafen till y = Asinkx avvirdet
pa A och k? Formulera en slutsats.
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2.1 Trigonometriska kurvor

Sinus- och cosinuskurvor

Ménga fenomen i naturen &r periodiska och upprepar sig regelhm.'tdet.
Néagra exempel ir dagens ldngd under ett ar, ebb och flod samt olika
svingningar och vagrorelser.

For att kunna beskriva dessa fenomen med matematiska modeller
behéver vi periodiska funktioner.

Vi borjar med att undersoka hur sinx varierar under ett varv
i enhetscirkeln.

tscirkel
s Vi avlaser de markerade

1hy punkternas y-koordinater
och gor en tabell och graf.

xn—.
= 1
_1'|
sinuskurvan  Vdrdetabell Graf med fem punkter Kontroll med grafrdknare
2
X y=sinx lf MY
0° 0
90° 1 i o
180°| 0 90° \ /60"
-1
14 _d
360° 0

Vi har nu ritat en sinuskurva i ett intervall med langden 360°.
Kurvans utseende upprepas obegrénsat i bdda riktningarna.
: N e . B
period Vi siger att sinusfunktionen &r periodisk med perioden 360°.

Y .
1 y=sin x
/\ /—\ X
_270° _90° 90° W 450° \/
21
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360°

Pa liknande sétt fir vi for cosinusfunktionen:

cosinuskurvan Vdrdetabell Graf med fem punkter Grafritande rdknare
X ¥ =cosx Ay 2
oo | 1 g
90° 0 % /
) ! - ' 360°
180 -1 180° 360° \/
0
—14
360° 1 -2

Om vi ritar bade sinuskurvan och cosinuskurvan i samma koordinat-
system, ser vi att de dr férskjutna i x-led i férhallande till varandra.
Cosinuskurvan far vi genom att forskjuta sinuskurvan 90° &t vénster,

/‘&\
y=cosx ¥ =sinx
/m S TN

Exempel 1  Hur skiljer sig kurvan y = 3 sinx frdn kurvan y = sinx ?

Svaret ér enkelt: y-koordinaterna till kurvan y = 3 sinx far vi genom att multiplicera alla
y-koordinater till kurvan y = sinx med 3.

X 0° 90° 180° 270° 360°

sinx 0 1 0 | 0
3 sinx 0 3 0 -3 0

A

'
~c — Amplituden

g P ——y=3sinx 4" ~\

14 N—y=sinx /_\
. s
14 180 3607 0 3607
A (] ) - y

storsta véirdet — minsta virdet

2
y = 3sinx har amplituden 3, maximivérdet 3 och minimivirdet —3.

amplitud  En sinuskurvas amplitud ar

2.1 TRIGONOMETRISKA KURVOR 53




2101

54

Sammanfattning 360°

Exempel 2  Hur skiljer sig kurvan y = sin4x frdn kurvan y = finx?
Utseendet pd kurvan y = sinx upprepas eft?r 360°. ) . .
Utseendet pa kurvan y = sin4x upprepas dd 4x = 360°, alltsd efter 90°.

Vi ritar graferna.

Ay y=sinx y=sin4x

; A LTINS
S RVAVAVE LVRVAYBY

Vi ser i figuren att funktionen y = sin4x har perioden 90°.

o 90°
o 360° _ e
Pi motsvarande sédtt har y = cos 3 perioden 2 72

Perioden kan berdknas

Amplitud och period paverkas inte av att en kurva forskjuts.

i 60°
y = Asinkx har amplituden 4 och perioden K

y = Acos kx har amplituden A och perioden X

fr

Funktionen y = 1,5 sin2x &r given.
a) Ange amplitud, storsta virde och minsta virde.

b) Bestim perioden.
¢) Skissa kurvan for hand och kontrollera med ridknare.

Vi jamfér med y = A sinkx
a) Amplituden A = 1,5, storsta virdet = 1,5 och minsta virdet = -1,5.

b) k=2 perioden = % = 180°

¢) Delaintervallet 0° till 180°i fyra lika delar. Markera fem punkter sa att kurvan kan
skissas. Kontrollera med riknaren, instélld pa grader (deg).

Ay Maximivarde och
storsta varde
il 2r
O/\ : 180°
1
2N\
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2102 Duvetatt y = sinx har perioden 360°.
@ Forklara hur du da far perioden for

a) y = sin 10x b)y = sin0,1x

2103 Har y = sin3x och y = cos3x samma
period?

2104 Bestdm perioden for

a) y = sin4x c) y = cos2x
b)y =sin0,75x d)y= cos;—c

2105 a) Skissa for hand kurvan y = 2 sinx.

b) Ange det storsta och minsta virde som
2 sinx kan anta.

¢) Ange kurvans amplitud.

2106 Bestdm kurvans amplitud och period.
a)y = 4cosx
b) y = 100 sin2,5x
¢) y = =50 cos5x

d) Ay
10

b o

HERCF

2107 Ge ett exempel pa en funktion med
perioden 200° och amplituden 2,5.

2108 a) Skissa for hand tva perioder av
kurvan y = 2 sin4x

b) Kontrollera din skiss med grafridknare.

2109 Rita grafernatill y = sinx och
(‘3 y = cosx isamma koordinatsystem.
a) Vilka likheter respektive skillnader
finns mellan graferna?
b) For vilka x-varden i intervallet
0°< x < 360°
giller att cosx < sinx?

2110 a) Skissa kurvan till y = —sinx

b) Ange det stérsta och minsta virde som
funktionen y = -2 sinx kan anta.

2111 Har ekvationen 4 sinx = sinx nigon
l6sning? Motivera.,

2112 For vilka viarden pa A saknar ekvationen
Asinbx = 1,2 16sningar?

2113 Grafen visar hur kurvan y = sinx skir
@ linjerna y = =+k ifyra punkteriintervallet
0° < x < 360°
Bestdm summan x; + x, + x5 + X,.

2114 Utgd fran att f (x) = sinx och att
f{@ = 0,3 och berdkna summan
f(@ +fla+360° +f(a+ 720° +
+ ...+ fa+ 3600°.

2115 Beridkna utan att anvianda riknare
summan

sin1° + sin2° + sin3° +
... +5sin358° + sin359°,




Grafritande raknare

2117

@

2118

2119

2120
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Du ska kunna 16sa ekvationer och olikheter exakt med algebraiska
metoder. Men som ett komplement ér grafritande raknare ett utmarkt
verktyg for att undersoka funktioner och pé ett dverskadligt sétt 16sa
ekvationer och olikheter grafiskt.

2116 Visa grafiskt att ekvationen sin2x = 0,5 har fyra losningar
iintervallet 0° < x < 360°.

Rita graferna till funktionerna

y = sin2x och y = 0,5.

20—

eZE

A
[\

2~

\/ 360°

Graferna skiir varandra pa fyra stillen.
Det innebir att sin2x = 0,5 har fyra 1dsningar i intervallet.

1.os grafiskt ekvationen
cos0,5x = 0,7
iintervallet 0° < x < 360°

Hur ménga losningar har
ekvationen sinx = cosx i
intervallet 0° < x < 360°?

Hur avlaser du perioden
for kurvan y = sin0,6x?

Undersok:

For vilka positiva virden pa a har
ekvationen sinx = a iintervallet
0° <x < 360°

a) tva losningar
b) en 16sning
¢) ingen 16sning?

2121

b

2122
2123

2124

Los ekvationen
cos2x = 0,5 iintervallet 500° < x < 700°

a) grafiskt
b) algebraiskt.

Olikheten cosx < k har en 16sning
120° < x < 240°. Vilket viirde har k?

For vilka virden pé b saknar ekvationen
3 sindx + b = 0 losningar?

Det finns ett enkelt samband mellan
antalet 16sningar till ekvationen

sinkx = a

i intervallet 0° < x < 360° och vérdet pé k,
dir k 4r ett positivt heltaloch 0 < a < 1.
Ta reda pé detta samband.
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Aktivitet

Trigonometriska kurvor

Anvénd fonsterinstillningarna:
X, =-180° X__ =360°
Ymin =-3 Ymax =3

Tips: Nar du undersoker flera
kurvor samtidigt ar det
lattare att se skillnad pé
dem om du later kurvorna
ha olika linjetyper.

\ S

-180°

-3

S

Materiel: Grafrdknare

1 a) Ritaisamma fonster
y = sinx och y = sinx + 2
Vad skiljer graferna ar?
b) Undersok for olika virden pé a:

Hur dr grafentill y = sinx + a
forskjuten i férhéllande till y = sinx?

2 a) Ritaisamma fonster
y = sinx och y = sin (x + 60°)

Gor avldsningar pa graferna.
Vad skiljer graferna at?

b) Undersok for olika positiva virden pa v:

Hur dr grafen till y = sin (x + v)
forskjuten i forhallande till y = sinx?
Motivera varfor.
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3 Undersok for olika positiva viarden pa v:
Hur ar grafentill y = sin(x—v)
forskjuten i forhdllande till y = sinx?

4 Undersok och ange en funktion pé formen
y =sin(x*xv)
som har en grafidentisk med grafen till
a)y = cosx

b) y = —sinx

5 Formulera kortfattat hur grafen till
y =Asin(xzxv)+5b

paverkas av virdena pd A, v och b.




Forskjuta kurvor

Exempel 1

Exempel 2

Sammanfattning

2125
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Vi ska visa hur man fr kurvan till y = sin (x + V) +

y = sinx.
AY y=sinx+2 [ y=

Om vi utgdr fran

y = sinx och adderar 2
till alla y-koordinater far vi
funktionen y = sinx + 2.
Hela grafen forskjuts 2

2 enheter uppét.

d genom att utga fran

sin x ar forskjuten

""""""""""""""" Kontrollera graferna
med din grafraknare,
360"/

enheter uppat. Amplituden &r
fortfarande 1, meny-virdena |
varierar nu mellan 1 och 3.

Om vi utgdr frén y = sinx Ay
A P Y=5nx

och forskjuter den 30° at

hoger fordndras inte

u?a\/ i

y=sin(x~ 307

amplituden eller perioden. | /00 180
Vi f&r funktionen

En period = 360°

90° Kontrollera graferna .
' med din grafraknar

y = sin (x-30°) eftersom |

(x — 30°) gér frén 0° till 360°

K—D =sinx ar forskjuten 30° &t hﬁgm

nar x gar fran 30° till 390°.

Kurvan till y=sin(x+ )+ d kanvi fa genom

d < 0 ger att kurvan ar forskjuten nedat.

v> 0 ger att kurvan ar forskjuten v grader till
v< O ger att kurvan ar forskjuten till hoger.

Cosinuskurvor forskjuts pa samma satt.

L

d> 0 ger att kurvan &r forskjuten d enheter uppat.

att férskjuta y = sinx

vanster.

a) Beskriv hur grafentill y = sin (x + 45°) -
forhallande till y = sinx.

forballande till y = sinx.

mellan -3 och 3.

Storsta viirde = 7 och minsta varde = 1.

b) Bestim storsta och minsta virde for funktionen y = 4 + 3sinx
a) Grafen ar forskjuten 2 enheter nedat och 45° at vianster i
b) y = 3sinx har amplituden 3 och y-viirdena varierar dérfor

y = 4 + 3sinx ér forskjuten 4 enheter uppat i forhallande
till y = 3 sinx. y-virdena varierar darfor mellan 1 och 7.

2 ar férskjuteni

—
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1l

2126 Antag att du har ritat kurvan y = sinx.

@ Hur far du d& kurvan
a)y =sinx+ 5 ¢) y = sin (¥ + 55°)

b)y =sinx-25 d)y =sin(x-35°)7?

2127 Ange sinuskurvans ekvation.
a) Ay

T

2128 Ange storsta och minsta virde for
funktionen

a)y=2sinx+3
b)y =3 -4sinx

y=-5-cosx

d)y =cosx-10

2129 Ge ett eget exempel pa en funktion
vars storsta viarde dr 12 och
minsta virde dr — 10.

2130 Bestdm taletasd att y = 5sinx + a
aldrig skir x-axeln.

2131 Hur ska du f6rskjuta kurvan
(,D y = cosx for att fa kurvan

a)y =cos(x+ 60° + 3,5
b) y = cos (x-20°) - 1,5?

2132 Kurvan y = sin3x forskjuts 36°
at hoger. Vilken ekvation fir den
nya kurvan?

2.1 TRIGONOMETRISKA KURVOR

2133 Viktoria pastar att en sinuskurva alltid kan
skrivas som en cosinuskurva. Har hon ritt?

2134 /_\Tr
1
= L
_1‘{\/ 360/ .

Hur ska du férskjuta

a) y = sinx for att fa grafen ovan

b) y = cosx for att fa grafen ovan?

2135 BestdamAochv i y = Asin (x—v) om
Ymax = 3 och y (0) =-1,5.
A>0, 0°<v <90

2136 Hur dr kurvan y = 3 cos (2x + 50°)
forskjuten i forhéllande till y = 3 cos 2x?

2137 For vilket vérde pa a ér funktionens
stérsta virde 8, om y = 5 —a sin2x?

2138 Rita kurvorna y = sinx och
y = cos (x + 270°) i samma fonster
pé din grafritare.

a) Vilken slutsats dr rimlig att dra fran
graferna?

b) Bevisa din slutsats.

2139 Bestam p och g sa att funktionen
y=psin(2x-10°) -2¢q

far minsta véirdet 3 och storsta virdet 5.

2140 Rita kurvan med din grafriknare.
Ange en annan formel for funktionen.
Motivera.

a) y = cos2x + sin’x
b)y = cosx + sin (90° - x)
¢}y =cosx ++3sinx

59




Ekvationen for en sinusformad kurva

60

2141

2142

—

Figuren visar grafen till en sinus- 1\ 5
funktion. Bestim en ekvation av

typen y = Asinkx + d for denna
kurva.

Perioden = 400°, dvs

360°
k

= 400° och k = 0,9.

maximivirdet — minimivardet
2

Amplituden A =

Jamfort med y = 4sin0,9x géller:
Forskjutningen iy-led dr 3 enheter uppat.

Ny “mittlinje” dr y = 3, dvs d = 3.
y = 4sin0,9x + 3

o

400°

Till sist bor du kontrollera med grafritande

« S
riaknare att denna ekvation ger rétt graf. fZL
| Svar: Kurvans ekvation dr y = 45sin0,9x + 3.
- . ]
Rita en skiss avkurvan y = 5sin 2(x + 45°) - 4.
Kurvan har samma amplitud och period ; Ay |
som y = 5sin2x, dvs amplituden 5 och i y=5sin2x
A X
perioden 360° _ 180°. _4?/ \ \ ’ /Bon
=5 y=-4
Forskjutningen i x-led ar 45° till vanster. ‘
R -9 : !
Forskjutningen iy-led ar 4 enheter nedat. i y=5sin 2(x + 45%) - 4
Den nya ”mittlinjen” r y = - 4.
Kontrollera grafens utseende med din raknare.
OBS Om funktionen y = 5sin2(x + 45°) — 4 skrivs y = 5sin (2x + 90°) -4
kan det vara svarare att se forskjutning 45°.

2.1 TRIGONOMETRISKA KURVOR

_

L

2143 Bestam en funktion av typen
@ y = asinbx som ger grafen

a) Ay
4_
4
i \/ ’
b) y
2
& e
3o

2144 Skissa grafen utan hjilpmedel. Kontrolléra
sedan med din grafriknare.

a)y =sin0,5x + 1
b)y = 2 Cos2x + 2

2145 Hur méanga perioder har kurvan
y = sin4x iintervallet 0°< x < 360°?

2146 Bestam en funktion av typen

'D Y = asinb(x + v) som ger grafen
Ay

2_

2147 Vilka av de sex funktionerna ger grafen?
y Ay =-sinx
By=-cosx
/\ . Ty =sin(x+ 180°)
. ™™ D y = cos(x + 180°)
J/ \/ E y = sin(x-90°)

Fy=-cos(x-90%

2.1 TRIGONOMETRISKA KURVOR

2148 Funktionen y = 200 sin5x + 300
ger grafen

Ay

Bestdm talen a, b ochc.

2149 Bestdm en funktion av typen
y = asinb(x +v) + d som ger grafen

2150 Skissa grafen till y = 10,5 sin (3x - 90°).
Kontrollera med din grafrdknare.

2151 Rita en enkel skiss till grafen av funktionen

@ y = Asin % x-C)y+D
dir A, B, C och D ar positiva. Markera
ifigurenvar talen A, B, C och D kan
avlésas.

2152 f(x) = Asinkx + b

Putte pastdr att graferna till f(—x) och —f(x)
ar identiska. Har han rétt eller fel?
Motivera.
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Kurvan y=tanx

62

virdetabell

graf

asymptoter

Ekvationen tanx = k

Funktionen y = tanx har perioden 180°. Vi kan visa detta med omskrivningen

sin (x+180°)  —sinx _ sinx

. — = tanx
tan (X + 180 ) = COS (X + 1800) —COoS X CcoSs X

Vi bérjar darfor med att rita kurvan pé ett intervall av langden 180° och

vi viljer intervallet -90% < x < 90°.

Observera att tanx ej ér definierad for de x-viirden

tex x = -90° och x = 90°.

di cosx = 0,

-20°

F -90°‘—89° -80° | -45°

v [

45°

80° | 89°

90°

-57,3|-57| -1 [-04

i €l
2l def.

O 014

5,7 | 57,3

€]
def,

Nir x narmar sig 90° frin vénster
kommer tanx att vdxa obegrénsat.

Nir x niarmar sig —90° fran hoger
kommer tanx att avta obegransat.

Linjerna x = —90° och x = 90°
kallas lodrita asymptoter.

Figuren visar att en ekvation

av typen tanx = k, ddr k

ir ett godtyckligt tal, har en och
endast en 16sning inom en period.

_y:laﬂ X

—

Den fullstiandiga lésningen till
L tanx=k ar x=tan'k+ n-180°

=

60°

60°

Vi ritar en graf med flera
perioder med grafritande
raknare.

Kontrollera ocksa hur

)

360°

-360°
din riknare reagerar om
du forsoker berdkna

tan (-90°) och tan(90°). L

)
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2153

2154

tan v och enhetscirkeln

Men om viritar in linjen x =1 ienhetscirkeln

Vikan inte avldsa tanv direkt i enhetscirkeln.

kan vi anvéinda denna f6r att avldsa tangens vérde.

Forlangningen av radien bildar

tillsammans med x = 1 och x-axeln en

ratvinklig triangel dir t ex

tan 60° =

motstaende katet _ y-virdet

nérliggande katet

Vi kan for alla vinklar avldsa tanv dir radiens

1

forlangning skir x = 1. Detta eftersom

tanv = tan (v + n -180°) och tan (—v) = —tanv.

tan 150° = tan (-30° + 180°) = —tan30° = —

1,73 [Presssr

\, 60°

¥ =

= 1,73

0,58

L1507
N\

¥ =

-0,58

a) Vilken period har y = tan2x?
b) Hur ménga lésningar har ekvationen
tan2x = 0,9 iintervallet 0° < v < 360°?

a) Perioden ar 160

=90°

b) Varje period har en 16sning.
Iintervallet 0° <v < 360° ryms fyra perioder.
Ekvationen har fyra I6sningar.

3
-

~

0°

T 1]
([

[

360°

-3

a) tan2x = 0,9
a) tan2x = 0,9

2x = tan10,9 + n - 180° SInX _ 31

2x = 41,987... + n-180° tanx =-3,1

x = 21,0°+ n-90°

Bestdm med en decimal samtliga 16sningar till ekvationen
b) sinx =-3,1 cosx

b) sinx =-3,1 cosx

x = tan"'(-3,1) + n-180°
~-72,1° + n - 180°
x = 107,9° + n - 180°

Dividera med cos x.

Adderar vi en
period till =72,1°
blir svaret positivt.

2.1 TRIGONOMETRISKA KURVOR
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2155 Vilken period har

@ a) tanx

b) tan 2x

X
¢) tan=7?
) 3

d) tan0,2x

L5s ekvationen och svara med en decimal.

2156 a) tanx = 0,6 b) tanx = -5

2157 a) tan2x = 1,3 b) tan3x+ 0,4 =0

2158 a) tan> = 0,2

5 b)2tan§+5=0

2159 a) sinx = 0,8 cosx  b) 2sinx = cosx

2160 Har tan x nigot stdrsta eller minsta vrde?
Motivera.

2161 Finn tva olika virden pé x, ett positivt och
ett negativt, sé att tanx = 1.

2162 Antagatt sinx = 0,6 och cosx = 0,8.
Vilket varde har d& tanx?

2163 Berikna tan270° med din rdknare.
Forklara ditt svar.

2164 Grafen visar y = tankx . Vilket varde har k?

2165 Bestam utan ridknare
tana + tan (a + 180°) + tan {a + 360°)
om du vet att tana = 5.

64

2166

b

2167

2168

2169

2170

2171

2172

®

2173

2174

2175

Los ekvationen. Svara med en decimal.
a) sinx-3cosx =0
b) 5sinx + 2cosx = 0

sin 10°
cos 10°

Forenkla tan190°— utan raknare.
Undersok om ekvationen tan3x = 3,08
har nigra 16sningar mellan 200° och 300°.
Ange i sa fall dessa.

Undersok grafiskt om
tanx = tan (180° —-x).

Eor vilka vinklar v i intervallet O till 360° &r
tanv negativt? Motivera ditt svar.

Bestim ekvationen till grafen
a) b)
Ay 4y K \ \
1 _4 1
7 0 0 | 360\

1

" tan (x +90°) foF

Undersok om tanx =
alla virden pa x. Visaisé fall detta.
Ekvationen 4tan5(¢ + 10°) = 1 saknar

16sningar i intervallet 180° <x < a’.
Vilket 4r det storsta mojliga virdet pd a?

Los ekvationen 4 cos?x + 2 sinxcosx =1

genom att férst anvinda trigonometriska
ettan.

Finnett x > 0 sdatt

1
tan! (2x) = cos!
an! (2x) = cos (x +1)

2.1 TRIGONOMETRISKA KURVOR

Kurvan y=asinx+ bcosx

Exempel

allmanna fallet

2.1 TRIGONOMETRISKA KURVOR

= 5
Astra undérséker funktionen — =~
y = 2sinx + 3 cosx med sin [~V =2sinx+ 3cosx
grafritande riknare. - / /\
Astra tycker grafen serutsom ~ -90° ‘ : : 360°
en sinusfunktion med / i
amplituden ca 3,5.
Kan summan 2 sinx + 3 cosx ~ - 4

skrivas som en sinusfunktion
pé formen csin (x + v)?

Vi utgér frén det allménna fallet y = a sinx + b cosx dér a, b > 0.
Om funktionen kan skrivas som y = csin (x + v) ger det
ekvationssystemet

Den andra ekvationen kan vi skriva

{y =asinx + b cosx
om med additionsformeln f6r sinus.

y=csin(x+v)

y =asinx + bcosx
¥ =ccosv-sinx + ¢ sinv- cosx

Vi ser att ekvationerna dr identiska om

a = ccosvy
b =csinv

Vi anvinder detta ekvationssystem for att fa fram formler for
c respektive v.

Om ekvationerna kvadreras och adderas ledvis far vi

a? + b2 = c2cos?v + c?sin?v

a? + b% = % (cos?v + sinv)
c=+a?+ b2

Vi utgdr fran ekvationssystemet igen. Om den andra ekvationen divideras
ledvis med den forsta far vi

Trigonometriska ettan

b
tany = —
a

Vi kan alltsa skriva om y = asinx + b cosx som en sinusfunktion

y =csin(x + v) dirv beridknas med formeln tany = é
a

ochc=\la2—i—b2
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Exempel forts

Sammanfattning

2176

Astras funktion y = 2 sinx + 3 cosx (a= 2.,‘b =3) kan
skrivas pa om pa formen y = csin (x + V) dar:
tany =—=

a

3
=tan!| = | = 56,3°
()
c=\}a2+b2=\113z3,6
y =2sinx + 3 cosx = 3,6 sin (x + 56,3°)

Vi kan pa samma sétt dven skriva om kurvor pa formen y = asinx—b cosx

fr ]
y = asinx+ bcosx = \a* + b*-sin(x+ V)

y = asinx — bcosx = \a’ + b*-sin(x - v)

Dd a>0, b>0, tanv= —g. 0° < v < 90°

L

Skriv om funktionen y = 7sinx-24cosx pa f?rmen
y = csin(x-v) ochange funktionens storsta virde.

c=y72 + 242 =25

v = tan™ (24/7) = 73,7°

y = 25sin(x - 73,7%)

y = 25 ér funktionens storsta virde.

Kontrollera pa din réknare att -
Y, = 7 sinx - 24 cosx och
Y, = 25 sin (x - 73,7°)

ger samma graf och att det
storsta vardet dr 25.

~100°— //\ 1 400°

2.1 TRIGONOMETRISKA KURVOR

L

2177

@

2178

2179

2180

2181

2182

b

2183

Bestdm grafiskt storsta virdet for y,
a)y =6cosx-3

b) y = 15-4sin(x + 35°)

¢) y = 33sinx + 56 cosx

d)y = 65sinx — 72 cosx

Skriv om uttrycket pd formen

y = csin(x + v). Ange ¢ exaktoch v
med en decimal. Kontrollera ditt svar
grafiskt.

a)y = 6sinx + 8cosx
b) y = 10sinx + 24 cosx
)y = 8sinx — 15cosx
d)y = 7sinx.— 9 cosx

Vilket dr det minsta virde som funktionen
f() = 10 + 60sinx + 11 cosx kan anta?

Forklara kortfattat varfor storsta vardet
fé6r y = 5cosx + 3sinx inte blir
5+3=8.

Los grafiskt ekvationen sinx + y 3 cosx =1
iintervallet 0° < x < 360°.

Skriv summan av de tva graferna nedan pa
formen y = csin (x + v).

J\y

0,31

Gar funktionen y = 2 sinx + cos2x att
skriva pa formen y = ¢ sin (x +v) ?

2.1 TRIGONOMETRISKA KURVOR

2184 Funktionen y = asinx + (a + 1) cosx

e’

2185 Ljs ekvationen algebraiskt.

2186

2187

C/

2188

2189

ar given.
a) Bestim det positiva talet a s& att funk-
tionens storsta virde blir 29.

'b) Ange det minsta positiva x-varde for
vilket y antar sitt stérsta virde 29.

Svara med hela grader.

a) 3sinx +4cosx=1

b) 10 sinx + 24 cosx = 27
¢) 2sinx—-cosx = 2

Rita grafen till funktionen

f@2x) = V3 sin2x + cos?x — sin?x
Resultatet antyder att f (x) kan skrivas pa
formen y = csin (x + v). Visa detta.

A
81

N

y >

' 36IO‘; N 72;0"’

|
Ange ekvationen till kurvan ovan pa
formen y = asinx + b cosx ‘

|

Harled och visa i detalj hur man kan skriva
om y=asinx-bcosx(a>0,b>0) till
en sinusfunktion.

|
|
|
|
Gar det att skriva y = a sinx + b cosx |
som en cosinusfunktion? ‘
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2.2 Radianbegreppet

Ett nytt vinkelmatt

Exempel

grader

nygradet, gon

radian

Radie = 1
Bége = 1

y = 1radian

68

Indra undersoker derivatan av sinx
med sin symbolhanterande rdknare.

Riknaren, instilld pa grader, ger att
f(3) = sinx har derivatan
() = 0,017 453 29 cosx

Indra undrar om derivatan av sinx verkligen
méste vara sd kranglig?

Svaret &r nej, men for att kunna hitta
enklare samband maste vi anvanda oss
av ett annat vinkelmatt dn grader.

Det finns flera olika vinkelmatt.

Nir vi mater med grader r ett varv 360°.
Grader anvindes redan av de babyloniska
astronomerna och formodligen r det antalet
dagar pa ett dr som ar bakgrunden.

Ett varv kan ocksa sigas vara 400 nygrader,
eller 400 gon. Vinkelméttet anvands bl a
inom lantméteri for att underldtta
berikningar. Derivatan av sinx blir inte
enklare med nygrader.

Ett helt annat sétt att méta vinklar utgér

fran cirkelbigens lingd. Om vi i enhetscirkeln
markerar en bige med lingden 1 ldngdenhet,
f&r vi en vinkel som kallas 1 radian, vilket
skrivs 1 rad. Figuren visar négra
medelpunktsvinklar i radianer.

2

Radie = 1

Bége = x

Radie = 1
Bage = 2

y = 2radianer y = xradianer

d,_.
a{snn(x))

@. 81745329252 cos(x)

Radie = 1
Bége = 2w

vy = 2nradianer

2.2 RADIANBEGREPPET

Definition

Samband grader — radianer

2201

2202

2.2 RADIANBEGREPPET

En vinkel dr 1 radian
om den i en cirkel ger
en bage av radiens lingd.

Mellan grader och radianer far vi féljande omvandlingsformler:

2

Ett varv = 360° = 2nrad, dvs 180° = & rad

 g— ~
180 rad = 0,017 45 rad

1rad = 8% - 573
T

.

For radianer uteldmnas ofta beteckningen helt. Skriver vi sin 2 s ska
detta tolkas som ”sinus for 2 radianer”. Menar vi ”sinus for 2 grader”
maste vi skriva sin 2°. De formler och samband som vi tidigare har visat for
vinklar i grader géller ocksa for vinklar i radianer.

Pa r.éiknare brukar "deg” sté for grader, "gra” for nygrader och “rad” for
_radlaner. Det &r viktigt att du kan kontrollera och dndra rdknarens
installning.

Omvandla a) 98,1°till radianer b) 6,07 radianer till grader.

a) Sambandet 180° =1 geratt 1° = T
. - 180
98,1°=98,1-— = 1,71
180

b) Sambandet 180° = & ger att 1 rad = 180°

o
6,07 = 6,07 - 1890 < 3478°
T
Bestim exakt sing
180° = it ger direkt att g iy L 60°
3
L. . 3 Exakta varden finns
smg =sin60° = £ i tabell och formelblad.
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2203

—

Ls foljande trigonometriska ekvationer.
Svara i radianer med tva decimaler.

a) sinx = 0,93
b) cos2x = - 0,54

a) sinx = 0,93
Om riknaren ir stilld pa grader (degree)
sd ar sin! (0,93) = 68,434... = 68,4°.
Om riknaren ir stélld pa radianer
s& dr sin™ (0,93) = 1,194... = 1,19 radianer.

l Vi raknar i radianeﬁ I Perioden &r 360° = ZE
"

x = 1,19 +n-2xw eller

b) cos2x = - 0,54
2x = 2,14+ n- 21
x==*1,07+n'w

¢) tanx = 1,9

[Perioden ar 180° =nmn |

x=109+n-7n

d) sin(% + g) = 0,98

Sammanfattning

¢) tanx = 1,9

d) sin (% + %) = 0,98

x=1t-1,19+n-2%
x = 195+n:2x

X T 01,370 +n-2n eller X+l1xn-1370+n-2%
3 4 3 4

X ~ 0,585 +n-2n X ~ 0,986 +n-2n

3 3

x = 1,76+ n-6m x=296+n:6m

Losningar i radianer till grundekvationerna:

cosx =k
-1 <k<1

sinx = k
-1<k<1

X=Vv+n-27 X=%V+n-27

eller dir v = cos1 k
X=mT-V+n-27

dar v = sin! k

fr

tanx = k
k godtyckligt tal

X=Vv+n-m
dar v = tant k

ey

2.2 RADIANBEGREPPET

2204 Forklara hur du omvandlar fran
@ a) grader till radianer
b) radianer till grader.

2205 Omvandla till radianer.
Svara med tv& decimaler.

a) 34,3° b) 193,4° c) 698°

2206 Omvandla radiantalet till grader.
Svara med en decimal.

a) 0,282 b) 5,74 c)-10

2207 Motivera varfor

a) 90° = grad b) 4xrad = 720°

2208 Visa att
5n

a) 300° = ?rad b) %rad =120°

2209 Beridkna med rédknare

a) sin2° b) sin2

2210 Varfor ger raknaren ett storre varde for
sin (1) om den &r instilld pé radianer &n om
den dr instélld pé grader?

2211 Berikna sing + cos 57 utan rdknare.

Kontrollera ditt svar med raknare.

2212 Los ekvationen fullstdandigt. Svara i
radianer med tva decimaler.

a) sinx = 04
b) cosx = 0,9

¢) sinx = -0,2
d)tanx = 5

2213 Lo6s ekvationen fullsténdigt utan
riknare. Anvéind enhetscirkeln.
Svara iradianer
a)sinx =1 ¢) cosx = -1

b) sinx = 0

I
o

d) cosx

2.2 RADIANBEGREPPET

2214

b

2215

2216

2217

2218

2219

2220 Tva punkter P och Q pé enhetscirkeln

2221

Lo6s ekvationen fullstdndigt utan
raknare. Svara exakt,

. T 2
2x = 0,5 ~ By ¥
a) sin2x s c) gos (x 7 ) 2
b) tan2x = 1 d)tan(x+%)=\/§
|
Berdkna utan rdknare.
on

a) tan(-6m) + cos e

. 3rn b
b) sin (_T) — tan (_Z)

-
Finns det nagon vinkel som har
samma vérde i radianer och grader?

Los ekvationen i det angivna intervallet.
Kontrollera ditt resultat grafiskt.

a)20—3cos%t=22,0£t£24 ‘
b)lZsin(%t—g)+20=30,0StSS |

Ar det ndgon skillnad om du skriver
a) sin®x eller (sinx)?
b) tan' x eller (tanx)1?

|

Los ekvationen | ‘

a) sin2x—sinx =0 ‘”
2sinx cosx

sin® x + cos*x ‘

har x-koordinaterna 0,4 och 0,5.
Hur ldng ar cirkelbdgen mellan P och Q?

Lat f () = cos™! (cosx)
a) Vad betyder f(x) och vad bor det bli?

b) Testa ditt svar i a) genom att
berdkna f(x) for x = 1, 2, 3, 4.

c) Forsok forklara resultatet i b).

l
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cirkelbage

- 1 2223 Berdkna ldngden av cirkelbigen samt 2229 Forklara hur du med hjalp av definitionen
c : rke I 89kt0rn oc h rad laner cirkelsektorns area om radien 4r 6,5 m ~av1radian kan ange ett uttryck for
och medelpunktsvinkeln ar : " cirkelbdgens lingd om radien dr a cm och
Med radianelzlsom V]ijnkeéf?uﬁtt a) 0,45 rad ¢ 2,87 rad medelpunktsvinkeln &r 2 radianer.
f&r vi nya enkla samband for = i /
cirkelsektorns bage och area. medelpunktsvin e_] b) 82 d) 173

2230 Latituden for en punkt P definieras som
2224 Bestdm vinkeln v i grader om vinkeln POE, dér OF &r

@r=120m och b= 32m Fekvatoritkeln och b
Om medelpunktsvinkeln dr 60° b)r=0,47m och b = 0,56 m Q

: gen PE ar en del av meri-
s& dr bagens lingd = c0 — x hela cirkelns omkrets. » dianen genom P. Sveriges "
360 <::::]<] b sydligaste punkt Smygehuk

Om medelpunktsvinkeln dr 2 radianer har latitud 55,3°.

Exempel Cirkelbagens lingd &r '
(vinkelns andel av hela varvet) X (hela cirkelns omkrets)

s r bagens langd = 2 % hela cirkelns omkrets. Ay a) Hur langt fran ekvatorn ligger Sveriges
2n . 1 ) sydligaste punkt?
3 varande sitt kan vi hirleda nya formler for cirkelsektorn: b) Sverige r cirka 157 mil 1&net. Vilken
P4 mots g g
2225 1en enhetscirkel har v i latitud har Sveriges nordligaste punkt?
i | punkten Pvinkeln . g
Cirkelbdgens langd b v = 2,3 radianer. 2231 Endrivrem r spénd 6ver tva runda hjul
Vinkeln v mits i grader. Vinkeln v méts i radianer. Hur lang dr bagen b ? med radierna 15 ¢cm och 16 cm.
3
v
h=—"2nr b= o 2nr=v-r 2226 Fnrund 6-bitars tarta har diametern
360 20 cm. Vilken omkrets har en bit?
Cirkelsektorns Cirkelsektorns area A
bage och area Vinkeln v miéts i grader. Vinkeln v méts i radianer.
2
v v:.r
= U e A= oom r? = 5 a) Hur minga radianer vrider sig det stérre
360 hjulet nar det mindre vridit sig ett varv?
A=—wonexl = b-r A=Y o b_2_r b) Driviemmen har hastigheten 5,0 m/s.
360 2 2 2 Bestdm vinkelhastigheten i radianer
) per minut fér de bada hjulen.
\
8 2232 A k for cirkel
. . delpunktsvinkeln nge ett uttryck for cirkelsegmentets area
2222 En c1rk<:.11'sektor med radien 2,5 m har medelp @ (det firgade omradet).
g "1ane.r. . lined 2227 Sckundvisaren pd en klocka dr 1,3 cm.
a) Bestdm cirkelbagens langd. 'D Hur 18ngt rér sig visarspetsen pa 20 s? ,
b) Bestiam cirkelsektorns area.
i —y-r=075-25m~ 1,9m 2228 Fran jorden ser vi ménen under en vinkel 7
a) Bagenb =v-r av 0,5°. Uppskatta ménens diameter om :
v-r2 _0,75-2,5% ., 2 avstandet till ménen dr 384000 km.
b) Arean A = P 5 m* = 2,3m / 2233 Tva cirklar med radien 1,0 m ir placerade
\ sé att deras medelpunkter 4r 1,0 m
s ifrdn varandra. Hur stor area tiicker de
Du kan ocksa anvanda formeln A = 5 tillsammans?
2.2 RADIANBEGREPPET 2.2 RADIANBEGREPPET 73
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2.3 De trigonometriska funktionernas derivator

Derivatan av sinx och cos x N

74

derivatans definition

differenskvot

gransvérden

0

Iz, y=sinx

Vi ska nu bestiimma derivatan av f(x) = sinx
da vinkeln x anges i radianer.

Om vi skissar hur grafens lutning varierar
si verkar det troligt att derivatan dr en
cosinusfunktion, se figur intill.

Vi anviander derivatans-definition t )
for f(0) = sinx.

flx+h)-fx) _ lim sin (x + h) — sin x
h h—0 h

f'e) = lim

Vi anvinder additionssatsen for sinus och omformar differenskvoten

sin(x+h) —sinx _ sinx cosh + cos x sinh —sinx _

h h
sin x cos h —sin x cos x sin h . cosh -1 sin h
= $ 2= " = ginx+ ——— *+cosx-
h h h h
Eftersom sinx och cosx inte beror av h, (

cosh—1 . sinh
——_~ och lim

bestams derivatans virde av gransvirdena: }ina lim ==
=4 1=l

Vi undersdker gransvirdena numeriskt med raknaren instilld pa radianer.

h cosh-1 §m_h
h h
0,1 -0,04995835 0,99833417
0,001 -0,0005 0,99999983
0,00001 -0,000005 1

Av tabellen #r det rimligt att dra slutsatsen att

lim SR e Sl =0 och lim sin h =
h—0 h h—0

1

2.3 DE TRIGONOMETRISKA FUNKTIONERNAS DERIVATOR

g

Pa liknande sitt kan vi visa att f() = cosx har derivatan f'(x) = —sinx.
s
Om x anges i radianer far vi enkla derivator till sinx och cos x.
Sammanfattning f(x) = sinx har derivatan f'(x) = cos x.
f(x) = cosx har derivatan f'(x) = — sinx. J
2301 . AN h
Bestidm f (5) da f(x) = 3 sinx -2 cosx
f(x) = 3sinx-2 cosx
f'(x) =3cosx—-2 (-sinx) =3 cosx + 2 sinx
(TN _ L - (T
—|=3cos|= —~]=3- ‘1=
f&) Q)+2mn&) 3:0+2-1=2
Svar: f’(EJ =2
2
2302 . )
For Yllka x-vérden har grafen till f(x) = sinx en tangent med
lutningen 0,5? Svara exakt.
Vi soker x-varden sa att f' (x) = 0,5.
f(x) = sinx
f'(x) = cosx ger ekvationen
cosx = 0,5
x==+"4 n-2m
3
Svar: Lutningen 4r 0,5d& x = + X + n- 2x
3
2.3 DE TRIGONOMETRISKA FUNKTIONERNAS DERIVATOR 75

Vi kan nu slutfora hirledningen av derivatan till sin x.

f/(x) = lim sin (x+h) —Ejnx _
h% h -

i . (cosh -1 . i

= }133[ B ) + cosx - {gt;(snﬁh)

f'0) = sinx-0+ cosx 1 = cosx




Bestdm f'(x).
2303 a) f(x) = 2sinx o) [
@ bvfew=3cosx DfE

~-5cosx

—9sinx

2304 a) f(x) = 2cosx + 5 sinx
b)f(3) =1-2cosx + 1,3 sinx
¢) f() =3x-0,2sinx

d)f(X) =§— COSSX

2305 Vad krévs for att y = sinx ska ha den
enkla derivatan y' = cosx?

2306 Bestam
a) f'(0) d& f() =x*-2sinx + 3
b)h'(m) d& h (®) = 0,7 sint-1,1 cost
¢)s'(1,2) da s(r) = 3,2cosr + 0,3 rd

2307 a) Vilken lutning har tangenten till
y = sinx ipunkten (0, 0)?

b) Bestim ekvationen for tangenten till
y = sinx ipunkten (0, 0).

2308 Bestiam ekvationen for tangenten till
kurvan y = cosx da x =n/2.

2309 a) For vilka vinklar i intervallet 0 <x <27
ar derivatan till y = sinx negativ?

b) Rita med grafriknaren derivatan till
y=sinx. (texY = nDeriv(sinX,x,x) ).
och kontrollera ditt svar i a). Motivera!

2310 Los ekvationen f'(x) = 0 om f(x) = sinx.
Tolka och kommentera ditt svar.

2311 Vilket ar det storsta vardet derivatan
till f(x) = 1,5sinx kan ha? Motivera.

2312 Funktionen f(x) = Asinx + Bcosx

‘D ir given. Ange talen A och B om
£(0) = 4 och f'(0) = 5.
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2313 Bestam det exakta virdet av f' (% ) om

_ sinx  cosx
foo=—="-—3

2314 Bestim for vilka x-varden kurvan
f() =0,3x + cosx haren extrempunkt.

2315 y = sinx hariorigo tangenten y = X.
For ’sma” x-varden ar darfor sinx = x.

a) Undersok grafiskt och jamfér sinx med
xom x = 0,11.

b) Giller sambandet sinx = x for ”sma”
x-virden, dven for vinkelenheten grader?

2316 Bestim exakt ekvationen for tva tangenter
till y = sinx som har lutningen 0,5.

2317 Med riknaren instélld p& radianer fann vi

0 att -

(se tabellen pé s.74)

a) Undersok och bestam pa samma satt
gransvirdena med raknaren installd pa
grader.

b) Vad blir derivatan av sinx om x anges
i grader istéllet for radianer?

2318 Harled derivatan till f(x) = cosx.

2319 Bestam grinsvirdet
. sin(x+h) —sin(x-h)
. 2h

Kommentera ditt resultat.

2320 Gér det att bestimma talet a sd att

funktionen
()_{x—ka x <0
f= cosx x=0

for x = O faren
a) sammanhéngande graf

b) tangent i punkten?

2.3 DE TRIGONOMETRISKA FUNKTIONERNAS DERIVATOR

Aktivitet

Kedjeregeln

Du kan derivera olika typer av funktioner, t ex:
y=x"+3x+2 y =4x3+3

y =4e* y' =4ex

¥y =3sinx y' =3cosx

Nu ska du underséka hur derivatan ser ut for s

kallade sammansatta funktioner. De bestir av en
"yttre” funktion och en "inre” funktion.

Sammansatt Yttre funktion Inre funktion
funktion

y=(e*+1)3 "Upphéjt till 3” e +1

y = (sinx+3)* | "upphdjt till 4” sinx+ 3

y=sin(x?+1) | "sinus fér" x2+1

De sammansatta funktionerna kan skrivas pa
den generella formen y = f (g (x).

1 Tudor underséker derivatorna till de tre funk-
tionerna ovan med en symbolhanterande rak-
nare. Studera skidrmbildens resultat och {6rsok
hitta ett ménster. Hur beror derivatan av den
yttre respektive inre funktionen?

Formulera ett samband med ord.

Aoz q43
de(e +133]

B W .
4 :3-[6"+1] et
: E[{Ein(x'}+3}4]
4-(5in[:x)+3)3-cos(xf.l
j‘;[sin(}:2+1)]

2 x-r:-osl:xzﬂ]

5

2.3 DE TRIGONOMETRISKA FUNKTIONERNAS DERIVATOR

$}k UNDERSOK

2 Tudor undersoker ytterligare en sammansatt
funktion. Stimmer derivatan med det monster
du fann i uppgift 1?

d

E[{cﬂs(x)bz]

W ~2«coslx ] sinx)

3 Forsok att fomulera en generell regel for
hur man ska derivera en sammansatt
funktion y = f(g(x)).

Denna regel kallas ofta kedjeregeln.

En sammansatt funktion bestar av en yttre och en
inre funktion.




Derivatan av sammansatta funktioner

sammansatt funktion  En funktion av typen y = sin3x kan ses som sammansat.t avtva
funktioner, en yttre funktion y = sinu och en inre funktion u = 3x.
Vi borjar med att ge exempel pé ndgra sammansatta funktioner.

yttre och inre funktion Sammansatt funktion Yttre funktion Inre funktion
y = cos2x y =cosu u=2x
y = (2x)3 y=ud u=2x
Iy=(2x+1)“ y=u u=2x+1
y = sin? x = (sinx)? y = u? U = sinx
y=flgwx) y=f) u=gx

1 dessa exempel kan vi bestdmma f' (u) ochg' ().
Vi vill nu undersdka om derivatan av den sammansatta funktionen

y = f(g()) kan uttryckas med hjélpav f'(w) och g'(x).

Exempel Vilken derivata har den sammansafta funktionen y = (1 +x3)%?
I detta fall kan vi utveckla parentesen och sedan derivera
y=(1+x2=1+2x+x° y =6x>+6x°

Kan vi fa detta resultat med hjlp av den yttre och inre funktionens
derivata?

Den yttre funktionen y = f(1) = u? har derivatan f'(u) = 2u = 2(1 +x%).
Den inre funktionen u = g(x) = 1 + x® har derivatan g'(x) = 3x?

Produkten av f'(u) och g'(x) ger derivatan av den sammansatta
funktionen:

Y= -g0c)=2(1+x%3x*= 6x2 (1 + x?) = 6x% + 6x°
allmant  Detta resultat kan ocksd troliggoras med ett allmént resonemang:

g'0) = M})l_—g(_ﬂ geratt g(x+h) ~gQ)+g' () h

o fEGHh) - fREY) | flgl) + g'(x)-h) ~ fg(x)) _
- h h

_futk - f@ | f@+ k- f
B h h

Vi satter g(x) = u
ochg'x)- h=k

_ f’(t;l)-k _ f’(g(x)if-tg’.(ﬁ-f‘ =f (g0 -g' @

Deriveringsregeln vi funnit kallas kedjeregeln. Den kan skrivas:

——

Kedjeregeln Om y=f(u) och u=g(x) s&giller for y=f(g(x) att y'=F(glx) - g0
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2321 Derivera
a) y = sin5x

a) y =sinb5x
¥'=cos5x+5 = 5 cos5x

b) y =3cos(2nx + 3)

c¢) y =(1 + sinx)?
y'=3(1 + sinx)?- cosx

d) y =sin®2x = (sin2x)°

y'=5sin*2x-cos2x-2 = 10sin*2x - cos2x funktion.

c) y = (1 +sinx)3
b) y = 3cos(2nx + 3) d) y = sin® 2x

Yitre: y=sinu  Inre: u=5x
y'="yttre derivata” x "inre derivata”

I Yitre: y=3sinu Inre: u=2nx+ 3 I

y'=-3sin(2nx + 3)-2n = -67nsin(2nx + 3)

| Yttre:y =u® Inre: u=1 +sinx —‘

Yitre: y=u® lInre: u=sin2x
OBS sin2x ar ocksa en sammansatt

2322 Ange forst yttre och inre funktion
@ och derivera sedan

a) y = sin2x Ay=03+4)»
b)y=2cos(0,5x-1) d)y = cosx
Derivera

2323 a) y = sin9x b) y = cos0,3x

2324 a) y = 15sin %

2325 a)y = 2sin(5x + 1)
by = 4cos(%x—3)

b) y = 3cos2nx

2326 a) y = sin?x b) y = cos®x
2327 Bestdm k sd att kurvan y = sinkx
har lutningen 2 i origo.

2328 Ange med hjélp av kedjeregeln en enkel
deriveringsregel f6r funktioner av typen
y = coskx dér k r en konstant.

2329 Vilka av nedanstiende funktioner r inte
b sammansatta och gar inte att derivera med

kedjeregeln?
A y =sinx-cosx C y=Inx?2
B y = cos(cosx) Dy= X

: sin x

2.3 DE TRIGONOMETRISKA FUNKTIONERNAS DERIVATOR

Derivera med avseende pd x.
2330 )y = (1 +cosx)* b)y=sin(l+x3
2331 a) y =sin*(2x-1) b))y = sin(cosx)

2332 a) y = (1 + sinax)"
b)y =Asin(bx+c¢) +d

2333 Bestdm ekvationen for tangenten till

kurvan

y = 3sin2x — cos2x da x = %Tn

2334 Finn en funktion F som har derivatan
a) F'(x) = sin2x b) F'(x) = cos0,5x
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. dy ) LoTX
2335 Bestdm —> om y = sinx°® = e
ac oY S 180

Tolka ditt resultat.

2336 I den sammansatta funktionen
O ro=fw)
dar g (x) = cosx och f'(-1) = 2,
Bestdm F'(m).

2337 Visa att kurvan y = sin’kx + b har
storsta lutningen k.




2.4 Tillampningar och problemlosning

2401

Vi kan for alla reella tal t finna véirden pa sint och cost. .

Niir vi ska beskriva periodiska férlopp med trigonometriska ful}ktloneF
representerar talet t ofta tiden. For att fi en enkel derivata anvénder vi
radianer om inget annat anges.

- En modell for hur vattentemperaturen y °C pa den

grekiska 6n Naxos varierar under aret beskrivs med funktionen
y = 5sin(0,0172t - 2,22) + 19

dir t ar tiden i dygn riknat fran arsskiftet.

a) Bestim funktionens period och amplitud.

b) Vilken ar den ligsta och den hdgsta vattentemperaturen
under aret?

¢) Nir kan man tidigast &ka till Naxos om man vill att
vattentemperaturen ska vara minst 20 °C?

d) Beriikna y’(121) genom att algebraiskt _derivc.era y.
Kontrollera med riknarens deriveringsfunktion.

e) Tolka vardet av y'(121).

. 21 o ;
a) Funktionen y = sinkx har perioden ? om x &riradianer.

2n
ioden = dygn = 365,301... = 365 dygn.
Perioden 0,0172 yg

Amplituden = 5 °C.
Svar: Perioden ir 365 dygn och amplituden ér 5 °C.
b) Det storsta virdet for sin (0,0172t - 2,22) &r 1 och det minsta ar -1.

Hogsta vattentemperaturen = (5-1 + 19) °C = 24 °C.
Ligsta vattentemperaturen = (5 (-1) + 19) °C = 14 °C.

Problemldsningsstrategi

1. Forstd problemet| c¢) Fragan ”Ndr dry = 20?” ger ekvationen

2. Gor upp en plan 5sin(0,0172t - 2,22) + 19 = 20
dér t ligger i intervallet 0 till 365.
Vi kan vilja att 16sa ekvationen algebraiskt ellet grafiskt.

3. Genomfér planen Algebraiskt Grafiskt
Vi skriver om ekvationen till 25 ~
sin (0,0172t - 2,22) = 0,2
vilket ger i /\
0,0172t — 2,22 = 0,201 [
t = 141 (141, 20) (300, 20)
Det svarar mot den 21 maj. i

13 vy

eller 0 365
0,0172t - 2,22 = © - 0,201
t = 300
Det svarar mot den 27 oktober.

4. Vérdera resulatet Den tidigaste tidpunkten dr omkring 20 maj, vilket verkar rimligt.
Svar: Man kan tidigast &ka till Naxos ca 20 maj.

d)y = 5sin(0,0172t — 2,22) + 19
y' = 5c0s(0,0172t - 2,22) - 0,0172
y'(121) = 5-0,0172 - cos(0,0172 - 121 - 2,22) = 0,085... = 0,1
Med riaknarfunktionen nDeriv eller dy/dx farvitex
nDeriv(5 sin (0,0172t - 2,22) + 19,X, 121) = 0,085... = 0,1
) Att y'(121) = 0,1 betyder attvid t = 121, dvs ca 1 maj,
stiger vattentemperaturen med hastigheten 0,1 °C/dygn.
Algebraiskt a8 )

Ofta kan vi vélja mellan att 16sa en uppgift grafiskt eller algebraiskt.

En algebraisk metod kan ge exakta svar, medan en grafisk ibland kan vara
snabbare. Vissa uppgifter gir bara att [6sa algebraiskt, men ibland 4r det
svart eller t o m omdjligt att finna algebraiska metoder. Dirfor ir det viktigt
att behirska bdde algebraiska och grafiska metoder fér att, t ex vid problem-
l6sning, kunna vélja den limpligaste metoden.

\ p

eller grafiskt?
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2402 1en vaxelstromskrets varierar strommen
@ y A enligt funktionen

y = 0,70sin 1007t
dar t ar tiden i sekunder.
a) Bestim strommens storsta varde.

b) Ange vixelstrommens period.

2403 Vid en méitning varierar en persons
blodtryck y mmHg enligt funktionen

.y = 100 + 20 sin5,2t
dar t 4r tiden i sekunder.
a) Bestam hogsta och ldgsta blodtryck.
b) Bestim amplitud och period.
¢) Berdkna och tolka y(3) och y'(3).

2404 Varfor bor vi anvanda radianer nér vi
anvinder trigonometriska funktioner i
matematiska modeller?

2405 Still upp en funktion som har ett stdrsta
virde 5 och ett minsta virde -3.

2406 Temperaturen y °C utanfor ett hus varierar
under ett dygn enligt funktionen
- _ o
y = 4,5-8,5sin (12)
dér t 4r tiden i timmar rdknat fran
midnatt.
a) Vad ar temperaturen klockan 10.00?
b) Bestdm grafiskt ndr under dygnet som
temperaturen dr lagst respektive hogst.
¢) Berikna y'(16) algebraiskt. Kontrollera
med riknarens numeriska derivering.

d) Vad betyder y'(16) i detta fall?

2407 Vilket ar det storsta méjliga vardet pa

derivatan till funktionen
y=4-2c0s0,571x? Motivera.

2408 Sant eller falskt? Motivera!

»Om virdet pa k i funktionen y = A sinkx
ar storre dn 1, har funktionen en period som
ar mindre 4n 2.7

En biolog har under lang tid studerat
antalet lodjur inom ett omrade.
Hennes resultat visas i diagrammet.

T MY
=
<
60+
= \_/
204
X
2009 | 2010 @ 2011 2012 Ar

a) Still upp en funktion som modell for hur
antalet lodjur har varierat.

b) Hur manga lodjur finns det i slutet av ar
2015 om antalet fortsitter att variera
enligt modellen?

2.4 TILLAMPNINGAR OCH PROBLEMLOSNING

2410 E}ﬂ.igt en prognos kommer ett foretag att
saljay enheter per ménad enligt ekvationen

Y = 4000 + 2000 cos (nt/6)

dér t &r tiden i manader efter arsskiftet.
Skissa grafen for ett &r for hand, utan att
anvianda riknaren.

2411

Nér vi andas in och ut varierar luft-
strommens hastighet med tiden. Vid en
matning pd en person i vila gavs lufthastig-
heten v (t) liter/s efter t sekunder av

v (t) = 0,85sin(nt/3).

a) Vad var den totala tiden {6r en inandning
och en utandning?

b) Bestam och tolka vad v' (£) beskriver
i detta fall.

¢) Bestdm det storsta vardet for v’ (£).
d) Hur férdndras funktionen v (£) om
personen istéllet joggar?
2412 1.05s ekvationen x2 = sinx.

2413 Bestdmy’ (%) om y = esinx

2414 Bestam y' (x) om y (x) = sin®x + cos2x.
Forklara ditt resultat.

2.4 TILLAMPNINGAR OCH PROBLEMLOSNING

2415 Dagens ldngd y h i Stockholm varierar
G approximativt enligt sinusfunktionen

49 25 . 2n(x - 82)
4. T 42" =365

dér x dr tiden idygn och x = 1 svarar
mot 1 januari.

a) Hur lang &r den lingsta dagen?
b) Hur l&ng 4r den kortaste dagen?

©) Bestdm algebraiskt nir dag och natt
ar lika langa, kontrollera grafiskt.

d) Bestdm och tolka vad y'(x) beskriver.

2416 Enligt en modell kan dagens ldngd y h

i Goteborg berdknas med funktionen

y = 5,51s5in(0,017165x — 1,394) + 12,25
dér x dr tiden i dygn rdknat fran &rsskiftet.
a) Bestdm funktionens period.

b) Berdkna ndr dagens lingd dkar som
snabbast och hur fort den d& 6kar.




Aktivitet o _ 3% LABORERA

Finn en funktion

Materiel: Fjdder, stativ, vikter, linjal, tidtagarur,
grafrdknare

9

=

1 Héng en vikt i fjidern s& den hinger stilla
utan att svinga upp och ned. Detta &r viktens
jamviktslage dér lagetiy-led &r 0.

1 gy

a) Satt vikten i latt svingning upp och ned.

2417 Vattendjupet y m vid en kaj dndras pé& 2420 Vilken period har funkFionen Mt tiden for 10 svingningar fran viktens
grund av tidvattnet enligt ekvationen y = 5sinx - cosx? Motiveral nedersta ldge. Mét avstidndet mellan viktens
_ nedersta och Gversta ldget.
—50+20cosM 2421
y" e - 6 . cy e o st yoms b) Bestdm med hjilp av dina métvirden
dér t dr tiden i timmar rdknat frén L - s = svangningens periodtid och amplitud.
midnatt.
a) Nir kan ett lastfartyg som kréver ¢) Stall upp en funktion pa formen y = Asinkt .
6,0 meters djup lagga till vid kajen? som visar hur viktens lége iy ~ led varierar 4 Denna typ av svingning kallas harmonisk
- diupet stiger respek- 81 med tiden t s dér k = 2n svdangning. Teoretiskt kan man visa att
b) Bestdm II(ar Vatélegniléizs :ngi huffort . T i svangningens periodtid &r oberoende av
g.ve SJFC?O e ZO Kontrollera din funktion med grafréknare. svingningens amplitud och kan beriknas med
jupet dé dndras. 2 o _ . T
=t PP 2 a) Satt vikten i en ny mindre svéngning och formeln T =2n % dér m dr viktens massa i kg
2418 1en vixelstromskrets dr t tidenis, { ' bestdm svingningens periodtid, amplitud .
snningen ar och funktion pé formen y = A sinkt. och k ér en fjédderkonstant.
span . . . ) -
4 = dsin(314t — 0,52), &t = 65V, 1;}guren visar c;Wgélsrrrliedeelternperaturen b) Jamfor ditt resultat med tidigare B?Stam med hjilp av dina métviarden
och strémmen Ar or en ort1sodra Sverige. svangning. Vilka likheter och skillnader fjaderkonstanten k.

ser du? Kontrollera girna din slutsats med
ytterligare undersékningar.

i =1{sin314t, { = 0,72 A. a) Bestam en funktion
Ange strommen vid den forsta tid- y = Asin(bx+0) +d
punkt (t > 0) dé spénningen ar OV. som ger denna graf.

b) Berdkna och tolka y (8).
¢) Beridkna och tolka y'(8).

5 Gor en klocka.

a) Berdkna teoretiskt den vikt som ger

3 Hur forandras svingningens periodtid om T .
svingningstiden 1 s.

du upprepar forsoket med en lite tyngre eller
lattare vikt? Gor forst en hypotes och undersék b) Kontrollera med métningar om din
sedan med métningar. klocka gér rétt.

2419 Undersok och bestdm ett samband for
skarningspunkterna mellan

y = sinx + x och y = x. 2422 Stall upp en trigonometrisk funktion
som uppfyllery" + 9y = 0.
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T

[

Tema

Radiovagor.

Mast med antenner fér radio, tv, tele och data.

All modern kommunikationsteknik som radio, tv,
mobiltelefoni etc bygger pé vara kunskaper om
elektromagnetiska vagor. P4 1860-talet lyckades
fysikern James Clerk Maxwell formulera de
ekvationer som beskriver vagornas utbredning.

En elektromagnetisk vag, som t ex radiovégor,
utbreder sig med ljusets hastighet, ca 3 - 10° m/s.
Radiovégor har hég frekvens. Med frekvens menar
vi antal perioder per sekund, vilket méts i enheten
Hertz, Hz. Sambandet mellan en vags frekvens, f,
och dess periodtid, T's, dr

1 1

==celler T=-
f=ge f
Varje radiostation sénder ut en sinusformad
birvdg med hog frekvens. Pa olika satt kan vi
sedan modulera barvagen sé att den bar med sig
informationen om ljudet den ska 6verfora.

Vi kan t ex variera barvagens amplitud, AM

(amplitudmodulering) eller frekvensen, FM
L(frekvensmodulering) .

En antenn kan sedan finga upp radiovigorna
till en mottagare, som sorterar bort barvagen och
dverfor variationerna till hégtalaren. Dér blir de
ljud igen som vi kan uppfatta.

Den férsta radiosindningen 6ver Atlanten
genomférdes 1901 av italienaren Marconi.

' Sverige startade utsdndningarna av radio 1923

och TV 1956.
J\y

T
[ | A = amplitud
_2n
=—=2%
V \j T = periodtid, s
f = frekvens, Hz

Birvag: y= Asinat

—

(=]

Exempel pa moduleringar om ljudet
som ska overforas har signaleny = m sinbt.

,\/\M/\ i
AT

AM-vag: y=A- msinht - sinat
Amplituden moduleras.

Ay

]

FM-vag: y = Asin(at + msinbt).
Frekvensen moduleras.

86
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Periodtid, T = !

F 7 106,4- 106

Om bérvégens amplitud 4r 1 ger det att béirv-iigen kan skrivas

Exempel  Enradiostation sdnder p& en birvig med frekvensen 106,4 MHz.

Varje sekund svéinger dé vigen 106,4 - 106 perioder vilket ger

1 .
= 9,40-107s

. . 2n
y=Asinat=A sin= t=Asin2nf=sin(2x- 106,4 - 10°-¢)
! =
J

1 En radiokanal sénder pa barvagen 99,7 MHz.

a) Hur ménga perioder svinger barvagen varje
sekund?

b) Berdkna bérvagens period.

c) Hur lang tid tar det fér radiosignalen att
fardas 100 mil?

2 Ett ungt ménskligt 6ra uppfattar ljud mellan
20 -20000 Hz.

Vilka periodtider har de ljudvigor érat kan
uppfatta?

3 En mobiltelefon tar emot signaler med
periodtiden 1 ns =1-10"9s.

Vilken frekvens har denna signal?

4 En vagliangd &r den lingd en vig
fiardas under en period, dvs
(vagens hastighet) - (vAgens periodtid).
Vilken vaglangd har en birvag med
frekvensen 100 MHz?

5 Ange en barvag pd formen y = Asinat som
har frekvensen 100 MHz och amplituden 5.

6 En barvag y = 3 sin4t ska dverfora signalen
y = 2sint.

Anvénd din grafrdknare och bestim stérsta och
minsta vérde for

a) AM-vagen: y = 3 - 2 sint - sin4t
b) FM-vigen: y = 3 sin (4t + 2 sint)

7 Undersék med din réknare fér ndgra olika
virden pé a funktionen

y = 2-sinax - sin6x.
Kan vi fd en “ren” sinuskurva?

8 Undersok med din rédknare f6r nagra olika
véirden pé a funktionen

y = 2sin(6bx + sinax).

Vad hdander nir a > 6?
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Aktivitet

Sant eller falskt?

Diskutera i par eller grupp. Arbeta utan raknare.
Sant eller falskt? Motivera svaret.

1 Perioden fér y = sin2x &r 720°

2 Differensen mellan storsta och minsta virdet
for en sinusfunktion kallas amplitud.

3 T rad dr en storre vinkel dn 18°,
4 sin4 ir mindre dn noll.

5 Funktionen y = 2 cos 3x— 2 har minimi-
vardet 0.

6 Det finns tva x-virden i intervallet
0<x< t forvilka tanx inte dr definierad.

7 1en cirkelsektor med radien 3 cm och medel-
punktsvinkeln 3 rad dr bdgens léngd 6 cm.

:{: DISKUTERA

8 Ekvationen cosv = 0,5 saknar 16sningar i
intervallet ® < x < 27

9 Ekvationen tanx = a har alltid en I6sning,
oavsett virdet pa a.

10 Det finns tangenter till kurvan

y=1,5cos (2x — %) som har lutningen 2.

11 Kurvan y = cos (x—60°) och kurvan
y= coszcz— skér varandra tre ginger i intervallet

0° < x < 360°

sinx COSX o . 'Ezl
12 Om f(x) = 5 B saarf(4) N5

. . ;
13 Ekvationen sin” x = cos® x har
T

. _n,_ T
l6sningen x = 4 +n 5

2 TRIGONOMETR| €

Sammanfattning 2

Trigonometriska kurvor

Sinus- och cosinuskurvor
y =Asinkx Period: 360°/k Amplitud: A

y= 2 sinx, amplitud = 2

y =sinx

X
9'b°\_/ 60°
y=sin2x
period = 180°

y=sin(x +v) + d &r frdn sinx forskjuten

D uppdtomd > 0, neddtomd < 0

D athéger om v < 0 och &t vinster om v > 0.
Cosinuskurvor forskjuts pd samma sitt.

y=c0s x

y=cos (x+ 60" ¥ =cos (x—30°)
¢
_60° 60° 18p¢” 2407 300" 3600
-1

Kurvan y = tanx by
y =tanx = sinx/cosx

Period =180°
Kurvan ndrmar sig

linjerna x =-90° och
x =90° dir den ej ar
definierad.

Kurvan y=asinx+ bcosx
y=asinx +bcosx =+ a?+ b%-sin (x + )
y=asinx-bcosx = \/ a?+ b%-sin(x-v)

ddra > 0,b > 0, tanv = b/a, 0° < v < 90°

2 TRIGONOMETRI OCHIGRAFER

Radianbegreppet
Ettvarv = 360° = 2n rad, dvs 180° = n rad

Tc -
130 rad = Q,001745 rad

1 )
lrad = io ~ 57,3°

For en cirkelbage ger v i radianer
b=v-r
Bigenb=v-r A‘

ver2 ber 5
2 2

Grundekvationerna i radianer

sinx=k (-1<k<1)

Xx=v+n-2n eller

x=(m-v)+n-2xn darv =sintk

o

AreanA =

cosx=k (-1<k<1)

X=xvyv+n-2xn diarv = cos'k

tanx = k (k godtyckligt tal)
XxX=v+n-n dirv=tan'k

De trigonometriska funktionernas derivator

xiradianer ger att
y = sinx har derivatan y' = cosx
y = cosx har derivatan y' = —sinx

Kedjeregeln
En sammansatt funktion y = f (g (x)) har

=100} g'w)
Exempel:
y = sinb5x y'=cos5x-5 =5 cos5x
y = sin?x = (sinx)>? y'=2sinx-cosx

| yttre derivatan - inre derivatan |

Tilldmpningar och problemlésning

I de flesta tillampningar anvinder vi
radianer for att fa en enklare derivata.

Allmén problemldsningsstrategi
1. Forstd problemet 3. Genomfér planen
2. Gorupp en plan 4. Virdera resultatet




S

Kan du det hir? 2

Moment

Begrepp som du ska kunna
anvianda och beskriva

Du ska ha strategier for att kunna

Trigonometriska *
kurvor

Sinuskurva
Cosinuskurva
Period

Amplitud
Kurvan y = tanx

Kurvan y = asinx + b cosx

« bestamma kurvors period och amplitud

« skissa och bestimma sinus- och
cosinuskurvor med olika férskjutningar

« |6sa trigonometriska ekvationer och
olikheter grafiskt

» 16sa ekvationer av typen tanax = k

« bestamma amplitud och forskjutning for
y = asinx + b cosx

Radianbegreppet

Radian

« omvandla mellan grader och radianer

o berdkna varden och lsa ekvationer med
radianer

« berikna cirkelsektors bége och area.

De trigonometriska
funktionernas
derivator

Derivatan till sinx och cosx
Sammansatt funktion

Kedjeregeln

» bestimma derivator for sinx, cosx och
sammansatta funktioner.

Tillimpningar och
problemlésning

« 16sa olika matematiska problem och
tillAmpningar.

Q Diagnos 2

Trigonometriska kurvor

1 Bestdm period och amplitud fér kurvan.

Ay

A

2lat y =4 sin;—(
a) Ange period och amplitud.
b) Skissa kurvan i stora drag.
¢) Undersok grafiskt for vilka x i intervallet
0 <x < 720° som 4sin;—‘> 2

3 Sant eller falskt? Motivera.
"Funktionerna y = 2 sinx och y = 1,5 cos2x
har lika ménga I6sningar till ekvationen y = 1
iintervallet 0 <x <7.”

4 Bestdm de positiva talen A, b, ¢ och d s att
funktionen y = Asinb (x + ¢) + d ger grafen

.

5 Ekvationen tanax = 1 har 16sningen
x=22,5°4+n-90°. Bestdm a.

Radianbegreppet
6 Omvandla
a) 210°till radianer b) 4 radianer till grader.

7 Los ekvationen fullstdndigt. Svara i radianer
med tvé decimaler.
a) cosx = 0,8 ¢) tan(x-0,25) =1

b) sin2x = 0,77 d)sin(8x-1,1) =0,1

8 Visa hur formeln f6r en cirkelsektors bige
férandras om medelpunketsvinkeln ges
iradianer istdllet for grader.

De trigonometriska funktionernas derivator

9 Derivera

a)y=>5cosx-3sinx b)y=3x%2-4cosx

10 Vilken lutning har tangenten till kurvan
y =3 cosx—2sinx iden punkt dir x = n/2?

11 Derivera

a) f(t) = 5sin2t b)y=3cos(x*+ 1)

12 Forvilka xiintervallet 0 < x < har

Y = cos2x ennegativ derivata?

Tilldmpningar och problemlésning

13 FEn jordbdvning till havs skapar en stor vag.

Vattendjupet d m i en hamn som nds av vigen
ges av

2nt
@ = 11—125in% 0<t<T
dar t dr tiden i min och T perioden,
a) Bestdm végens period.

b) Mellan vilka tidpunkter ar hamnen
torrlagd?

14 Nils pastar att for y = 2-0,5 sin3x ar
funktionens storsta varde storre An derivatans
storsta virde. Har han ratt?

Om du behéver repetera kan du fortsdtta med Repetitionsuppgifter pa sidan 251.
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Blandade évningar kapitel 2

Del | Utan raknare

1 Ange period och amplitud fér
®a)y=?>sin2x' b)y =1+ 4cos0,5x
2 Derivera

a)y = 2sin5x -3 cosx

b)y=(x?+1)?3
n .
3 Omvandla 3 till grader.

4 Bestam lingden av cirkelsektorns bage.
(cm)

2,0 radianer

43

5 Ange samtliga losningar, i radianer, till

.X
ekvationen smg =0,5.

6 Bestim det positiva talet C sé att
funktionen f(x) = Csin5x + 8

a) far maximivardet 12
b) uppfyller villkoret f(n/6) = 20.

7 Vilken eller vilka av nedanstiende ekvationer
har tva l6sningar i intervallet 0<x <7 ?

A cosx=-0,3

B sinx=0,8
(NP)

92

8 Figuren visar grafen till funktionen
y=Asinkx+b
Ange konstanterna A, k och b. (NP)

Ay

AVAW

PAVA IR T AV T

9 Skriv i storleksordning med den minsta forst.
() Motivera ditt svar.

i : 2 \F tan z
sin25 cos s 7 3

10 Derivatan till funktionen
f(x) = sin2x —x har ett nollstdlle i

intervallet 7/2 <x < T
Ange detta nollstélle. Svara i radianer.

11 Bestam lutningen for tangenten till kurvan
y =sin’ x iden punkt dér x = 1/6.

12 Vilket ar det storsta vardet som funktionen
y = 6sinx + 8 cosx kan anta?

13 Ge en funktion pa formen y = A sinkx
for vilken y'(n) = 2.

14 1Los ekvationen sin2x = sin (x + ©n/3)
@ iintervallet 0 < x < 27

2 TRIGONOMETR! OCH GRAFER

15 En ton later olika p& olika instrument. Forkla-
ringen till detta &r att klangen bestdr av en
grundton och flera 6vertoner och att 6ver-
tonerna &r olika starka pa olika instrument.

Om y = asinx motsvarar grundtonen sd
beskriver y = bsin2x den 1:a évertonen och
y =csin3x den 2:a 6vertonen o s v.

Figuren visar grafen till y = a sinx + ¢ sin3x.
Funktionen beskriver en grundton och dess
andra overton.

Bestdm konstanterna a och c.

\ ks

30° 180° 360°

2 TRIGONOMETRI OCH GRAFER

Del Il u Med riknare |

16 Bestém i hela grader de losningar till
@ ekvationen tan3x = 0,810 som liggeri
intervallet 0°<x<180° {

17 Sant eller falskt? ”En kurvas amplitud &r lika
med dess storsta varde.”
Motivera ditt svar.

18 Figuren visar en cirkel (cm) :
med radien 9,5 cm. A
a) Berdkna v |

triangelns area.

b) Berdkna det
fargade cirkel-
segmentets area.

19 Finn ett virde pa k sd att sink® > sink.

20 Antalet renar inom ett omrade uppskattas till
¥y =3900 + 1200 cos 0,04t
¢t manader efter arsskiftet 2010/11.

a) Hur lang tid efter arsskiftet 2010/11 slutar I
antalet renar att minska? |
|

b) Vilken férdndringshastighet ger modellen
for 1 mars 2012?

21 Bestdm en funktion pé formen
() y = Asinkx + B som uppfyller villkoren:
PA>0
D Virdeméngden dr -4 <y < 2 ‘
D De lokala maximipunkterna har
x-koordinaterna x = g +n- g {or alla heltal n.
(NP) |

22 Bestdm antalet 16sningar till ekvationen
2

sin2x = T—O —1, dir x méts iradianer.
(NP)

23 Har kurvan y = sin2x + x négon storsta
lutning?
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24 For att programmera en automatisk strom-
brytare har en elingenjor satt upp en mate-
matisk modell som anger den tidpunkt M pa
dygnet vid vilken det borjar bli morkt pa en
viss ort:

. (360 —t)
M =19 -4 cos 180

dar M ar tiden i immar (M = 12,5 motsvarar

k112.30) och ¢ dr tiden i dagar (t = 1 motsva-

rar den 1 januari). I modellen forutsétts alla
ménader omfatta 30 dagar.

Berdkna enligt modellen
a) nir det borjar bli morkt i mitten av april

b) i vilka mé&nader de dagar ligger d& det
borjar bli morkt klockan 18

©) ndr under aret tidpunkten f&r morkrets

inbrott andras snabbast. (NP)

25 Forklara varfor ekvationen

C)

2sin(2x-n/4) +3 _

0
cos®x + 1

saknar 10sningar.

26 Vattenvolymen i en insj6, V () m?®, dar ¢t ar
tiden i &r, kan uppskattas med formeln

72000
T

V() = 300000 - cosmt—45000¢t

O<t<1

Variationerna i V beror dels av nederbérden,
dels av vattenuttaget till ett kraftverk.

For vilka virden pa t i det angivna intervallet
okar insjons vattenvolym?
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Utredande uppgifter @ ©® O

Den hdr typen av uppgifter brukar bedémas efter
foljande kriterier:

» vilka matematiska kunskaper du har visat

o hur vil du har forklarat ditt arbete och motiverat
dina slutsatser

e hur val du har redovisat ditt arbete och
genomfort dina berdkningar.

27 Du ska undersdka antalet nollstillen till
funktionen
y=asinx+bsin2x (@#0,bz0)

a) Undersok grafiskt antal nollstillen
till funktionen
y=3sinx+sin2x  (0° <x < 360°)

Visa med en enkel skiss.

b) Los ekvationen 3 sinx + sin2x = 0
algebraiskt (0 < x <360°).

¢) Undersok grafiskt antalet nollstdllen
till funktionen
y=4sinx + 7sin2x (0 <x < 360°)
Visa med en enkel skiss.

d) Los ekvationen 4 sinx + 7sin2x =0
algebraiskt (0 <x < 360°).

e) Undersok hur antalet nollstéllen
till funktionen y = a sinx + b sin2x
varierar med valet av konstanterna a och b

(0 < x < 360°).
28 Lina tittar i en gammal almanacka och ser att

i Goteborg 2009 var solen ovanfor horisonten
enligt foljande:

1/1: 08.58-15.34 1/9: 06.15-20.08
1/3: 07.08-17.42 1/12:08.33-15.29
1/6: 04.24-21.56

a) Uppskatta med hjilp av virdena ovan ndr
dagen var som langst.

b) Anvand din ridknare/dator och anpassa en
funktion till vardena. Berdkna, med hjélp av
din funktion, vilken dag som var langst ar
2009.

2 TRIGONOMETRI OCH GRAFER

S

Blandade évningar kapitel 1-2

Del | l Utan riaknare

1 Omvandla 720° till radianer.

@

2 Bestdm cos7m.

sin 2x
2

3 Derivera y =

4 Vilket ar det storsta virde som funktionen
y = 5sinx~ 7 kan anta?

5 Ekvationen sinx = 0,94 har enligt riknaren
en l6sning x = 70°,

Ange ekvationens l3sningar i intervallet
90 °< x < 450°

6 Bevisa med ett indirekt bevis att x < 8
geratt 16 -2x>x-8

7 Bestdm cos 2x dé sinx = 0,6.

8 Figuren visar grafen till funktionen
y=a+ bsin2x

Bestdm konstanterna a och b.

Ay

A

y=a+bsin2x

L 2e

N

(NP)

2 TRIGONOMETRI OCH GRAFER

9 Ange samtliga 16sningar till

(‘D 2cos3x-1

ekvationen n 0

10 Forenkla sin (x + 90°) + cos (x + 90°)

11 a) Bestdm en funktion som ger grafen

Ay
2
1-

/30° 180 360/ X

b) Finns det fler? Motivera.

12 Bestdm var tangenten till kurvan
y = cosx—0,5x ipunkten (r; —l—g )
skar x-axeln.

13 Ange en egen funktion som uppfylller
att f(r/4) =2 och f'(n/4) = 0.

2sin2x

14 a) Visa att ekvationen —
—sin” x

kan omformas till tanx = 1.

b) Los ekvationen tanx = 1 fullstdndigt.
15 Los ekvationen sin® x = cos? x

16 Funktionen f (x) = 2 sin®x - sin2x ir given.

@Viéa att f(x) =1- J2 cos (Zx - %)

17 Bevisa att om n ar ett heltal och n3 + 5 &r
udda sé dr n ett jamnt tal.
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Del Il H Med rdknare

18 Bestim de l6sningar till ekvationen
(@ cos2x = 0,45 som liggeri intervallet
0<x<m

19 I triangeln ABC 4r vinkeln A = 8,8,
sidan AB = 75 cm och sidan AC = 68 cm.
Hur lng ér sidan BC?

20 Vilka x ger att sinx = cos x? Motivera.

21 Temperaturen i en sjo uppméttes under ett
molnigt sommardygn.

Temperaturen visade sig félja funktionen
y(® =15+ 25in0,26t dér t arantalet
timmar efter ki 12.00.

a) Bestam y’(t)
b) Berdkna y’(10)
©) Tolkavad y’(10) betyder for vattnets

temperatur. (NP)
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22 Forenkla cos(a + b) + cos(a—-b) och
(?) skriv sedan produkten 2 cos75° - cos 20°
SOm en summa.

23 Triangeln ABP #r given enligt figur. Berédkna
avstandet frin punkten P till sidan AB.

P
N
" 520 420
B
i 6.6

24 Bestim en cosinusfunktion som ger grafen.

¥
9000
6000
3000
X
L] T }“
10° 20°

25 Undersok grafiskt och visa med en enkel skiss
om det finns ndgra v sd att

L
2sin (v + 12°) = cos (v + 23°)

for0° < v < 180°

Ange i sa fall detta/dessa vérden. (NP)

sinx .
26 Rita grafen y = —— och motivera att
x

. sinx
lim——=1
x=0 X

2 TRIGONOMETR! OCH GRAFER

27 Figuren visar en kvadrat och grafen till en
funktion.
Vilj en trigonometrisk funktion vars graf lik-
nar den i figuren och bestdm kvadratens area
foér den funktion du valt.

Ay

N

\ Ao

(NP)

28 [ en del andra ldnder anvinds funktionerna
@ secant: secx = 1/cosx
cosecant: cscx = 1/sinx
cotangens: cotx = 1/tanx
Bevisa att sec?x + csc2x = csc2x - sec?x
29 Bestdm med hjalp av derivata det minsta
vérdet till funktionen
2 sin 3x
f)=——
3
| Svara exakt.

—x iintervallet 1<x<2.

| 30 I en cirkel med radien r &ren triangel ABC
inskriven. Sidan AB ar storre an cirkelns radie
och den dr lika ldng som sidan AC.

Bégen BC &r lika med cirkelns radie.

Berdkna forhallandet mellan strickan BC

och strickan AC utan att inféra ndgra
nidrmevirden. Svara savil exakt som

med tre decimaler.

2 TRIGONOMETRI OCH GRAFER
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Utredande uppgifter @ @ @
Den hdr typen av uppgifter brukar bedémas efter
foljande kriterier:

e vilka matematiska kunskaper du har visat

o vilka slutsatser du har kommit fram till

e hur vil du har tedovisat ditt arbete och genom-
fort dina berdkningar.

31 Du ska nu underséka funktionen

y=Asinx + B

a) Visa att funktionens storsta virde dr
dubbelt sa stort som funktionens minsta
viarde dd A = 1,5 och B = 4,5.

b) Lit B = 1,8 och bestdm A si att
Ynax =2 Yinin

¢ Visaatt y,. =2-y_._ alltid géller d&
B = 3A.

32 Triangeln ABC ér ratvinklig.

a) Vilj ett vdrde pa en av de spetsiga
vinklarna och berdkna summan
sinA + sinB + sinC.

b) Undersok hur summan
sinA -+ sinB + sinC varierar.
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