DERIVA

Centralt innehall

E

Harledning och anvéndning av derive-

_ ringsregler for logaritm- och exponential-

funktioner samt produkt och kvot av
funktioner.

Egenskaper hos logaritmfunktioner, sam-
mansatta funktioner och absolutbeloppet
som funktion.

Skissning av grafer och tillhdrande
asymptoter.

Begreppet differentialekvation och dess
egenskaper i enkla tillampningar relevanta
for karaktéarsamnena.

Algebraiska och grafiska metoder for be-
stamning av integraler inklusive berékning
av storheter och sannolikhetsférdelning

Strategier for matematisk problemldsning.

Inledande aktivitet

LAGGA DERIVATOR

D Dela ett A4-papper sd att du far
16 papperslappar.

» Skrivsiffran O pé tvé av lapparna.
p Skrivsiffran 1 pé tvé avlapparna.
D Skrivsiffran 2 pa tvd av lapparna.

» Pé de kvarvarande tio lapparna
skriver du féljande matematiska
uttryck (ett uttryck per lapp):

1 Lagglapparnaifyra rader s att
ordningen i varje rad blir:

Funktion

COSs X

4x+2

x+2

—sinx

]| | ]

4x~/_

Funktionens
derivata

Funktionens
andraderivata




3.1 Derivator och deriveringsregler

Kort om derivator

Exempel

P4 hojden x km kan lufttrycket y mbar beskrivas med funktionen
y=1013-¢%2* och derivatan y' =-121,56-¢

-0,12x

I tillimpningar dr derivatan ett matt pd funktionens forandringshastighet.
¥'(5) = -67 betyder att lufttrycket pa hojden 5 km sjunker med

hastigheten 67 mbar/km.

Derivatan till en funktionen f(x) kan bestimmas pé flera olika sitt.

derivatans definition 1 Med derivatans definition

oo — i BRI

deriveringsregler 2 Med deriveringsregler som ar hérledda ur derivatans definition.

numerisk derivering 3 Med numerisk derivering f&r vi ett approximativt vérde.
T ex med en central differenskvot:

flx+h) - flx-h ~ 100

2h

Ménga riknare anvinder denna approximation fér numerisk

derivering.

4 Forsma h ar differenskvoten

&Lh})l;f(_x) ungefir likamed fGO. 700

4

flx+ h) 4

f(x+h})l—f(X) zf/(x)

eller fx+h) = f(x) +h f0O.

Om h = Ax kan denna approximation
skrivas f(x + Ax) = f(x) + Ax - f00).

/

L]
X X+h

andraderivatan
f(x) = sinx—cos 2x
fi(x) = cosx + 2sin 2x
"0 = —sinx + 4 cos 2x

skrivsitt Omy = f () sd kan

y' skrivas % eller Df (0

2!
y" skrivas Z—}% eller D%f ()
x

100

Derivatan av en funktions derivata skrivs f" (x) och kallas andraderivatan.

funktionen
forstaderivatan

andraderivatan

(y' utlases "y prim”)

(y" utléses "y bis”)
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Med hjalp av definitionen kan foljande deriveringsregler hirledas:

Deriveringsregel

Exempel

¥ =x%, areellt tal
y' =a-x9 1 diarx>0

y=5x3+4x+7
y'=15x%2+4

1
y:1x+_:x1/2+x—1
- X

1 11

Y =ox V24 (L) xR =
2 -1 2x x?
— ok

yv__ek),( kx L 563){

y'=k-e y'=3-5e3% = 15¢e%

y{=_a’;1 y=100-0,9*

y'=a*lna y'=100-0,9In0,9 =~ -10,5 - 0,9~

Yy = sinx ochy = cosx

¥y = 4sinx + cosx

y' = cosx "= —sinx Y' = 4 cosx—sinx
y=02x*+x)1°
Y =10-2x2+x° (4x+ 1)
y = e6x3—2x
yr - e6x?-2x, (18)('2—2)

y=f(gle))

' = 5¢0s3x
=f"(gl)) g j N ;
y'=f(gx)-g'(x) (kedjeregeln) y'=-5sin3x-3 = -15sin3x
= = 1 -3
Y sin3x (sinx)
y'=(-3) - (sinx)™*: cosx = _3.cosx
sin®x

[ exemplen ovan har vi ocksd anvant de generella reglerna:

y=k-f(x) ger  y' =k f'(x)
y=f0+gb ger y=f0)+gx

dér k ar en konstant

dvs vi kan derivera term for term

3101 Bestimy”' +y + yom y = e2 + sin3x

y=e>*+sin3x ger y'=2e*+ 3cos3x och y"=4e*-9sin3x

3102

Y'+y +y=e*+sin3x + 2e2* + 3cos3x + 4e2* - 9sin3x =

= 7e?* -~ 8sin3x + 3 cos3x

Uppskatta f(3,2) med hjilp av approximationen f(x + Ax) = f(x) + Ax - f'(x)

omvivetatt f(3) =4 och f'(3) =-0,5.

SO+ Ax) = f(x) + Ax - f'(x)

fB3,2)=f(3+0,2) =f(3)+0,2-f'(3)=4+0,2-(-0,5)=3,9
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3103

@

3104

3105

3106

3107

3108

3109

3110

102

Bestam y' och y" om "
a)y =x"-8x® c)yz)—cg——i-z
3 2x
b) y = 8x% + 4e** dDy==+—
)y x? + 4e )y =13

Forenkla y" 4+ 16y om
a) y = 3sin4x + 5 cos 4x
b) y = e2* +e**

Folkmingden y tusen i en kommun kom-
mer enligt en prognos att fdlja funktionen

y = 0,0020x°%-0,1132x2 + 1,5412x + 27,0

dér x 4r tiden i ar raknat fran 2005.
Berikna och tolka y'(20).

Derivera
Ay=02+1% y=sin@?)
2 1
b — pX +Xx d -
Jy=¢ )y cosZx
Uppskatta med hjilp av tabellen ett

ungefirligt virde pa f'(2,0)

X 16 1,8 2,0 2,2 2,4

f(x) 11 13 17 22 29

2

+
Skriv y = e

som en produkt pa

formen y = k- f(x) dér k &r en konstant.
Derivera sedan funktionen.

Ge ett exempel pa en funktion vars
andraderivata alltid dr

a) 0 b) negativ

Anvénd approximationen
flc+Ax) = f00 + Ax-f'(X)

for att ge ett ungefirligt virde pa

a) £(10,3) om f (10) = 5,77 och
£(10) = 0,70

b) £(2,1) om f(2) = 3,45 och
£(2) = -1,50.

3111

3112

3113

3114

3115

@

3116

3117

Visa med deriveringsregler att

= har derivatan y'= !
y= \I_J_C y= 2X\/}

() = 5e**. Bestdm ett ndrmevérde
med tre decimaler till f'(3) genom att

a) forst bestamma f'(x)
b) utnyttja att fér h = 0,1 ar

(3 LSBT —FG=)
fr@y =B

¢) anvinda riknarens deriveringsfunktion.

Derivera
— (p0.40)2 -
a)y = (%) VY=3>5
1 x3—2x?
b)y=-— dy=
)y e )y x=2
Grafentill y =+42x + a harfor x=1

en tangent med lutningen 0,5. Bestdm a.

Den n:te derivatan till funktionen
y = f(x) betecknas y ™.
Finn ett uttryck fér y ™ om

1
=S 2x = —
ay=ce by p

fO) =ax? +bx +c¢
a) Stall upp och forenkla den centrala
differenskvoten
fGc+h)—fx-h)
2h

b) Vilken slutsats kan du dra utifrdn
resultatetia)?

Visa med hjilp av derivatans definition att
derivatan av

a)y=f0)+gk) ar y'=f0) +g' (.

1. ., 2
b)y=; ary'=-3
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Aktivitet

1 Sibel underséker nagra derivator med en

symbolhanterande riknare.
Funktionerna hon deriverar ar
f0O) =x2-sinx

FG0 =x7 - etx

f ) =cosx-e?x

Skarmbilden nedan visar resultatet.

i[x‘?xsin(x}]

x2-n:05(x:l+2-x-sin(x:l
ATt
dx

PRV P L I - I
d

dx(cosix}x’ezx]

Zecos(x)e €2 X ogin{x) g2 %

0

Alla funktionerna dr produkter och kan
skrivas pa formen:
fO =g -h(o

Studera i skdrmbilden resultatet, dvs deriva-
torna. Vilket monster kan du se?
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s}t UPPTACK

2 Sibel undersoker ytterligare ndgra derivator,
Studera skdrmbildens funktioner och
derivator.

d .
dx[e:(}'x]

e +x. g™

%{cns(x}xsin(x})

fcoslx 12— sinx)) 2

A

Stdimmer moénstret du sdg i uppgift 1?

Formulera en regel for att derivera produkter
avtypen f(x) = g (x) - h (x).




Derivatan av en produkt

Exempel Funktionen y = 5x2 + 3x*ér en summa av tva termer och vi kan derivera

funktionen "term for term”. y'= 10x + 12x°.

Funktionen y = e2*-sinx ar en produkt av tvé faktorer.
Fér vi derivera en sidan funktion "faktor for faktor™?

Vi undersoker med en annan produkt dér vi kan férenkla och se vad

derivatan ska bli.

y = 5x2- 3x* kan forenklas till y = 15x% som har derivatan y' = 90x°.

Om vi deriverar faktorerna var for sig far vi:

Faktor Derivata
f) = 5x2 f'e) = 10x
g {(x) = 3x* g'(0) = 12x3

Produkten y = 15x® har
derivatan y' = 90x°. f-g' = 120x%

( | )

| Stammer inte alls! Fel koefficient och fel exponent!

Slutsats: Vi far inte derivera en produkt "faktor fér faktor”.

Produkten av f" och g’ blir

Tér att f4 ratt derivata anvinder vi istillet sambandet mellan faktorer och

derivator som vi fann i aktiviteten pé féregdende sida.

Funktionen y = f(%) - g(x) ger derivatan y'=f(x) - g'(x) + f'0o - gx)

y = 5x2-3x* ger y' = 5x2+12x® + 10x - 3x* = 60x° + 30x° = 90x°
Allmint Vi motiverar att sambandet géller allmént pa tvé olika satt.
metod 1 Bilda differenskvoten for y = f(x) - g () fix+ h) = f F ger

h

fOc+h)-gle+h)—f00 gl ~
h glx+ h)

fix+ h = f(x)+ h- fx)
~gx)+ h-g'x)

~ (fO) +h-f(9) (g(x) +h-g'(x)) -f() - 8(%)

= Forenkla taljaren
h
B Dividera med h
h [owidera mes 1 |

_f& “hog'() +h-f()-gl) +h-f()-h-gXx)

=f() g0+ () gl +h-f(0)-g' X

D& h —» 0 gar differenskvoten mot f(x) - g'() + f'(x) - g0

104 3.1 DERIVATOR OCH DERIVERINGSREGLER

metod 2 Ag

g

Den grona rektangelns area: A(x) = f(x) - g(x)

Om x dndras med Ax s dndras f med Af och g med Ag.
Arean dndras da med (se figur):

AA = f(x) - Ag + Af- g(x) + Af- Ag

Differenskvoten blir da:

DA _ o by, Af

L =0 g+ 208

Ax  Ax Ax

Later vi Ax g& mot noll fir vi derivatan:

dA A ;
d — =1lim [f(x)i_l_gg(x)_l_Af Agj -

Ax—0 Ax Ax
Ag
=f0a - dm > + hmif g0 + hmAf Ag

d
= (fO) - g0 =f00 - g'0) + f'(x) - g0

=f00 g () +f(0)-glx) dvs

Om y=f(x) - g(x) sa éar
Produktregeln y'=Hx) - g0 + () - gx)
y'= den forsta faktorn x den andra faktorns derivata

+ den forsta faktorns derivata x den andra faktorn

3118 Derivera y = e2* - sinx

i

= e2*. cosx + e%*- 2 - sinx

y' = e?*(cosx + 2sinx)

3.1 DERIVATOR OCH DERIVERINGSREGLER
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3119

3120

3121

Derivera

a)y = x-sinx b) y = x?-cos 3x

Deriveray = (1 + 2X)(3 + x2)
a) med produktregeln

b) genom att forst multiplicera
parenteserna.

Derivera f (x) = 2 - cosx genom att
a) anvinda att k - f (x) har derivatan k - f'(x)

' b) anvinda produktregeln.

3122

3123

3124

3125

¢) Vilken metod ar enklast?

Derivera y = sin?x med
a) kedjeregeln
b) produktregeln (y = sinx-sinx).

Derivera y = e2*- ¢ med
a) produktregeln
b) kedjeregeln (férenkla forst).

Petter pastér att det inte spelar nagon
roll vilken faktor vi deriverar forst, dvs
produktregeln kan skrivas

¥ =f0 g +f'(0)-gb) eller
Y =00 g0 + 0 -g'(0)

Har Petter ratt? Motivera.

Derivera och forenkla
a)y = xsinx + cosx

b) y = 2xcosx—2sinx

3126 Los ekvationen f'(x) = 0 om

b

3127

106

a) f() =x-e* b) f(x) = x2-et>

Anta att vi vet féljande:
f(3) =31, f'(3) = 27
g3 =6 g =1
Bestdm h'(3) om
Ah0) =) +gk)
D) hG) =f0) g

3128 Lat f(x) = +/x g (x), déir g (4) = 2 och
g'(4) = 3. Bestdm f'(4).

3129 Arcan Am? av ett rektangulért omrade
varierar med tiden s enligt funktionen
A= (2+2cost)(3 + 2sin 2t)
a) Bestdm A'(t).
b) Beriakna och tolka A'(5).

3130 Derivatan av en produkt dr (1 +x) e*
Vilken ar produkten?
3131 Derivera

3. &)
G a)yza_c_;os_x b) y = 2x - sinx - e2~

2 2
3132 a) Forenkla -8 ;(f )

b) Anviand resultatet i a) och kedjeregeln
for att hédrleda derivatanavy = f- g

3133 Hirled derivatantill f-g-h genom att
derivera f-(g-h)

3134 Ettratblock med sidorna f(x), g(x) och h(x)
har volymen V(x) = f(x) - g - h(x).

a) Vad blir AV om x dndras med Ax?

.. AV
b) Bestim Algno e
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Historik

Leibniz och produktregeln

Tyckte du produktregeln verkade svar att komma
pa? Misstrosta inte, till och med Leibniz, en av
alla tiders storsta matematiker, hade stora sva-
righeter med den. Kanske vi oftare borde férséka
félja den manga ganger ldnga och krokiga vig
som lett fram till en viktig sats och inte bara se till
slutresultatet.

Gottfried Wilhelm Leibniz féddes i Leipzig
1646, tva ar fore trettiodriga krigets slut. Efter
studier i juridik, filosofi och matematik kom han
sa smaningom till Hannover som bibliotekarie.

Arbetet gav honom
moijlighet att resa och ACTA
att utveckla sitt in- ERUDITORUM
tresse for matematik. ANNOMINC LR
Flera matematik.erf DI "6°HA\J NI
bl a Fermat, hade tidi- sGEORGIO IV,
gare 16st problemet DN. FRIDERICO
med att bestimma p AUGUSTO. -
funktioners extrems- PRINCH‘II!USL:KL!VENTUTIS
varden och kurvors
tangenter for speciella
funktioner. Men det

Cum SCafires Majiflatic €' Potentisfimi
w8,

var Leibniz som tog det

avgorande steget: P4 Sida ur Acta Eruditorium

1670-talet utvecklade han den allménna metoden
med derivator och inférde de beteckningar som vi
anvénder dn idag. I tidskriften "Acta Eruditorum”
publicerade han 1684 sina resultat i en artikel

som bérjade: En ny metod fér maxima och minima,

savdl som for tangenter ...

Genom Leibniz insatser forvandlades plotsligt
extremvérdesproblemen till férhdllandevis enkla
rutinuppgifter!

I Leibniz’ anteckningar frin hosten 1675 kan vi
f6lja hur han kdmpade med produktregeln. Han
bérjade med ett exempel dér han snabbt konsta-
terar "attom u = cx +d och v = x2 + bx sd ar
derivatan av u - v lika med produkten u'-v' ",

S4 smdningom inser han felet och 10 dagar senare
har han upptéckt den riktiga formen av produkit-
regeln,

= w) =uv+vu

I ,

som han kommenterar sa hér: "Detta ir en
allméngiltig sats, vard att ligga mérke till.”

En antydan till bevis finner vi inte forrdn ngot

ar senare. P4 den tiden var det, till skillnad frin |
idag, vanligt att man publicerade satser utan [
bevis.

1 Leibniz forsta idé var att produkten
u - v hade derivatan v’ - v'.

Visa att Leibniz forsta idé var fel
genom att multiplicera thop produkten och
derivera. Jimfor med vad Leibniz idé ger
for svar.

a) fO) =u@) v =x2-1

b) fG) = u() - v() = x2-x°

Q) fG) =ul) vh) = 1+ +x2)
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2 Leibniz eget exempel var produkten
u-v=_(cx+d) - (x2+ bx).

a) Visa att vi f8r samma svar om vi deriverar
u - vmed produktregeln eller om vi forst
multiplicerar ihop parenteserna.

b) Jimfor resultatetia) med v~ v'.

3 Det finns funktioner u(x) och v(x) dir
Leibniz forsta idé faktiskt stimmer. Kan du
komma pa vilka?




Derivatan av en kvot

Exempel 1

Kvotregeln

Exempel 2

Derivatan av y = tanx

108

. sinx .
Hur deriverar vi y = —=, dvs kvoten av sinx och x?
x

Vi har en regel for derivering av en produkt men inte av en kvot.

. . sinx .
Vi utnyttjar detta och skriver om y = -, Som en produkt. Vi fr:

. 1 . 5 . 1
y = sinx - — = sinx - x! som kan deriveras med produktregeln.
x

. ., cosx sinx _ x-cosx—sinx
y'=cosx-xt+sinx: (-1)x* = — = - = -

x? x?
P& samma sitt harleder vi en allméin formel fér derivatan av en kvot.
_f®
2(0)
y =f(x) - (g som deriveras med produkt- och kedjeregeln.
S f6)-g'09 _
gkd  (g))*

dir g() =0

y =£00 - 0N+ 00 D EGN*- ')

[0 g0 -f() -g' ()
a (g(0))?

x) 5 , PO - gx) - f(x) - g'(x)
y=g(x) (g(x) = 0) ger y'= (2

eller

y' = téljarens derivata x namnaren — téljaren x namnarens derivata,
allt dividerat med namnaren i kvadrat.

Med kvotregeln féar vi derivatan av y = tanx.

sin x
CcOS X

y = tanx =

!

cos x -cos x —sin x - (-sin x) _ cos®x + sin’x

cos® x cos® x
y' = 12 (trigonometriska ettan i tdljaren) eller
cos” x
cos’ x + sin®x sin® x
y=———""—=1+ ~— =1+tan®x
cos® x cos® x
)
. N ] 1
Funktionen y = tan x har derivatan y' = i =1 +tan? x

3.1 DERIVATOR OCH DERIVERINGSREGLER

3135

Derivera med kvotregeln

3136 = X
DS =
sin 2x
3137 a) f(x) = p
x3+5

3138 Deriveray =

a) anvanda kvotregeln
b) férst skriva om uttrycket.

3

3139 Derivera y = S genom att
X

2 -_
x23:4“ b)y=x + 2x-5

Derivera a) y =

a) Med f(x) = 3x och g(x) =x? + 4 ger kvotregeln:

o8 f &

~— —N —~ e,
y,=3-(x2+4)—3x-2x=12—3x2
(x? + 4)2 (x2 + 4)?

b) Metod 1: Vi skriver om uttrycket innan vi deriverar

x?2+2x-5 5 |5 3
y="——"—""-=x+2-- —=5. " har derivatan -5 - x? = ——
X X X X
2
y,=1+£=x + 5
x2 x?

Metod 2: Vi anviander kvotregeln direkt

,_@x+2)x -(x?+ 2x-5)-1
y'= = =
_2x24+2x-x2-2x+5_x2+5
B x? T x?

_x'-x2+ax+b

3141 y =
x
cos x
D) f0) = X (D Visa att derivatan av y dr oberoende av
virdet p4 a men beror av vardet pa b.
€0S 2x
b =
) f09 e 3142 Om funktionen f (x) = x;ax——l vet man
att f'(3) = —2. Bestam talet a.
genom att

. x? :
3143 a) Derivera y = - genom att skriva

om kvoten till en produkt.

b) Kan vi alltid skriva om en kvot som en
produkt? Motivera.

a) anvianda kvotregeln

b) skriva 1 som x 3
x

3

3140 Beridkna f’(g) da f(x) = tanx

3144 Visa att cotangens, y = cotx = cosx/sinx
har derivatan y'= —(1 + cot?x)

3145 Bestdm tangentens ekvation for kurvan

0 _ tanx

y . ar x = n/4

3,1 DERIVATOR OCH DERIVERINGSREGLER 109




Exponential- och logaritmfunktioner AY

110

Exempel 1

Derivatan av y = a*
y - ekx

Exempel 2

. X
Vi repeterar ndgra fakta om exponentialfunktioner, y=Ca

Exponentialfunktionen y = Ca® &r definierad for
alla reella tal x. Virdeméngden &r y > 0.

Grafen dr antingen vixande for allax (a > 1)
eller avtagande for allax(a < 1)

a>1

y = Ca* har derivatan y' = Ca*-Ina

Med kedjeregeln kan vi derivera t ex Ay

y=2-1,3% som ger .

¥y =2-13%*-1n1,3-4=8-In1,3-1,3% y‘l
a<

Néar en exponentialfunktion skrivs med basen e ar
funktionen enklare att derivera.

o
‘x/

Tex y =50e%* = y' = 50-0,3e%3* = 1503

i A\
Foér exponentialfunktioner géller

y=a*=y'=a“.lna- k

y=e"=y'=k. et

A )

Hur deriverar man y = Inx?

y = Inx &r skrivet i logaritmform. I potensform kan detta skrivas e¥ = x.
Vi deriverar bada leden i e¥ = x med avseende pa variabeln x och
anvander kedjeregeln. Vi far

1 1
v.y'=1 vilketkan skrivas y'= — = =
ey vilket Kan sKrivas y o X

‘ yttre derivatan - inre derivatan

Derivatan av y=Inx

3146

r N

1

Logaritmfunktionen y=Inx, x> 0, har derivatan y'= P

Derivera )
Inx

x
b) Kvotregeln ger

a) y = In5x b) y =

a) Derivera med kedjeregeln:

yolsal
Sx X 1
eller —2-2x-x—ln'x2-1
Skriv om funktionen med y =X -
en logaritmlag: x
¥y =In5x =1In5 + Inx y _ 2-Inx?
' 1 - xz

X

3.1 DERIVATOR OCH DERIVERINGSREGLER

'Y

3147

3148

En linje med lutningen k gar genom origo och ir tangent
till kurvan y = Inx. - ,
Rita kurvan och tangenten och ange virdet pa k.

Vi séitter tangeringspunkten till (a, In a), a > 0.
Linjen gér da genom punkterna (0, 0) och (a, In a).
Formeln for k ger k = L EJjinja

a-0 a
Tangenten i punkten (a, In a) har k = y'(a).

Omy =Inxsdéary = £ och y'(a) =
x

IS

Vi far alltsa ekvationen 3
s N

Ina

a
Ina =

— Q|

a=e

k:y'(a):l:
a

(Alternativt: /
Enpunktsformeln ger . J

y-lna =y@: (x-a) -1

® |-

Inséttningavx =0,y =0 och y'(a) =1/a ger lna=1)

En influensaepidemi sprider sig i ett samhille
med 2000 personer. Antalet personer N som
insjuknat i influensan t dygn efter det att
forsta personen blivit sjuk fljer funktionen

2000

NO = g
©= 151009 0

Beridkna och tolka N'(12).

N@®)
N'(t)

2000 (1 + 1999 - e-0.5¢)-1
2000 (-1) * (1 + 1999 - ¢-05¢)2.1999 - ¢-0.5¢. (_(,5) =
1999000 -
(141999 o)’
1999000 - ¢
(1+1999 - ¢’

N'(12) = = 139,726... = 140

Svar: Att N'(12) ~ 140 kan tolkas s hiir: 12 dygn efter att
influensan kom till samhillet 6kar antalet insjuknade med
140 personer/dygn. J

3.1 DERIVATOR OCH DERIVERINGSREGLER 111




3149

3150

3151

3152

3153

3154

3155

3156

3157

b

Derivera i
a)y_=4+lnx oy =In4x
b)y = 4lnx d)y = Inx*
a)y = 10e¥/5 ¢)y=3000-1,12~
b)y =5 d)y =10*
a)y = (Inx)? Qy=2>
b) y = Inx* dyy = (29?
a)y=0Gx+ 11 Q) y= L

Y Y sinx

2 1

bly== dy= [P
a)y=e*-Inx b)y =¢*-Inx

Hassan sdger att In5x och In8,5x
har samma derivata. Har han ratt?
Motivera.

Bestdm ekvationen for tangenten till
kurvan y = Inx iden punkt dar x = 1.
Rita kurvan och tangenten.

Lat f(x) = ﬁ och bestdm f’(e).

P4 en internatskola sprider sig mésslingen.
Antalet elever N som insjuknat foljer
funktionen

N@ = 250

1+ 249 ¢
dér t 4r antalet dygn efter det att den
forsta eleven blivit sjuk. Berédkna och tolka

b) N"(7).

a) N'(7)

3158

3159

3160

3161

3162

3163

3164

3165

3166

Derivera

a)y = tan 2x )y = In (cosx)

b) y = tan?x d)y = In (nx)
Bestam ekvationen for tangenten till

In x
X2

kurvany = ipunkten (1, 0).

Rita grafen.

Berdkna med tre decimaler det véirde
pé x for vilket derivatan till funktionen
y = x3-Inx antar virdet 0.

Deriverar vi y? = x med avseende pé x far
vi 2y-y' = 1.Visa hur vi kan utnyttja detta
for att harleda derivatan till y = x, x > 0
genom att gora omskrivningen y? = x och
sedan derivera bada leden.

Hirled derivatan tilly = a*, a > 0,
genom att
a) gl over till basen e och derivera.

b) logaritmera bida leden och sedan
derivera.

Studera hirledningen av derivatan
till In x. Vad &r derivatan avy = 1gx ?
Motivera.

Om y = tanx sd ar
2 1

cos® x

a) Visa denna identitet.

-1
b) Derivera identiteten och héarled
derivatan av y = tanx.

Undersok med derivata om
x-Inx > —0,3675 for alla positiva x.

Bestdm exakt koordinaterna for maximi-
punkten pé kurvan y = x'/*. Rita grafen.
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Samband mellan forandringshastigheter

Exempel

3167

\K@djeregéln ger ett samband mellan olika foréandringshastigheter.

Antag att vi har en area A som beror av en variabel x som i sin tur
beror av tiden t. Arean kan d4 beskrivas av den sammansatta
funktionen A() = A(x(D).

Kedjeregeln ger att

dA dA dx bttie Tt sl 1 B
=1 re derivatan X inre derivatan
dt dx a7

Pa denna form ger kedjeregeln ett anvindbart samband mellan olika
variabler och férandringshastigheter fér sammansatta funktioner.

-

En rektangel har basen b = 4 cm 1
och héjden = 3 cm.
Rektangelns héjd 6kar med 0,5 cm/min,

dvs dh = 0,5 cm/min
dt

a) Still upp en formel for hur rektangelns area A beror av tiden t.

b) Bestim och tolka %

¢) Bestim dA omA=b'h
dh

d) Visa att ﬂ=%@
dt dh dt

a) Areanicm? efter t minuter ges av
A)=b-h=4-(3+0,5t) =12 + 2t

b) i—}: betyder derivatan av A med avseende pa variabeln t

A =12+ 2t = c_lé=2
dt

Tolkning: Arean 6kar med hastigheten 2 cm?/ min.

c) j—: betyder derivatan av A med avseende pa variabeln h

A=b-h = j—: =b-1=> (bskabehandlassom en konstant)

) v =94
dt

= 2 cm?/min
L_dA dh_b_ﬂ:_

= - 0.5 in= 2 in =
ah - di i 4 em - 0,5 cm/min = 2 cm?/min = VL
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3168

En isskulptur har formen av ett klot. Den smilter sa att
radien minskar med hastigheten 2 mm/h. Med vilken
hastighet fériindras volymen nér radien dr 5 dm?

Beteckningar:

Klotets volym = Vdm?®
Klotets radie = r dm
Tiden = th
Hastigheten med vilken

radien forandras = %

Hastigheten med vilken

volymen forandras = %‘t{

Volymen beror av radien
som fordndras med tiden,
vilket kan skrivas V(r(t)).

Derivatan avV med
avseende pa t blir enligt
kedjeregeln:

dv _ dv _dr

dt ~ dr dt
Klotets volym, V =

4nr3  dV _ 3-4nr?
=5—=—
3 dr 3

= 4qr?

Radien minskar med hastigheten 2 mm/h = 0,02 dm/h
vilket kan skrivas % =-0,02

av _av dr
dt ~ dr dt
d—v=4nr2-£
dr dt

dr

r=5 och — =-0,02 ger
dt

S‘;l’ =4m-5%-(<0,02) =—-6,283 ...~ —6
t

Svar: Volymen minskar med 6 dm?/h.

3.1 DERIVATOR OCH DERIVERINGSREGLER

3169 Bestim

@

dy 4 dA =
a) ar om y =sint-t \b) E om A =4r

3170 En sten kastas i en damm och ger upphov
till en cirkulér vattenvag. Arean innanfor
vagen dr A = nr?. Vigen utbreder sig si att
radien 6kar med hastigheten 0,075 m/s.
dA dA dr
Kedj | tf—=—"—
edjeregeln ger a o dr @

a) Vilket virde har %?
b) Bestdm ﬁ
dr

¢) Berdkna % om r=2,0m

och tolka ditt svar.

Ett kubiskt isblock smélter s att kubens
sida, x, minskar med 3 mm/h.

a) Anvénd kedjeregeln och still upp ett

samband mellan d_V och @

dt dt

b) Beréikna med vilken hastighet kubens
volym f6rdndras da kubens sida ir
75 cm.

3172 En kvadrat har sidan x cm.
Hur snabbt ékar

a) arean A, dé sidan 4r 12 cm och dkar
med 1,5 cm/min

b) sidan x, dé sidan a4r 12 cm och arean
okar med 4,5 cm?/min?

3173 Luftblésesin i en sfarisk ballong sd att

'b volymen 6kar med hastigheten 30 cm?3/s.
Hur snabbt ékar radien vid den tidpunkt
déd den 4r 18 cm?

3174 Bestdm Z—‘t/ om V = nr?h och

a) r ar konstant och h beror av t
b) h ar konstant och r beror av t
c¢) h = 3r och r berorav t.

3.1 DERIVATOR OCH DERIVERINGSREGLER

3175 En kub har volymen 216 cm? och dess sida

e

3176

3177

3178

minskar med 2 cm/minut.

a) Berdkna kubens sida och med vilken
hastighet kubens volym minskar med.

‘b) Pelle ser svaret fran a) och siger:
"Da forsvinner hela kuben pa en minut.”
Kommentera Pelles pdstdende.

a) Tuppgift 3168 med det smaltande
klotet kom vi fram till sambandet
AV _ 4. dr
T
dir 4nr? ar klotets area. Férsok att
forklara varfor klotets area dyker upp.

b) Bestdm sambandet mellan férdndringen
av en cirkels area da och dess radie dr
dt dt

Vilken geometrisk storhet dyker upp har?
Forsok att forklara varfor.

Vatten rinner in i en sfarisk beh&llare
med hastigheten 2,5 liter/min.
Behéllaren har en radie (dm)
som ar 4,5 dm. Nér
vattnet har héjden
h dm kan volymen
Vdm? berdknas
med formeln

V= g (13,5 h% - h3)

Hur férdndras héjden
pa vattennivan da
behallaren ir fylld
till hélften?

En konisk behallare har spetsen nedét och
lika stor hdjd som radie. Beh&llaren licker
sd att det rinner ut 360 cm3/min.

Hur férdndras vétskenivan vid det lige

d& den &r 18 cm?
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3.2 Grafer

Grafer och derivator

viaxande och avtagande

lokat maximipunkt
lokal minimipunkt

| 116

Forstaderivatan ar ett métt pa en kurvas lutning.

|
| RAESS
T

| a b 3
fl) >0 for a<x<b
farvixande om x, > x; geratt f{x,) = f(x;)
far avtagande om x, > x; geratt f(x,) < f(x;)
Om f" = 0 iett intervall, sd ar fvéxande dar.
Om f’ < 0 iettintervall, sa r favtagande dér.

fi(0) <0 for a<x<b

f kan aven kallas
strangt vdxande

om f{x,) > f(x)) och
stréngt avtagande
om f(x,) < fx)).

Andraderivatan 4r ett matt pa hur férstaderivatan dndras.

//
X

\

:
a

I en lokal maximipunkt &r: I en lokal minimipunkt ar

b derivatans teckenvéaxling + O - D derivatans teckenvaxling -0 +

» andraderivatan positiv
(forstaderivatan okar)

D andraderivatan negativ
(forstaderivatan minskar)

For att hitta extrempunkter (lokala maximi- och minimipunkter) till en
kurva y = f () kanvi gora pa foljande satt:

1 Bestim f'(x) och 16s ekvationen f'(x) = 0. Antag x = a drenlosning
2 Bestam f"(x) och berdknaf"(a).

3 Om f"(a) > 0 sd harfett minimum for x = a.
Om f"(a) <0 sd har fett maximum for x = a.

4 Om f"(a) =0 undersok teckenvaxling for f'()

+ 0 - / ‘\\ ger maximipunkt.
- 0 \5, // ger minimipunkt.
I N ger terrasspunkt.
-0 -

3.2 GRAFER

storsta/minsta varde

3201

3.2 GRAFER

Antag att vi har en "snill” funktion som har en sammanhéngande graf som
vi kan derivera éverallt. For att hitta funktionens stérsta och minsta virde
i ett begrénsat intervall méste vi underséka och jaimféra funktionsvirdet i

D punkter darf'(x) = 0

Stérsta varde ",
globalt och
lokalt max

D intervallets Andpunkrer
Minsta varde

Y
Lokalt max
globalt och

<\ Iokaltmijn ) x}

Stérsta/minsta varde ar ett y-varde.
En punkt anges med x- och
y-koordinat. Det &r dock vanligt att
t ex en maximipunkt bara anges
med x-koordinaten.

Skissa med hjilp av derivata grafen till y = x3/3 - x2 - 8x
iintervallet 0 < x < 10 och bestdm funktionens stérsta och

minsta virde i intervallet .
Kontrollera med grafriknare.

y=x3/3-x2-8x

Vi beréknar funktionsvéarden
for xdar y'=0 samt for

y' =x2-2x-8 intervallets granser.
y'=0 ger Xx2-2x-8=0 Derivatans tecken beraknar
vi fér nadgot x mellan 0 och
x; =4 och x,=-2(ejiintervallet) | 4 samt mellan 4 och 10.
x | o 4 10
y' = 0 +
y 0 \,  min:-267 1533
AY
160+
Kontroll:
o
= X x?-8x 160
3 (10, 153,3)

20+

Iintervallet dr funktionens
storsta virde = 153,3 och minsta virde = -26,7
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3206 a) Skissa kurvan y = x® - 3x med hjilp av 3211 Bestdm koordinaterna for extrempunkter
3202 | Bestdm med derivata koordinaterna for de lokala extrempunkterna derivata. | . till funktionen
till kurvan y = (x% - 3)e*. Rita en enkel skiss av kurvan som kontroll. b) For vilka x-vérden dr y = x3 - 3x y = 2-x
) vaxande? ' x?
forstaderivatan | y = (x*-3) -e* a) grafiskt med din riknare
(R x 2 = 2 — X .

y' = 2xe* + (x*-3)e* = (x*+ 2x-3)e ) 3207 Funktionen y = Inx—0,5x2 har en " b) med derivata.

y' =0gerx?+2x-3 = 0 eftersom e* > 0 féralla x extrempunkt for ett positivt x-virde. Bestim _

x =-1++J4 koordinaterna for denna. Kontrollera 3212 Figurenvisar grafentill y = 4 cosx + 2x

x, = 1ochx, = -3 grafiskt. iintervallet 0 < x < 2m. Bestdm exakt

koordinaterna fér minimipunkten A.

. T x 2 _ X = 2 - X
andiaderivatagi} 3= (2 Ep2)eEh GESPRx =) e G il =Ml 3208 Rita en enkel skiss av grafen till funktionen 20

y'(1) = 4e > 0, dvs x=1 ger y,, = -2e = -5,44 (3 fomfoljande tre villkor giller:
Y'(3) = -4e® <0, dvs x=-3 ger y,,, = 6e? ~ 0,30 1 Punkterna (1, 5), (2, 3) och (3,1)

grafen | Grafen visar att de erhallna - ligger pd grafen.
extrempunkterna ar rimliga. -7 2 f(1) =0 och f(3) = 0. A
Med olamplig skala kan 0 : on
maximipunkten vara svar 3 f00>0 for x<1,
att uppticka grafiskt. F) <0 for 1<x<3 och 3213 Bestim talet a s att funktionen

' fl6) >0 for x>3 4 g
Svar: Maximipunkt (-3, 6e-°) y= X fér ett lokalt min fér x = 2.
och minimipunkt (1, -2e).
3209 Skissakurvan y = (2x-1)¢™ med hjilp 3214 Enrektangel dr inskriven i en halvcirkel

av derivata.

> J o som figuren visar,
3210 Nar fiskar simmar uppstréms i ett vatten- (cm)
3203 y =x® + 1,5x%-6x + 4 3205 Figuren visar ndgra funktionskurvor. drag anpassar de sin hastighet x m/s s
@ a) Lés ekvationen y'= 0. 1 Ay 4 Ay att .epergiﬁtgéngen J/m blir s liten som
. . . " mojligt. Om vattnet rinner med hastigheten 12/
b) Bestdm andraderivatans virde for : T / X
N . . 4,0 m/s beskrivs energidtgangen av
de x-virden dér y'= 0 och avgér om " « R o 5
kurvan har maximi- eller minimipunkt =5 — o? T
for dessa x-koordinater. 2 Ay 5 Ay fo = x )_C4 , X >4 och a) Uttryck rektangelns area som funktion
¢) Rita upp kurvan med grafriknaren och \/ o — s av v.
kontrollera ditt svarib). . SHEMROSIEVIONS aon " b) Uttryck rektangelns area som funktion
4 3 ol a) Hur dndras energ;atgangen om en fisk av x.
. 6kar hastigheten fran 4,5 m/s . . .
3204 y =sin2x 6 3
y - n 3 3 Ay 6 Ay . till 5,0 m/s? ¢) Bestdm areans storsta virde.
a) Visaatt x =— och x =— ér - . . - .
— '114 0 4 /\ b) Yﬂlfen hastighet minimerar energi- 3215 Ett papper viks som figuren visar,
osningar till y'= 0. 4 X R X atgangen? (m)
b) Bestdm andraderivatans vérde ) ) -
for x-virdena i a) och avgér om Vilka funktioner har en (2 e ) .
kurvan har maximi- eller minimipunkt a) forstaderivata som &r positiv for alla x ot &= ‘Fw - e 18
fér dessa x-koordinater. b) forstaderivata som r negativ for alla x & e = : i
¢) Kontrollera ditt svar i b) grafiskt. c) andraderivata som ar negativ for alla x, o - —,"_ [ Mg _ 1

dvs en forstaderivata som minskar

C " For vilket védrde pd x dr den vikta kantens
ivéarde for alla x

 Uailgeie, | ad langd y s liten som méjligt?

d) andraderivata som ér positiv for alla x?
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Olika typer av grafer

definitionsmangd
vardeméangd

kontinuerlig

deriverbar

Exempel 1

storsta/minsta varde

120

Vi bérjar med att repetera nagra begrepp som behandlar funktioner och
deras grafer.

FEn funktions definitionsmdngd ér tilldtna virden f6r den oberoende
variabeln, t ex x. Virdemdngden ar de funktionsvérden, t exy, som
definitionsmingden ger.

Ordet kontinuerlig kan 6versittas till sammanhéngande. En forenklad
beskrivning av en kontinuerlig funktion ar att dess graf gar att rita utan

att lyfta pennan. En korrekt definition &r:

En funktion ar kontinuerlig i en punkt x, om x, tillhér definitionsméngden
och lim f(x) existerar och ar lika med f(x,). Om funktionen ar

XX,

kontinuerlig i varje punkt i sin definitionsméngd kallas den kontinuerlig.

En funktion ir deriverbar i alla de punkter dér forstaderivatan existerar,
dvs dér kurvan har en tangent.

Defintionsméngd: Alla reella tal x
Virdemingd: Alla reella tal y

Funktionen y = x*~3x &r kontinuerlig
och deriverbar for alla x.

Ay
y=Inx

Definitionsméngd: x > 0
Virdemingd: Alla reella tal y

Definitionsméngd: x = 0
Vardeméngd: y =0
Funktionen y = Inx &r kontinuerlig
och deriverbar for x > 0

Funkiionen y = \Jx ir kontinuerlig

for x = 0 och deriverbar for x > 0

Ay by 0 omx<0
y f}

y=1/x
1 X 1 X

lomx=0

“‘\ 1 1
[
Definitionsméngd: x # 0
Viardeméngd: y # 0

Funktionen y = 1/x #r kontinuerlig Funktionen &r inte kontinuerlig
och deriverbar for allax = 0. eller deriverbar d& x = 0.

Definitionsmingd: Alla reella tal x
vardeméngd: y =0,y =1

For att avgdra om en funktion f har ett stérsta/minsta va rde maste vi,
utdver extrempunkter och intervallgrénser, ocksé underséka om det finns
punkter dar finte &r definierad, kontinuerlig eller deriverbar.

3.2 GRAFER

'y

3.2 GRAFER

absoluthelopp

Exempel 2

Exempel 3

Exempel 4

Vi repeterar begreppet absolutbeloppet av x, som skrivs |x|.

ébsolutbeloppet av ett reel]f tal definieras som talets avstand till origo och
dr darfor alltid ett positivt tal (eller noll).

3 3

&

-3

Y>>

4

3
|3] =3 och |-3| =3 eftersom bade 3 och -3 har avst&ndet 3 till origo.

[k ]

Ekv%tionen |x—3| =4 kan tolkas som att vi sdker punkter med
avstandet 4 till punkten 3 pé tallinjen.

Vi kan 10sa ekvationen genom att skriva

x-3=4
x-3=-4

somger x=7 och
somger x=-1

Pa tallinjen ser vi att 1dsningen &r korrekt.
4 4

e A

+$

wH
.b-
o
o
~ &

T T T
2-1 01 2

—_

Funktionen y = |x| maste enligt definitionen skrivas
X om x=0

:x:
y =l -x om x<0

Grafen far foljande lite speciella utseende.

Definitionsmingd: Alla reella tal x
Vardemédngd:y = 0

Funktionen dr kontinuerlig, eftersom grafen 4r sammanhéngande.

Funktionen &r inte deriverbar d& x = 0, eftersom grafen saknar tangent

dér. Narmar vi oss x = 0 fran hoger ér lutningen 1 och nirmar vi oss fran

Xé’mstef dr lutningen —1. Funktionen ar inte deriverbar dir den har en
spets”.

grafrdknaren med tex
y=abs(x)

E [ Grafen till en funktion som beskrivs med absolutbelopp kan ritas pa
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3216

3217

3218

f(x) = |2x - 1|. Beridkna x om f(x) = 2
[2x-1| =2 ger tvA mojligheter
2x-1=-2 eller 2x-1=2
x=-0,5 eller x=1,5

Rita grafen till a) y = |2x| b) y = [2x-6|

2x om 2x =20

a) Definitionen ger y = |2x| = {—Zx om 2x < 0

dvs fér x = 0 ritarvi y = 2x och y
for x < 0 ritarvi y = -2x

2x-6 om 2x-6=20

b) y = |2x-6| ={—(2x—6) om 2x-6<0

dvs for x = 3 ritarvi y = 2x-6 och y
for x <3 ritarvi y=-(2x-6) =-2x+ 6

>

Figuren visar grafen till en funktion f. y
a) Bestam funktionen.

b) Ar funktionen kontinuerlig och
deriverbar for alla x-viarden?
Motivera. 1

a) Vibestimmer linjens ekvation for x = -2
k=1 och m=2 ger
fOG)=x+2 for x=-2

fx) = |x + 2| forallax

Visertexatt x=-3 ger f(-3)=|-3+2|=|-1] =1
vilket stimmer med grafen.

b) Funktionen &r kontinuerlig och definierad for alla x-vérden,
eftersom grafen 4r sammanhéngande.

Funktionen ar inte deriverbar da
x = - 2 eftersom grafen saknar tangent dér.

Nirmar vi oss x = -2 fran hoger &r lutningen 1.
Niarmar vi oss x = -2 fran vénster ar lutningen -1.

Funktionen ir inte deriverbar dar den har en ”spets”.

3.2 GRAFER

3219 Beridkna

@ a5 +]-3] +3|
b) |-2] - |10] - |-1]
o) |0,12] +4-|-1,2]

3220 f(0) = |x-2]
a) Berdkna f(3) och f(-3).
b) Finn tva olika véirden pé x s att f(x) = 7.

3221 a) Rita grafernatill y = |x| och
¥ = |x—2| isamma koordinatsystem.

b) Kontrollera graferna med din
grafriknare.

3222 Fiona pastar att absolutbeloppet av x alltid
ar positivt. Har hon ratt? Motivera.

3223 a) Vilken av funktionerna nedan ir inte
definierad for alla x? Motivera.

b) Har de olika funktionerna nigot storsta
respektive minsta virde? Motivera.

3224 Rita y = med grafrdknaren.

2x-10

a) For vilket x-vérde ar funktionen inte
definierad?

b) Undersdk om din rdknare klarar av att
rita grafen korrekt ndr du zoomar ut.

3225 Ge ett eget exempel pa en funktion som
a) inte ar definierad for x = 2.
b) har definitionsmingd x = 2.

¢) ér definierad men inte deriverbar da
x=2.

3.2 GRAFER

3226 Bestam den funktion som har grafen nedan.

(b y

A kol

| 5

3227 Rita grafentilly = In (x + 2).

a) Bestdm funktionens definitionsméngd
och virdeméngd.

b) Forklara grafens utseende.

3228 Motivera varfor |[x-y| = |y —x]
for alla reella varden pé x och y.

3229 Funktionen f(x) = ar inte

1
ax+b
definierad fér x = 2 samt har en graf
som skar y-axeln dar y = 1/4.

Bestdm a och b.

3230 I figuren visas grafen till funktionen

@ ,.-

bx—-c

Ay

Bestdm de positiva talen a, b och c d&
funktionen skrivs i sin enklaste form.

3231 Grafentill y = |ax + 2| -2 bildar
tillsammans med x-axeln en triangel med
arean 3 a.e. Bestdm vardet pda om a > 0.
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Kurvor och asymptoter

sk UNDERSOK

-

Nér vi studerar funktioners grafer 4r det bra att ha god kéinnedom om
derivata och olika funktioners egenskaper.

Exempel 1  Skissa i stora drag gra'fen till yA= xX*—4x+1
For stora |x| dr y = x> och forsmé [x| 4r y = —4x + 1.

Ay { ) Ay

=3
s
X

X
[+
t s \j

Polynomfunktioner &r ”snélla” funktioner som &r kontinuerliga och
deriverbara Gverallt.

. . . . 1
V].lken term domlnerar? | Exempel 2  Skissaistora drag grafen till y = o + 2x

: : 1
Eor stora |x| dr y = 2x eftersom — = 0.
. X

. 1 1 . g oo 1 -
1 a) Rita av och fyll i virdetabellen e) Ritaenskissav y = 2t 3x och y = < Forsmd |x| ar y = p eftersom 2x = 0.
. . . . 1
10]-01] o i samma figur. For vilka | x| har graferna Funktionen y == ir ej definierad for x = 0.
x
-0,1 liknande utseende, stora |x| eller sma |x|? _ Nér x nirmar sig 0 gér 1/x mot =« beroende p& om x 4r positivt eller
negativt, kurvan nérmar sig y-axeln.
2 a) Bestdm utan att rita funktionens graf 11 y Ay

vilken term som dominerar for stora |x|

1
y=—+3x
X

respektive smé |x|

b) Ar funktionen y = % + 3x definierad for

\ ke

1
A y=x*+ = 5
alla x?

B y=x3-5x
1 y=2x y=1l/x
c) Vilken term i funktionen y = < + 3x €y = 0,204 23
ir den dominerande (paverkar y-virdet / ‘

L . b) Kontrollera dina svar i uppg 2a) med
mest) for stora |x| respektive f6r sma |x|?

. . . )
grafritande verktyg. Rita t ex grafen till asymptot  y-axeln och den riita linjen y = 2x &r asymptoter till y = = + 2x.
d) Rita med grafritande verktyg grafen X

2 En asymptot dr en rit linje sddan att avstdndet mellan kurvan och linjen
Ar det fér stora |x| eller for sma |x| som nédrmar sig noll ndr avstandet till origo gar mot odndligheten &t ndgot hall.

1
1 y=x2+—= och y=x2
till y ==+ 3x och y = 3x. Forvilka |x| .
X

har graferna liknande utseende, stora |x| graferna dr mest lika? En kurva kan ha vertikala asymptoter dir den ej ér definierad, t ex

eller sma |x|?

1
y= - ar ej definierad for x = 4 och har asymptoten x = 4.

En kurva kan ha horisontella eller sneda asymptoter da en eller flera termer

N . 1 1
gar mot noll for stora |x|,tex y = " + — - 3x har asymptoten y = —3x.
x
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3232

3233
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Ange grafens asymptoter. Motivera ditt svar.

a) x-axeln dr en asymptot eftersom e — 0 dd x —> o
b) x = 2 och y = x &r asymptoter.
y ér ej definierat for x = 2. Nar x ndrmar sig 2 ndrmar sig
kurvan x = 2.
For stora |x| dr 120 vilket ger y = x dvs kurvan ndrmar
sig y = x. -2
2
a) Skissa grafen till y = X+ 16 ed hjilp av derivata.
b) Ange eventuella asymptoter till kurvan.
a) Funktionen blir enklare att studera om vi forst skriver om den.
2
=X +16=£+‘—‘=0,25x+4x‘1 (x#0)
4x 4 x
; _ 4
y' =0,25-4x2 = 0,25-—
, 4 _
y'=0 ger 0,25-—=0
x
x2 =16 och x = x4
x| 4 0 4
y! + 0 - ej def =
y 7 -2 \ pY 2 /
max min
=-4 ger Ymax = -2 Ay
by y=3+ % ir ¢j definierat for x = 0. Y 1
X 1
y-axeln dr en asymptot.
For stora |x| dr e 0 vilket ger y = E
x

Svar: y-axeln och y = x/4 ar asymptoter.

3.2 GRAFER

3234 Ange grafens asymptoter.
a) Ay

¥y

L I . T T A S O 2

b)

1-

n—hwi:illllr

L

Ay
c) .@o, 5x

14 X

LSS I [NC S T RN IR e o B |

3235 Rita grafen med grafriknare.
Bestam grafens asymptoter.

a)y = Inx
1
b)y=---15«x
x
cy=e>*-1

3236 Vad ar en asymptot? Forklara med ett eget
exempel.

3237 a) Rita kurvan y = 2x + 8/x med hjalp av
derivata.

b) Har kurvan négra asymptoter?

¢) Har kurvan négot storsta varde?

3.2 GRAFER

3238 Undersok vilken term som dominerar for
stora | x| och vilken som dominerar fér sma
|x]. Rita sedan en enkel skiss av grafen till

1
=-+3
a)y Lt

b)y = 4x?—x*

3239 Rita med hjélp av derivata grafen

2
'D tilly = )%;4_4 inklusive

eventuella asymptoter.

3240 Undersék med derivata om funktionen har
ndgra extrempunkter. Ange dven eventuella

asymptoter till kurvan.
1
= — b =
2y x2 )y x2—x

3241 Figuren visar grafen till en funktion f.
a) Funktionen har tvé asymproter. Vilka?
b) Vilken ar funktionen?

3242 Johan péstar att y = x &r en asymptot till
¥y = sinx + x. Har han ritt? Motivera.

3243 Undersok grafen till y = tan~'x. Bestim
o och motivera grafens asymptoter.

3244 Ange ett eget exempel pa en funktion
som har asymptoterna

ay=2 b)x=1,x=3 och y=x.

3245 Bestdm utan rdknare eventuella
extrempunkter och asymptoter till

_x2-1
YT
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3.3 Differentialekvationer

-

_ Begreppet differentialekvation

Exempel 1

differentialekvation

forsta ordningen

andra ordningen

Exempel 2

Exempel 3

begynnelsevillkor

128

Lufttrycket y kPa férandras med en hastighet som pé varje hojd ar
proportionell mot det aktuella trycket. Detta kan beskrivas med
differentialekvationen y' =k -y

En ekvation med en obekant funktion och en eller flera av denna funktions
derivator kallas en differentialekvation.

y' =2y ir en differentialekvation av forsta ordningen eftersom y'
dr den hogsta derivatan.

y"+y'+ 2y = 0 ir en differentialekvation av andra ordningen eftersom y"
dr den hogsta derivatan.

Losningen till en differentialekvation &r en funktion. Genom prévning
kan vi understka om en viss funktion ar en l6sning till en given
differentialekvation. '

Ar funktionen y = sin2x en 16sning till differentialekvationen
y'+4y=07?

Vi bérjar med att bestimma de derivator som ingér i ekvationen.
y=sin2x = y'=2cos2x = y"=-4sin2x

VL=y"+4y =-4sin2x + 4sin2x = 0 = HL

Provningen visar att y = sin2x ar en l6sning. Pa motsvarande satt kan vi
visa att d4ven funktionerna y = 5 sin2x och y = -3 sin2x ar losningar.

.Viinser att en differentialekvation kan ha flera olika 16sningar.

Differentialekvationen y'—3y = 0 har t ex 16sningarna
y =100¢3 och y = 200e%.

Vi undersoker om nagon av losningarna uppfyller
begynnelsevillkoret y(0) = 200.

y =100e%>* = y(0) = 100e® ° = 100 = Villkoret &r inte uppfyllt.
y =200e* = y(0) =200e% ° =200 = Villkoret dr uppfyllt.

Funktionen y = 200e3* uppfyller villkoret y(0) = 200.

3.3 DIFFERENTIALEKVATIONER

Sammanfattning
funktion.

En differentialekvation _i_nnehéller en obekant funktion och en eller
flera derivator till denna. Differentialekvationens l8sning r en

3301

VL=% -
dx

Differentialekvationen Z— =-0,2y &r given.
x

a) Visaatt y = Ce~%%* dr en 16sning till differentialekvationen.
b) Bestdm C sa att villkoret y(1) = 50 dr uppfyllt.

a) y = Ce 02 ger dy _ -0,2 Ce™0:2x

dx
0,2 Ce=02* = 0,2y = HL
b) y(1) = Ce 021 =(C:e 02

Villkoret y(1) = 50 ger
C-e %2 =50, dvs C=50/e%2 = 61

3302 Visa att

@ a) y = 5- e drenlosning till
differentialekvationen y'—2y = 0

b) ¥y = 4cosx &ren 16sning till
differentialekvationen y"+ y = 0.

3303 Ge ett exempel pé en differentialekvation
av andra ordningen.

3304 Visaatt y = A - ek~
a) dr en losning till % =ky
b) uppfyller villkoret y(0) = A.

3305 Ar y =x-e* enl6sning till differential-
ekvationen y'-y = xy? Motivera.

3306 Vivetatt y = A-e** dren ldsning till
'D differentialekvationen y' = - 0,03y
och att y (0) = 12.
Bestdm konstanterna A och k.

3.3 DIFFERENTIALEKVATIONER

3307 Bestdm det positiva talet k sé art
y = cos kx blir en 16sning till
y'"+9y =0.

3308 For vilketeller vilkatal r 4r y = e’
en 10sning till differentialekvationen
y'+y -6y =0?

3309 Differentialeckvationen y" 4+ 4y =0 ir given.
a) Visa att y = Acos2x + Bsin2x éren
16sning.
Bestdm konstanterna A och B om
b)y(0) =0 och y(n/4) =20
¢) y(0) =1 och y'(0) =-6.

3310 Visaatty = ] dr en 16sning till

Y

€
@ differentialekvationen y' = y (1-y)

3311 a) Finn tva olika lésningar till
differentialekvationen 100y" =y

b) Visa att summan av dina tvé 1¢sningar
ocksa ar en 16sning.
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Differentialekvationer och matematiska modeller

Nér vi vill beskriva olika férlopp inom naturvetenskap och teknik leder det
ofta till matematiska modeller med differentialekvationer.

En biolog har studerat en stor figelkoloni under tio ar. Biologen
finner att under hela studien har antalet faglar minskat med
hastigheten 4% per ar av det aktuella antalet.

Stéll upp en differentialekvation som beskriver foriandringen.
Forandringshastigheten ir —4% per ar av totala antalet faglar.

Om y dr antalet faglar t ir efter studiens start ger det for
tidsintervallet 0 <t < 10 differentialekvationen

y' =-0,04y
Ekvationen kan dven skrivas

%’ = —0’04y ellel‘ y, = 0;04y =0

3313

3.3 DIFFERENTIALEKVATIONER

En stek som har temperaturen 20 °C sétts in i en ugn som
‘haller 175 °C. Enligt en matematisk modell stiger d& stekens
temperatur y °C med en hastighet som ir proportionell
mot temperaturdifferensen (175 -y).
Det ger differentialekvationen
dy
dt

dér t dr tiden i minuter sedan steken sattes i ugnen.
a) Visa att y = 175-155-e*! iir en 16sning till ¥ (0) = 20.

b) Visaatt y = 175 - 155 - e ** idr en l6sning till
differentialekvationen.

= k(175 -y)

c) Efter 30 minuter dr stekens temperatur 45 °C.
Vilken #r temperaturen efter 70 minuter?

a)y = 175-155-¢7**
y(©) = 175-155-¢% = 175-155-1 = 20

b) VL = % = (155) - ekt- (k) = k - 155 - e~k
HL = k- (175-y) = k- (175175 + 155 - e-%!) = k- 155 - e-k¢
VL = HL

c) ¥y (30) = 45 ger ett virde pa k.
175 - 155 ™30k = 45

30k = 130
155
k = 71“(13%155) ~ 0,005 86

¥ (70) = 175155 - ¢-0.00586-70 5 79

Svar: Efter 70 minuter ir stekens temperatur 72 °C,
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3314

@

3315

3316

150 gram av ett radioaktivt &mne minskar
med en hastighet som &r proportionell
mot kvarvarande méngd enligt
differentialekvationen

dy
= =-0,20
dt Y

dér y dr mangden i gram efter t ar.

Visa att y = 150 e %29t 4r en 16sning till
a) begynnelsevillkoret y(0) = 150

b) differentialekvationen.

Folkméngden y miljoner i ett land forédndras
enligt differentialekvationen

dy

— =0,012y, y(0) =

el )

dar t ér tiden i dr rdknat fran ar 2010.
Forklara med egna ord vad
a) y(0) = 45 betyder

b) differentialekvationen betyder for
folkméngden.

Antalet bakterier y i en ndringslosning kar
enligt differentialekvationen

L 0,15y dartar tiden i timmar.

3317

3318

b,

3319

3320

Invanarantalet y i en stad 6kar varje ar med
1000 personer, dvs dy/dt = 1000.

a) Visaatt y = 1000t + C ar en funktion
som uppfyller hur antalet férandras.

b) Bestam C om y(1) = 45000.

Stall upp en differentialekvation som
beskriver att

a) y minskar med en hastighet som
ar 20 % per tidsenhet avy.

b) y 6kar med en hastighet som ar
proportionell mot y.

¢) y 6kar med en hastighet som &r
proportionell mot (20 —y).

Hastigheten &r derivatan av strackan,
v = ds/dt och accelerationen &dr derivatan
av hastigheten, a = dv/dt.

Visa att s = vyt + at?>/2 &r en 6sning till
s" = a omv,och a ar konstanter.

Lovmingden i en skog y g/cm? okar genom
nedfall av nya 16v med 3 g/cm? och ar.
Samtidigt férmultnar 16ven med en hastig-
het som dr 75% per ar av den aktuella
méngden. Detta ger differentialekvationen
% =3-0,75y, déar t drtideniar.
a) Visaatt y = A-e %730+ 4 ar en l6sning
“och bestdm konstanten A om y (0) = 0.
b) Berikna l6vm:ingden efter 2, 4, 6 8 refh
10 &r. Slutsats? Rita grafen som kontroll:,

oy ] | "

B

3321

3322

3323

Mangden fororeningar i en sjo, y enheter,
avtar enligt differentialekvationen

%_—043/ dar ¢ ar tiden i &r.

a) Visaatt y = A+ e %4 4ren l6sning.
b) Tolka konstanten A.

¢) Vad far du fram om du loser ekvationen

4,

Y= 10

Antalet individer y i en djurpopulation kan
enligt en matematisk modell beskrivas med
differentialekvationen

fzy = 0,000 25y - (5400 —y)

dar t ar tideni ar.

a) Berdkna forandringshastigheten @i
om antalet individer dr 5200.

b) Berédkna fordndringshastigheten %
om antalet individer 4r 6000.

o) Forvilka varden pa y okar antalet?

d) For vilka véirden pa y minskar antalet?

e) Efter [dng tid sker en stabilisering av

antalet, dvs & =
dt

(om inte forutsédttningarna fordndras).
Vilket véarde har da y?

Antalet bakterier i en matritt kan beskrivas
med differentialekvationen

% = 0,08y, y (0) =100,

dar t ar tiden i timmar.
a) Uttryck detta i ord.
b) Ange den funktion som &r en 16sning.

3324 Temperaturen y °C i en kopp te som far

ws

svalnaiett rum med temperaturen 20°C
kan beskrivas med differentialekvationen

dy B
it =-k(y-20)

dér t min &r tiden och y (0) = 85.
a) Uttryck detta i ord.
b) Visaatt y = 20 + 65 - e~*! &r en 16sning.

¢) Vad behovs [0r att bestaimma
konstanten k?

3325 Tjockleken y cm [6r isen pd en sj6 som

héller pé att frysa till vixer med en
hastighet som dr omvént proportionell mot

y enligt
LS
dt y
Visa att y = V2kt + C dren 16sning.

3326 Vattennivan h cm i en tank sjunker

3327

-

Z—

efter t minuter med en hastighet som ar
proportionell mot kvadratroten ur h.

a) Stall upp en differentialekvation som
beskriver detta.

b) h = 0,25 (18 - 2t)2 &r en 16sning rill
differentialekvationen. Vilket varde har
proportionalitetskonstanten?

¢) Bestdm h(0) och nér tanken ar tom.

En damm rymmer 500 000 liter.
Dammen innehéller y liter gift efter t r.

Antag att giftet ar jimnt férdelat i hela
dammen. Vattnet rinner ut frdn dammen
med hastigheten en tiondel per &r av den
aktuella vattenméngden, samtidigt som nytt
vatten fylls pA med samma hastighet. Med
det nya vattnet tillférs gift med hastigheten
1 liter per ar.

Stall upp en differentialekvation som
beskriver hur méngden gift dndras.
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3.4 Integraler

Integraler och primitiva funktioner

Anl deyivalipe
primitiv funktion

Exempel 1

Exempel 2

Primitiv funktion

134

Vi inleder med att repetera ndgra begrepp fran tidigare kurs.
En primitiv funktion F(x) har f(x) som derivata, dvs F’(x) = f(x).
F(x) kan ocksa kallas antiderivatan till f(x).

Vilken eller vilka funktioner har f(x) = 2x som derivata?

Ay

14/ Jl}‘

\ b

1
f(x) = 2x

F(x) = x? &r en primitiv funktion
till feftersom F'(x) = 2x.
I figuren till héger ser du

exempel pé fler funktioner F(x)
med derivatan 2x.

En primitiv funktion F(x) till f() = 8x3 far vi genom att
4
"derivera bakldnges”, F(x) = 8% = 2x*

Aven F(x) = 2x* + 3 har derivatan f(x)

Alla primitiva funktioner till f(x) ges av F(x) = 2x* + C
For att bestimma C behover vi veta mer om F(x).

Om F(x) ar en primitiv funktion till f(x) sa betecknar F(x) + C,

dér C ar en reell konstant, samtliga primitiva funktioner till f(x).

3.4 INTEGRALER

'Y

Exempel 3

integral

integrationsgrans

Sammanfattning

3.4 INTEGRALER

Négra primitiva funktioner:

f(x) . F(%) ‘
. (C @r en reell konstant)
k kx+ C

XN+ 1

X" (n=-1)
n+1

ehx —+C

Inixl + C

. cos kx
sin kx - + C

sin kx
k

cos kx +C

Nar vi berdknar areor under kurvor A
ar primitiva funktioner anvindbara

verktyg. F(x)

Den firgade arean under grafen
till funktionen f(x) ges av
b

integralen j fOodx dar 1 |
a a b

=

a och b kallas undre respektive dvre integrationsgrdns.

Man kan visa att om F(x) &r en primitiv funktion till f (x) sa géller

b

I fC)dx=[F (x)]z =F()-F(a) (Integralkalkylens fundamentalsats)
Detta innebér att vi kan berdkna integralen om vi kan hitta en primitiv
funktion till f (x).

( %

b
For en kurva f(x) ovanfér x-axeln motsvarar integralen [ f(x) dx

a

arean mellan kurvan, x-axeln och linjerna x=a och x= .

-

AN
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3401

3402

Bestdm den primitiva funktionen F till f(x) = x? + sin2x
for vilken F(0) = 1.

f(x) = x? + sin2x

Samtliga primitiva funktioner:

x® cos2x
F(x) ==—-2="2
3 2

F(0) = 1 ger ekvationen

+C Kontrollera genom att derivera.

3 .
O__cos(Z 0)+C=
3 2

O—%+ C =1 vilket ger C =3/2

1

3
Svar: F(x) = 4 [CoSSg B
3 2 2

Berdkna det firgade omradets area. Ay

Den vre integrationsgrinsen,

x =4, avlaser vi i figuren.
Den undre grénsen &r en lésning y=05x"-2
till ekvationen y = 0.

0,5x2-2=0

x2=4 -/ X=4

X, =-2,x,=2

Figuren visar att nollstallet
x = 2 dr den undre integrationsgransen.

Arean ges av integralen

4 05 3 4
[ (0,5x2-2) dx = {Tx- 2x:| =
2

2

.43 .93
=M_2.4_M_2.2 =2_8_ﬂ+4=1_6= =
3 3 3 3 3

W=

Svar: Omradets area ar 5% areaenheter

3.4 INTEGRALER

3403 Bestdm en primitiv funktion till
@ a) f) =x2+3  ¢) f(x) = 2cosx + sinx

b) fG) = 1,2¢2 d) f(x) = 51;124;&

3404 Bestdm den primitiva funktion for vilken
F(0) =1om

a) f(x) = 4cosx—3x?
b) f(x) = 2e% + x

3405 Forklara varfor bdde F(x) = 0,5x2 + 7
och F(x) = 0,5x2-7 &r primitiva
funktioner till f(x) = x.

3406 Forklara steg for steg hur du berdknar
2

integralen j x?dx.
1

3407 Berakna integralen exakt.

2 2
a) I (4-2x)dx b) J4e°’5xdx

1 0

3408 Berikna det fargade omradets area.

a) Ay
fix) =10+ x—x2

%
T I}
1 3
b) Ay
x=1
y=xX+2
y=2e*
\é

3409 Integralen '[ sin x dx ger arean av ett om-
0

rade. Rita detta omrade och berdkna arean.

3.4 INTEGRALER

3410 Bestdm en primitiv funktion till

(Q a) fo) = {x-0,2

i
b) fO) = o \/}'
c) flx) = 2~
d) fO) =57

3411 Rita figur och beriikna arean av omradet
i forsta kvadranten som begréinsas av
koordinataxlarna och kurvan
y=8x-2x2+10

3412 Bestidm den markerade arean exakt.

a) Ay
y=15-3x2

\ A8

b)

\ ko

3413 a) Visaatt F(x) = 2e*(x—1) ar en primitiv
funktion till f(x) = 2xeX
2

b) Berdkna exakt Ierxdx
1
n/4 2
3414 Jasin 2xdx = 3 Bestdm a.
0]

t

3415 Berikna F'(Jx ) om F () = '[cos (x*) dx

G 0
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Graﬂska m8t0der trapetsmetoden  Trapetsmetoden innebér att man Ay £(x)

approximerar omradets area med

Ay / A Ay ett antal parallelltrapetser.™
SN Fx) Fx) Arean av ett parallelltrapets beridknas
med formeln g
A=p. liths ' 1
\ 2 3 )
& = Vi uppskattar integralen med 1 .
a Ax b tre parallelltrapetser. .
3 |
1 1 2) +
! If(x)dle‘f(o)+f()+1-f()+f(2)+1-f() f®.
A=Y F0) - Ax Ax—0 A=|f0odx o 2 2 2
~1.0405 L 0542 2445 |
Arean under en kurva kan approximeras med en summa av rektanglar med 2 2 2 |
b beror av kurvans form.

Ax — O fér vi integralen j f00dx som kan betraktas som en summa av

a

6ver- och undersumma  Metoden med dver- och undersumma innebér att man approximerar
omradets area med ett antal rektanglar med storre respektive mindre area

oandligt manga rektanglar med basen dx och héjden f(x). Integraltecknet N
an arean under kurvan.

liknar ocksa ett utdraget summatecken.
b
Att bestimma ett exakt virde {or I f()dx kan vara svart om

a

Ay f(x)

b viinte hittar en primitiv funktion till f(x)
D f(x) endast dr given i form av tabell, matvarden eller graf.
Vi behéver metoder for att uppskatta virdet av en integral. Vi visar ndgra

olika satt att finna ndrmevérden till en integral genom att uppskatta arean
under en kurva.

\ e

1

rektangelmetoden  Rektangelmetoden innebér att man approximerar omradets area med eni De orange rektanglarna ger 6versumman: (1-0,5+1:2+1-4,5)ae. = 7,0 a.e.
eller flera rektanglar. Om rektangelns héjd ar lika med funktionsvérdet De bla rektanglarna ger undersumman: (1-0+ 1-0,5+ 1-2) a.e. =2,5a.e.
i rektangelns mitt far vi en mittpunktsrektangel. 5 ’

Vi uppskattar integralen med tre mittpunktsrektanglar. Integralens vérde ligger i intervallet: 2,5 < If () dx <70

3 0

[fCodx=~1-£(0,5) + 1-£1,5) + 1-£(2,5) = Ay

0
~1-(0,1+1,1+3,1) =43

basen Ax och hdjden f(x). Okar vi antalet rektanglar och later Vilken av rektangel- eller trapetsmetoden som ger bést nirmevéirde
Anviander vi fler rektanglar far vi ett mindre intervall.

Over- och undersummor kan anvindas for att uppskatta integralers virde.
De &r ocksd viktiga teoretiska begrepp. Man kan visa att om det finns precis
ett tal I sddant att det 4r mindre én alla méjliga éversummor och stérre dn
alla méjliga undersummor sa dr [ integralens virde.

!

| Har avlaser vi funktionsviardena men har vi en
funktionsformel kan vi berékna dem. Fler rektanglar

ger oftast ett bittre narmevirde. 1=

SN
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3416

3417

De flesta riknare har inbyggda verktyg for att numeriskt eller grafiskt
bestimma integralers virde. Lér dig hur din rdknare fungerar men
observera att de endast i undantagsfall ger exakta varden.

—

4

Uppskatta j f(x)dx om f(x) ges av grafen
0

Ay

L

X
L
>

1

Integralens virde motsvarar arean under grafen.

Vi kan vilja att riikna rutor under grafen eller att berdkna arean
med tva rektanglar, dvs

4

[feddx~2-1,3+2-07=4

0

Berikna ett nirmevirde med tva
1

decimaler till j e~ dx med
4]

a) en mittpunktsrektangel

b) ett parallelltrapets.
¢) Jamfor svaren i a) och b) med hjilp av rdknarens
integralverktyg.

a) Mittpunktsrektangeln har basen, b =1
och héjden, h = f(0,5) = e %% = 0,78
1
je"‘zdx =~ rektangelns area =1-0,78 = 0,78

0
b) Parallelltrapetset har A=b- hl—;-h dar b=1

och h; =f(0) och h, =f(1)

1

: e +e"
J e *dx = parallelltrapetsets area = 1 - ——— = 0,68
0
1 . . . . g
¢) Riknaren ger je"‘zdx ~ 0,75 Vi kan inte hitta en prmjmv
funktion till y = e* . Raknaren

0 ' R
ger ett bra ndrmevarde.

I detta exempel ger rektangelmetoden ett bittre nirmevérde
an trapetsmetoden. En finare indelning med fler rektanglar/

parallelltrapetser kan férdndra situationen.
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3418 Uppskatta y

4
[fGdx

1

med hjalp ‘ 1
av grafen

h A

3419 Anvind din réknares integralverktyg och

bestam med tva decimaler
3 2

a) j e~2¥dx b) Isinzxdx

-1 0

3420 Bestdm integralen Ay
1

If(x)dx 1 y=1l+2x —x?

0

genom att uppskatta
arean under kurvan 1
med

a) ett parallelltrapets

%
>

b) en mittpunkts- 7 ]
rektangel.

¢) JAmfor svaren i a) och b) med det viarde
pé integralen som riknarens verktyg ger.

3421 Anvind Ay
figuren och y=f(x)
bestam ett
intervall inom
vilket
integralen

3 5+
[feodx

1

har sitt varde.

A Ao

R '
3422 Skissa en figur och uppskatta
8

virdet av I f)dx om f(x) ges av
6

5
fx) 3 5 8 9 7

3.4 INTEGRALER

3423 Uppskatta y

(,D véardet pd a
~ om

a

\ &

Jfeodx =3. ‘ 1

0

3424 Fn integrals varde uppskattas med
rektanglar enligt figuren.

Ay /

\ Ao

Hur kan vi géra en béttre
approximation? Motivera.

3425 Grafentill y = x®*-2x + 5 bildar
tillsammans x- och y-axeln ett omrade.
Bestdm detta omrades area.

3426 Understk och finn ett virde pa k

koo

2 es

sd att J—dx=5,0
B 2

3427 Bestam det fargade
@ omradets area. y=3-2x

1/2
3428 Undersok med din raknare j tanmx dx.

Motivera ditt resultat.
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Areor mellan kurvor

3429

142

Arean under en kurva, dvs mellan kurvan och x-axeln, kan vi
approximera med en summa av rektanglar. Samma sak kan
vi géra med arean mellan tva kurvor.

A= Y (fO)-g0)) Ax

Ay

Bas: Ax
[ Hojd: f(x)—gx) y = f(x)

—

Nir Ax — 0 gdr summan mot en integral.
Arean mellan tvé kurvor ges av integralen

b
A= [(fG)-g)) dx
b

A= j ((6vre funktion) — (undre funktion)) dx

a

Det firgade omrédet i figuren begréinsas av kurvorna
y = 4e-%* och y = 2x-x? samty-axeln och linjen x = 2.

Ay

\ &8

N

2\

a) Berikna omradets area A.

b) Kontrollera viirdet pa integralen med hjilp av rdknarens
integralverktyg.

3.4 INTEGRALER

'
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3430

a) Ovre funktion: y = 4e-05*
Undre funktion: y = 2% -x2

A=[@e™ -@x-x") dx =

3 2
- X
—Se 0,5x x2+ bl
3 0

8 20
—8e-1—4+—)— -8) = == _8el = 3,72
( 5)-co=2 :
b) Riknaren ger virdet 3,723 631 ...

Svar: Arean ar 3,72 a.e.

~

Figuren visar kurvan y = cos x. Beridkna arean A
av det firgade omréadet.

2

4 ™

”{2\/5 " )

o\, _/

Hir kan vi betrakta y = 0 som 6vre funktion.

3n/2

[aw=s I (0 — cos x) dx = [-sin x]h/2

w2 =
n/2
. 3n . T
=-sin— - (-sin=) =
2 2
s

=—sinE +sin==--D+1=2
2 2

Svar: Arean ir 2 a.e.
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3431

&

2 7 1

b e

a) Stall upp en integral som ger den
fargade arean.

b) Berékna den fdrgade arean.

3432 Berikna arean av det firgade omradet.

a) A

y=x?

%=

2

1
b) \

W

Ay
1

b e

y=x2-3

x=-1] x=1

3433 Berikna arean av de firgade omradena

Aoch Bifiguren.

A

144

3434 Forklara varfor de tva integralerna

A och B har samma virde.
2

A [(4-x-@-xdx
=il
2

B I(Z +x-x¥dx

-1

3435 Figuren visar grafen till y = sinx.
Beridkna arean av vart och ett av de
omraden som vi markerat med
A, B respektive C.

Ay

I—

3436 Ritakurvany = 4-x2 ochlinjen
y =4-x
a) Berdkna var linjen skér kurvan.

b) Still upp en integral for berdkning av
arean av det omréde som linjen och
kurvan begrédnsar.

¢) Hur stor dr arean?

3437 Berikna arean for det omrade som
innestangs av kurvan y = x? och linjen
y=2x.

3438 Figuren visar kurvan y = cos x.
':D Ay

1_
¥y =Ccosx

\ o

T
2

Berikna det exakta virdet pa arean av det
fargade omradet.

3.4 INTEGRALER

3439 Kurvorna y = sinx och y = 0,5 hartvd
skdrningspunkter i intervallet 0 < x < 7.

a) Ange skarningspunkternas koordinater
i exakt form.

b) Kurvan och linjen innesluter till-
sammans ett omrade.
Berdkna omradets area exakt.

3440 Ritakurvany = % for1 < x < 4,
x
Berédkna arean av det omrdde som
innesluts av kurvan och linjerna
y =xochx =4

3441 Kurvan y = 5-x? begrénsar tillsammans
med linjerna y = 4x och y = 0,5x ett om-
rdde i forsta kvadranten. Bestim arean av
detta omréade.

Ay

) e

P Ea

3442 Berdkna arean av det i figuren markerade
omradet.

3.4 INTEGRALER

3443 Grafen visar kurvan till y = 2~
Det fdrgade omradet har arean 1 a.e.
‘Bestdm talet a.

Wy

Y>>

3444 Arean av det fargade omradet i figuren r
0 g a.e. Visa detta med hjilp av

a) symmetrin i figuren

b) en integral och primitiv funktion.

3445 Kurvan y = 3x?- x3 begrinsar till-
sammans med x-axeln ett &ndligt omrade.
Kurvan y = 0,5x3 delar omrédet i tva
delar. Sok férhallandet mellan delarnas
areor.

ljly

|
=)
N
=}
N

3446 Parablerna y = b-x? och
y =x2-b (b > 0) innesluter ett omride
med arean 3 a.e. Bestam b.
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Integraler och areor

Exempel

grafen dver x-axeln

grafen under x-axeln

grafen bade dver
och under x-axeln

Sammanfattning

146

Vi undersoker nu integralen av en funktion vars graf ligger bade
&ver och under x-axeln i det aktuella intervallet.

Integralen .[sin x dx = [-cos x]; = —cosT— (—cos0) =
0

= (D-(D =2

n
Arean A = Jsin x dx = 2 areaenheter
4]

2n

Integralen Jsin x dx = [—cos x]i" = —cos2n — (—cosm) =
= -1-(-(-1) = -2
»/‘ y = 0 &r ovre funktion. 1
2n 5
Arean B = I(O ~sinx) dx = [cos x| " = 2areaenheter

2n
Integralen _[sin x dx = |-cos x]zn = —cos2n — (—cos Q) =
0

=-1-(D=0

Arean A + B = (2 + 2) areaenheter = 4 areaenheter

En integral r ett tal utan enhet som &ven kan anta negativa vérden.
En area har alltid ett positivt varde.

b
Geometrisk tolkning av integralen [ f(x) dx &r att virdet motsvarar:
a

"summan av areorna éver x-axeln”—"'summan av areorna under x-axeln”

3.4 INTEGRALER

Egenskaper hos

3.4 INTEGRALER

integraler

3447

En integral kan visas ha f6ljande egenskaper

r T =

b b
1 [kf(x)dx = k[f(x)dx (k & en konstant)

b c c =
2 jf(x)dx+jf(x)dx = jf(x)dx, a<b<c
a b a

b

b b
3 J[fx) = g(0)]dx = [Fl0dr= [ g0 dx
4 [f(x)dx =0
b a
5 [f(x)dx = -[f(x) dx
a b
- ’)
Ay
- _ 2
9. i y=4x—x
3
NI
a) Berdkna areorna A och B.
5
b) Beridkna integralen j (4x —x%dx
0
¢) Tolka integralen i b) geometriskt.
4 374
a) Arean A = [(4x - x*) dx = [2x2 —x—] =32 54_32
0 3 B 3 3
5 5
Arean B = I(—(4x —x*)) dx = [Zx2 < _E_(_Q) =7
! 3(, 3 3) 3
5! 3 5
b) J(4x—x*) dx = [sz_x_ —I50- 23,25
o 3 o 3 3
¢) Integralen = arean 6ver x-axeln” - ”arean under x-axeln”
Integralen = 22 4 &
L 3 3 3
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3448

3449

3450

148

y=x3-3x

y>

1
a) Beridkna integralen J(x3 —3x) dx.
51

b) Berdkna arean av omrade A respektive B.

¢) Tolka integralen i a) geometriskt.

Figuren visar grafen till

y =sin3x, 0 < x < 57/6.

Ay
1+ y=sin3x

[ol=0
wal

Bestdm konstanten a > 0 s att integralen

a

Jsin 3x dx

0
a) blir sa liten som mojligt

b) blir s& stor som méjligt.

Visa med berdkningar att
2 2

a) 4] (3x* - Ddx = [4(3x2- 1) dx

0 0

/2 0
b) j(l —cosx)dx = —I (1-cosx)dx

0 /2

b
3451 Avgor om integralen ff(X) dx

ar positiv, negativ eller noll.
Motivera ditt svar.

a) Ay
\ Y= f(x)
£
\l) Call
b) Ay
y=1f(x)
2
a b
9] Ay
y=1f(x)
- 5
N \VZ

3452 Tvéaintegraler r givna:
b b
Jf(x) dx = 20 och Jg(x) dx = 4.
Berdkna

b
a) J(f(x) + g(x)) dx
b) [5f0x) dx

b
O J@fe) - 3g00) dx

3.4 INTEGRALER

3453 Figuren visar grafen till en funktion g.
'D Det firgade omrédet 4r sammansatt av
rektanglar, trianglar och halvcirklar.

Ay

;
I
ol
=
V=

Berdkna integralen _[g(x) dx for
0

aa=2 ba=4 da=5 dDa=6

3454 Tre integraler 4r givna:

1 2

[feode =4, [fGo) de =2 och
0 0

4

[fGo dx =14,

Berédkna

a) f[f(X) dx b) jff(X) dx

3455 Kan man bestdmma talet a > 1 si att
vérdet av integralen .[(4x - 6) dx blir
1
a) -3 b) 3?

3456 Berdkna den totala arean som begréinsas av
kurvany = x® - 4x och x-axeln.

3457 Medelvirdet av en funktion f éver ett
intervall a < x < b definieras som

1 b
g Jf (x) dx
Bestdm medelvardet av f(x) = x" Gver

intervallet 0 <x<2 om n=>1
ar ett heltal.
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3458 Figuren visar grafen till y = x3 - 3x2.
Uttryck det fargade omradets area med
hjalp av en eller flera integraler.

Ay

1

\ bo

(2,-4)

3459 Funktionen g &r definierad p4 inter-
vallet —4 < x < 4. Figuren visar grafen
till derivatan g’ av denna funktion.

Ay
y=g'x

\ ko

Bestdm g (4) om g (-2) = 3.
3460 Funktionen f (x) definieras av
fe =[G =3)dt, x> 0.
0

Vilket dr det minsta viirde som f (x)
kan anta?

3461 Lar [f(0)de = 5x%-10.

Bestam f (x) och talet a.
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' Din réknares inbyggda verktyg for integralberikningar kan berikna olika
l nte g ra I er oc h Storh ete r typer av integraler vid tillimpningar och problemlésning. Anvind girna
- L dessa nér berdkningarna blit kravande eller som kontroll men se till att du
Ménga olika storheter och dess fordndringar kan representeras av areor behirskar nédvindiga metoder &ven for hand.
i ett koordinatsystem. ; -
Exempel " 3462 Hastigheten for en bil som accelererar kan under ett tidsintervall
Hastighet, v ” ges av formeln v(t) = 10 + 2,4t 0 < t < 4 dir v &r hastigheten
% jv (B dt = s(10) —s(5) = dndringen i strdcka im/s efter t sekunder. ‘
o _ Hur langt hinner bilen under den tredje sekunden, t = 2,0
till t = 3,0?
s . Kontrollera
! ! 1. t: 3.0 30 med din
5 10 s=[vydt=[10t+2,4-5| =51,6-26,4=252 | raknare.
2,0 2,0
Afcceleration, a
al) o Svar: Bilen hinner 25 meter under den tredje sekunden.
[a(t) dt =v(10) —v(5) = dndringen i hastighet L
5
v Tid, 1 3463 Vid ett forsok uppskattas antalet bakterier 6ka med hastigheten
5 10 > y bakterier/min enligt formeln
y=1000e%2 0<x<20
Akffekt, P dér x dr antalet minuter efter férsékets borjan.
P(t) 10 o Hur ménga minuter tar det fér antalet bakterier att 6ka med
IP(t) dt = E(30) - E(15) = energidtgangen 100000 st?
5 .
& Andringen av antalet bakterier pa t min ges av
Tid, t
T T »: t ¢
1o 30 | 1000e92x dx = [5000e°-2x] =5000e%2 - 5000
0
AKraft, F ¢
. Andringen = 100000 ger ekvationen
F o . o
3 JF(S)dS = W(5) - W(0) = dndringen i arbete 5000¢%2t— 5000 = 100000 ‘
0 |
' 5000e%2t = 105000 i
W Vag, s |
i > e%2t =21
5
0,2t = In21 .
ATillvaxthastighet, N’ : £~ 15,2 }
N 10 i T - R g
j N'(6)dt = N(10) - N(0) = 4ndring av N var: Det tar cirka 15 minuter for antalet bakterier
: att 6ka med 100000 st. =
N .
Tid, t_ : L e
1o s 2
- ) B ) l " h
b I .
[ (forandringshastigheten for F)dx = [F'(x)dx = [F(x)]a = F(b)- F(a) = andringeni F
= ! >
150 3.4 INTEGRALER |: 3.4 INTEGRALER 151




3464 Hastigheten v m/s for en sten som faller fritt
it skan berdknas med formeln v(t) = 10t.

a) Stall upp en integral som beskriver hur
langt stenen faller under den fjarde
sekunden, t = 3,0 till t = 4,0.

b) Berdkna hur langt stenen faller under
den fjarde sekunden.

3465 Hastigheten v m/s for en inbromsande bil
ges av formeln
v = 30-6t+ 0,3t2
dér t &rtiden i sekunder raknat fran
inbromsningens bérjan.
a) Efter hur l&ng tid 4r hastigheten noll?

b) Hur lang vig tillryggaldgger bilen innan
den stannar?

3466 1 en stad forvintas antalet invanare
6ka med hastigheten y invinare/ar enligt
y =25 -¢e%95% dir x dr antal ar.
Berdkna och tolka

5

a) y(5) b) [25e005¢ dx
0

3467 En bil haller hastigheten 30 m/s och
bromsas in med accelerationen
(0,6t —6) m/s?, dir 0 <t < 10. Hur
stor dr hastigheten 6,0 s efter det att
inbromsningen borjade?

3468 Ett foremals rorelse lings en rét linje kan
beskrivas med f6ljande hastighetsgraf.

m/s v

5

Berikna och tolka

2 4
a) jv(t)dt b) jv(t)dt

0 0

3469 En kopp kaffe med temperaturen 90 °C
placeras i ett rum med temperaturen 20 °C.
Temperaturen férandras med hastigheten
(-7e%1)°C/minut.

Vilken temperatur har kaffet efter 10
minuter?

3470 En person ivila andas in och ut luft med
'D hastigheten y liter/sekund. En enkel
modell for hastigheten ges av funktionen

. Tt
= 0,85 —
y 85 sin 5

dér t ar tiden i sekunder.
a) Berdkna och tolka y (1,5) och y (3,5).

b) Hur mycket luft tas in under
inandningen?

3471 NAF

8_

I T T T

1 2 3 4

S y»

Inom fysiken kan ett arbete W (Joule)
definieras enligt W = F-s dar F ar
kraften (N) och s strdckan (m).

Hur stort arbete motsvarar den fargade
arean i figuren?

3472 En effekt varierar enligt tabellen.

t(s) 9 10 15 20 25

PW) | 48 52 55 46 52

Uppskatta energidtgéngen for t = 5 till
t = 25 genom att

a) rita figur och uppskatta integralens varde

b) anpassa ldmplig kurva till tabellen och
berédkna en integral.

3473 Elkostnaden y kr/ménad {6r en elupp-
varmd villa varierar under aret enligt
funktionen

y = 560 cos 0,524 (x-1,2) + 640,
dér x &r tiden i manader raknat frin nyar.
Hur mycket storre dr elkostnaden under

det forsta kvartalet jimfoért med det andra
kvartalet?
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2
3474 Visa hur formeln s = vt + %

‘kan hirledas fran formeln

v =at + v, déra och v, ar konstanter.

3475 En fabrik uppskattas producera y enheter/
0 ménad av en viss vara enligt modellen

y =100 (1 + sinn(x—gz))

dér x dr antal manader frdn nyér.

Hur l&ng tid kan det uppskattas ta att
producera 200 enheter?

3476 Att producera k enheter kostar C kr.
Diérefter 4r marginalkostnaden

K' () kr/enhet for x enheter enligt
50

K& =1

Stall upp en formel som ger den totala
kostnaden for att tillverka k + a enheter.

3477 a) Approximera den fargade cirkelringens
area AA med en lamplig rektangelarea.

b) Bestdm genom integration formeln for
cirkelns area A = nr.

¢) I'enstad anser man att befolknings-
tdtheten f (x) tusen invinare per
kvadratkilometer varierar enligt funk-
tionen

) = 30-e 02

dér x km dr avstandet till centrum.
Hur manga personer bor inom en radie
av 4 km riaknat frdn centrum?
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Sannolikhetsfordelning

normalférdelningskurvan

sannolikhetsfdrdelning

tathetsfunktion

Exempel

154

I kurs 2 introducerade vi normalférdelningskurvan.

g = medelvirde
o = standardavvikelse

34,13%

p.:30‘ p—l2:s p:c ;1 wlrcs ;,14.-25 },L-‘i—?n‘
Manga olika statistiska material, t ex vikt/ldngd fér barn av en viss dlder,
f5ljer denna kurva véldigt vl och kallas d& normalférdelade. Med hjalp
av kurvan kan vi berikna hur stor andel av ett normalférdelat material
som ligger inom ett visst intervall om vi kdnner till medelvirdet p1 och
standardavvikelsen o.

Normalfordelningskurvan ar helt symmetrisk kring medelvirdet.
Arean under kurvan motsvarar, for de olika intervallen, de angivna
procentsatserna vilket t ex ger:

D Arean under kurvan mellan poch p + o ér ca 0,341.
D Totala arean under hela kurvan ar 1,0.

Normalférdelningskurvan #r ett exempel pa en sannolikhetsfordelning.

Den beskriver sannolikheten fér olika utfall vid ett slumpférsok.

En funktion som anger sannolikheten for att en variabel ska anta vdrden

inom en viss méngd kallas en tdthetsfunktion. -
202

Normalfordelningens tiathetsfunktion ges av f(x) = o

Hur man hittar denna funktion ligger utanfér denna kurs men vi kan
anvinda den for att berdkna olika sannolikheter f6r normalférdelat
material.

Ett normalférdelat material A

har medelvirde p =58 och /| \

standardavvikelsen o = 5. Vad ar A | N

sannolikheten att en slumpmassigt —_— - I~
5557 65

vald observation har ett varde
mellan 55 och 65?

1 _(x-58)
=58 och 0=5 ger f(x) =——=-e %%
H ger f(x) 5\/2—1_:
Den firgade arean ger sannolikheten.
65 4 _(x-58)2
l —— ¢ 25 dx=~0,64 f(x) saknar primitiv funktion. Réknarens
% 5\] 2% ’ integralverktyg ger ett narmevarde.

Sannolikheten &r 64 % att en slumpmissigt vald observation har ett vérde
mellan 55 och 65.

3.4 INTEGRALER

standardiserad
normalférdelning

exponentialférdelning

Sammanfattning

3.4 INTEGRALER

Ofn vi sitter H= 0 och 0 =1 farvien standardiserad normalférdelning.
Téthetsfunktionen for denna férdelning betecknas ofta ¢ (’fi”) och ges av

o~ 1 :
(p(x) :E.e—x/z

=<

Denna férdelning kan vi anvénda for att géra generella berikningar, vi kan
t ex visa att

0 Sannolikheten att ett vérde ligger

0
1 ,
.[(P (x)dx = j \/T_TE ce*/2dx =~ 0,341 i intervallet (u — o, p) &r 34,1%.

-1 1

Det finns ménga olika typer av sannolikhetsfordelningar, ett exempel
ar exponentialfordelningen , en kontinuerlig fordelning som ges av
tathetsfunktionen

f() =PBet dir x> 0 och B &r en positiv konstant.

Ay Sannolikheten for ett utfall i ett intervall
a<x<b gesav
b -
f(x) = B~ Iﬁe’ﬁxdx och jﬁe’ﬂxdx =1
a 0

dvs arean under hela kurvan ar 1.

Exponentialférdelningen anvénds t ex for att
beskriva livslangder eller tidsavstdnd mellan
olika foreteelser.

Y=

En sannolikhetsférdelning beskriver férdelningen av méjliga utfalls
sannolikheter.

b
Om f(x) ar férdelningens tithetsfunktion och [f(x)dx= P
ar P sannolikheten for ett utfall i intervallet (a,ab).
Om (a, b) ar alla tillatna x-virden &r P= 1.

_x—?
202

Normalférdelningens tathetsfunktion ar f(x) =

1
ovan ¢

155
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3478

3479

I en stor stad ar lingden hos mén normalférdelade med
medelvirdet 178 em och standardavvikelsen 6 cm. Berdkna
sannolikheten att en slumpvis vald man ar

a) mellan 175 cm och 185 ¢m b) lidngre &n 195 cm.

a) p =178 cm och o= 6 cm insatt i normalférdelningens
tathetsfunktion ger

x-178)?
1 262

.
6\/?'5 185

Sannolikheten ges av integralen j 1

175 6\/57—{:

Réknarens integralverktyg ger att
185 (x-178)?

I 1 ce 2% dx=0,57 =57%

175 6y2n

fx) =
_(x—178)2
e 26 dx

o (x-178)2

b) Sannolikheten ges av integralen j L. e 29 dx

ralen | &z
For att berdkna denna integral maste vi géra en
approximation. Normalfordelningskurvan gér snabbt mot noll,
det dr tex bara 0,13 % av observationerna som har ett varde
over medelvirdet +3 standardavvikelser. Det innebér att
virden utanfor medelvirdet =10 standardavvikelser kan
férsummas.

Vi berdknar med riknaren t ex
250 _(x-178)?

| L . 2¢ dx~ 0,002=02%

195 6\/51:

Svar: a) 57% b) 0,2%

Berikna sannolikheten for att ett slumpvis valt varde i ett
normalférdelat material ligger i intevallet p+ 0,50.

Den standardiserade normalférdelningen med p = 0 ocho =1

har tithetsfunktionen ¢(x) = L e

J2n y

(p(x)/(w

0,5 -0,5 0,5
| L w24y~ 0,38
-0,

sV2m

Svar: Sannolikheten ér 38 %.

Vi soker arean under kurvan
iintervallet —-0,5 till 0,5.

Réknaren ger N X

3.4 INTEGRALER

3480

En éldre typ av glédlampor har en livslingd
x timmayr som kan beskrivas av en
exponentialférdelning med tathetsfunktionen

f(x) = 0’0050 . e—O,.OOSOJc x>0 W e
Berdkna sannolikheten att en slumpvis vald %
glédlampa har en livslingd . —

a) mellan 100 och 200 timmar b) pa minst 200 timmar

a) Mellan 100 och 200 timmar ger intervallet 100 < x < 200.
Sannolikheten ges dd av integralen
200 200
j 0,0050 - e-00050x fx = |:_e0,0050x:| = _¢~0,0050-200 _(_-0,0050-100Y
100 ' 100

~ 0,24 = 24%

b) Minst 200 timmar &r alla x fran 200 till » (odndligheten) vilket
ger integralen

| 0,0050 - e-00050x gy

200

Denna integraltyp kallas generaliserad integral och dess virde
berdknar vi med ett gransvarde. Med denna integral menar vi

gransvirdet

H N
lim j 0,0050 - ~9.0050x dx = lim [_eo,ooso{l —
ey Now 200

200
= lim (~e00050N _(_g-0,0050:200) = 0 4 -1 » 0,37 = 37 %

Now
k—[e*"’—>0 da Naool——}

Svar: a) 24% b) 37%

3481 Ange normalférdelningens tithetsfunktion

@ ;- L F
=g ”

a)p=110 och 6 =18
b) p=1,65 och 0=0,22

om

3482 Berikna integralen med din ridknare och
svara med tva decimaler

180 _(xfl78)2
a)j —e 29 dx

170 6 2TC

51 1 (x50

vo 24
b)JB o e dx

3.4 INTEGRALER

3483 Berikna den markerade arean och tolka

resultatet.
a) =7/
- o= 2
T 1 1 T L] L L L] L} )
4 9
b) =45
=8
¥ L} L] L T L} T L] T T T T }
50 60

3484 Ett tonfiskbestdnd dr normalfordelat
med medelvikten p = 300 kg och
standardavvikelsen o = 40 kg. Berékna
sannolikheten att en slumpvis vald fisk har
en vikt mellan

a) 250 kg och 300 kg b) 300 kg och 400 kg.
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3485 Bestiam en primitiv funktion till
a) f(X) =5-¢g> b) f(x) =0,2e02x

3486 Berikna integralen algebraiskt, kontrollera

med din rdknare.
3 7

a) IZ ce 2 dx b) IO,4 - e 04X gy
0 1
3487 Vi antar att livslidngden, x ar, for en
bilmodell ges av en exponentialférdelning
med tithetsfunktionen f(x) = 0,04 - 7004

a) Berikna sannolikheten att bilmodellens
livslangd ligger mellan 5 och 10 &r.

b) Vilket virde ger j0,04 <o 004 dx?
Motivera. 0

3488 Berikna sannolikheten att en slumpmaéssigt
vald observation i ett normalfordelat
material finns i intervallet

a) (u-0,60,u+ 1,20)
b) (p + 0,20, 1 + 2,50)

3489 Berikna P (p = 100) for ett normalférdelat
'b material. Tolka ditt svar.

I 3490 Bildacket AX-1000 har en livslangd som &r 1
normalférdelad med medelvirdet 5500 mil

och standardavvikelsen 400 mil.

Berdkna sannolikheten att ett dack av
. denna typ har en livsldngd

a) mellan 5000 och 6000 mil
b) kortare dn 5000 mil

3491 Livslangden x ar for en radioaktiv isotop
med sonderfallskonstanten A = 0,023
beskrivs av en exponentialférdelning med
fG) = 0,023 - ¢70:023x
a) Berikna sannolikheten P(<20 &r)

b) Berdkna sannolikheten P(>30 ar)

¢) Still upp en funktion som ger P(< a).

3492 En televixel registrerade under en lang tid
alla samtal som var maximalt 60 minuter.
Samtalens ldngd x kan beskrivas med en
férdelning med tathetsfunktionen
flx) = (60-x)/1800 forintervallet
0 <x <60.

a) Visa att arean under kurvan ar 1 for det
givna intervallet.

b) Berdkna sannolikheten for att ett
slumpvis valt samtal ska pigd mellan -
4 och 10 minuter.

c¢) Stéll upp en funktion som ger
sannolikheten for att ett samtal ar
kortare &n k min.

3493 Visa att arean under kurvan f(x) ien
@ exponentialférdelning &r 1 for intervallet
(0, ).

3494 Ett uppladdningsbart batteri rdcker vid en
viss férbrukning 10 timmar.

Batteriet kan som medelvarde
ateruppladdas 700 ganger med en
standardavvikelse pa 50 génger.

Vilken total livsldngd kan man garantera
for batteriet om man vill att max 10 % av
batterierna ska ligga under den garanterade
livsldingden?

3495 Vilken téthetsfunktion f(x) har
sannolikhetsférdelningen nedan?
Ay

A Ao

I e

3.4 INTEGRALER

Aktivitet

Sannolikheter

Materiel: Normalférdelade foremal (100 st)
t ex mandlar, stora spikar , kolor eller
liknande. Noggrant matinstrument t ex
skjutmatt eller vag.

1 a) Mit eller vag dina féremal.
Redovisa resultaten i en tabell.

b) Berdkna medelvirdet p och
standardavvikelsen o.

c) Stéll upp den funktion

1 _Gmp®
f(X)= \/2_75_.6

2-02
som beskriver din dataméngd.

2 a) Vilj slumpvis tva métviarden a och b (b > a)
frén din tabell och berdkna
b 1 _x=-?
=0 2-02
I o e dx

a

b) Forklara vilken sannolikhet du har
beridknat i 2a)

¢) Valj slumpvis ett féremal frin ditt material
och mit eller vag detta. Ligg tillbaka och
upprepa 20 ganger. Hur ménga ganger fick
du ett varde inom intervallet a < x < b?
Jamfor med 2a)

3.4 INTEGRALER

3% LABORERA

3 Gor en "tdrning”.

a) Undersok och finn med din raknare
ett virde ¢ som ger att P = 1/6 for att
ett slumpvis val ska ge ett virde inom
intervallet (, ).

b) Finn pé pa samma sitt ett virde d som ger
P =1/6 forettvirde inom (c, d).

1/6

¢) Vad ar sannolikheten for ett viarde > d?

d) Anvénd kurvans symmetri och gor 6
intervall, vardera med P = 1/6.

"Provkasta din tdrning”, dvs vélj ett virde
slumpvis. Hur manga ganger far du en ”sexa”
pa 20 "kast™?




3.5 Tillampningar och problemldsning

3501 Antalet faglar N i en koloni éndras efter x ar enligt grafen
NA
2500
2000 A
1500
10004 -
1 2 3 4 5 &
9
Problemldsningsstrategi Vilket viirde ger detta for _[N "(x) dx? Tolka ditt svar.
V)
1. Forsta problemet Vi ska berdkna en integral.
2. Gor upp en plan Om vi kinner till en primitiv funktion till N' (x) kan vi beridkna
integralen.
3. Genomfdr planen Grafen ger N(x) vars derivata dr N'(x), dvs grafen ger en primitiv

funktion till N’ (x).

: .

[N'(x)dx = N(5) -N(2)
2

Avlisning i grafen ger N(5) -N(2) = 1500-2300 = - 800
Integralens virde dr ca —800.
Tolkning: N'(x) &r en férindringshastighet. Integralens virde &r
hur N har férandrats ver tidsintervallet.
Hir innebir det att vi direkt ur grafen kan avlisa
att antalet figlar minskade med ca 800 st under
tidsintervallet t =2 artill t=5 ar.

4. Virdera resultatet

160 3.5 TILLAMPNINGAR OCH PROBLEMLOSNING

3502 Hastigheten v m/s {6r en cyklist ges under
@ en begrinsad tid av formeln”

v(t) =4t 0<r<8
Berdkna hur ldngt cyklisten hinner under
denna tid.

3

3503 Berdkna If(x) dx om F(x) ges av

-1

a) F(x) = x2~4x

DI 1T o 11 2 [ 3

Fx) | -2 0 2 4 6

3504 Bestdm f(x) om f'(x) = x® + sinx
flO) = 2.

3505 For ett flygplan som landat p4 ett hangar-
fartyg beskrivs hastigheten pd landnings-
banan av tabellen

Tid (s) 0106/1,2|1,8|2,4|3,0

Hastighet (m/s) |90 | 70|46 (27|12 | O

Hur langt rér sig planet under sjilva land-
ningen pé fartyget?

3506 For att uppskatta vattenflodet i en flod
bestimmer man vattendjupet som figuren
visar. Vattnets hastighet 4r 1,5 m/s. Berdkna
vattenflodet i floden uttryckt i m?/s.

3507 a) Visa att F(x) = xsinx + cosx iren
primitiv funktion till f(x) = x cosx.
/2
b) Visa att Ix cosxdx = g— 1
0

3508 Bestdm det minsta virde funktionen
v = (e*+x)?%+ 3 kan anta.
Motivera ditt svar.

4x%-9
2x + 3
a) Rita grafen och forklara dess utseende.

3509 Undersok funktionen y =

b) Avlas med réknaren y-virdet dd x = -1,5
Ar svaret korrekt?

3510 Skissa grafen f6r hand. Ange eventuella
asymptoter. Kontrollera med din réknare.

a)y=|1+2x|

4
b)y=|-

by
c)y = |4sin2x|




3511

3512

3513

3514

3515

3516

162

Bestiam med huvudrikning integralerna

a) _Tx2dx om szdx =72

-6 o]

b) je*dx om _][e"‘dx = 7

-1 -2

C) j sin x dx

—a

Linjerna y = x och y = 4—bx (b > 0)

bildar tillsammans med x-axeln en triangel

med area 18 a.e. Bestdm b.
G(x) = xe*—e* dren primitiv funktion

—X

till g(0) = gx—
Bestim en primitiv funktion till

x
f(X)=3';

Funktionen f har en sammanhéngande
grafiintervallet -4 < x < 8 och

_Tf(x)dsz

Berdkna J. gb)dxom g(x) =f0) +3

—4
Undersok om det r mojligt att
f'(0) >0 om g'(0) <0 och h'(0) <0
och
a) f() = g(x) + h(x)
b) fG0) = g(x) - h(x)

Motivera.

Lingden s for kurvany = f(x) i intervallet

(a, b) kan beraknas med integralen
b

s= [T+ F?dx

Berakna kurvans langd fér
f () =sinx iintervallet 0 <x < 2w

X

3517 Los ckvationen j (3t~ 20t — 25)dt = 0.
0 Tolka ditt svar. °

3518 Visa utan grafritande verktyg att ekvationen
36 sinx + 105 cos x = 3x? - 2x + 112

saknar rotter.

3519 Bestam det minsta véirde som funktionen f,
given av

2 s 2
f(x)=4x sin“x+9

x sinx
antar iintervallet 0 < x < 7.

(Skolornas Matematiktdvling)

3520 P4 ett krigsfartyg vill man gora dorrarna
sd hoga att alla utom max 10% av
besittningen ska kunna gé raka genom
dem. Langden (inkl mossa och skor)
av en beséttningsman kan antas vara
normalférdelad med medelvarde 180 cm
och standardavvikelse 8 cm. Hur hoga ska
dorrarna goras?

3.5 TILLAMPNINGAR OCH PROBLEMLOSNING

3521 Ozzy pastar att arean under Ay
kurvan y = 1/x?
ar begransad for intervallet x = 1.

1

b t

1

Har han ratt? Motivera. 1
Vi undersoker den generaliserade
integralen j = dx.

X2
Om ett andligt grinsvirde existerar sa har Ozzy ritt.

t
_flzdx=lim jldx=lim 1 = lim (i =0+1=
x tow 1x2 t>m™ x|, t— o t 1

Ja han har réatt. Motivering: Gransvirdet dr 1, dvs arean nidrmar
sig 1, men kan inte bli storre.

s

3522 En cyklists hastighet v(x) km/h
minskar enligt

20
V(X) = —2
X km/h A v

diar x = 1h.

Vilken striacka 10
fardas cyklisten
efter den forsta

timmen om han !
fortsétter att cykla

a)5h b) for evigt.

3523 Ola ska mala ena sidan pé ett oandligt 1angt
plank. Hojden h (x) = e~*m, dir x ar
avstandet frdn kanten i meter.

Han har en burk som ticker 2 m?.
Récker fargen?

3.5 TILLAMPNINGAR OCH PROBLEMLOSNING

b A

3524 Har integralen ett dndligt varde?
i 1 71

d) [e-05*dx

-1 3
b) [ = dx
S X -10
3525 Undersok for vilka positiva tal k som inte-
gralen J. lk dx har ett andligt varde
x
1

respektive gar mot odndligheten.

3526 Ar 2000 uppskattades den totala méangd
olja som fanns kvar till ca 1000 miljarder
fat (1 fat = 159 liter). Varldsforbrukningen
lag d& pa cirka 30 000 miljoner fat per &r.
En forskare péstod d att oljan aldrig tar
slut om man minskar arsférbrukningen med
4% varje ar. Undersok om detta stimmer.



Historik

Bernhard Riemann
(1826-1866) levde

i kungariket Hannover,

i dag en del av Tyskland.
Han studerade forst for
att bli prast som sin
pappa men bytte sedan
bana till matematik.

Vid universitetet i
Gottingen hade Riemann

Ay

x
P

Riemanns summor och integralens defintion

den beromde matematikern Gauss som lédrare.

Riemann uppskattade areor genom att bilda
summor av rektanglar, bdde summor av mitt-
punktsrektanglar, dver- och undersummor och
summor av andra rektanglar. Om summan nar-
made sig ett varde k nér han gjorde fler och fler
rektanglar, sa han att funktionen var integrerbar
och att integralen hade vérdet k. Den definition
av integraler som vi anvéinder i den har boken
kommer fran Riemann.

Ay / Ay

y>
¥>

L]
1 2 3| 4

Undersumma <

- 0 i 1 E ] o4
Integral < Oversumma

=

Definition av integral 5
= [f(x)dx

-

Om det finns precis ett tal / som fér alla indelningar av intervallet ligger
mellan dver- och undersumman ar f (x) integrerbar och

1 Skissa y = x? iintervallet 0 <x < 2.

a) Bilda en 6versumma av fyra rektanglar med
likadan bredd. Rita in och berékna arean fér
de fyra rektanglarna.

b) Rita in och berdkna motsvarande
undersumma.

c) Berdkna integralen och visa att den ligger
mellan 6ver- och undersumman.

2 Skissa terigen y = x? iintervallet 0 < x < 2,
Uppskatta integralen pa samma sétt som i 1.
men bilda fyra mittpunktsrektanglar, dvs
rektangelns h6jd dr pa kurvan mitt i
rektangeln.

Berdkna arean och jamfér med svaren i 1.

3 Teo pastar att for en rét linje dr mittpunkes-
rektanglarnas area lika med integralens. Har
Teo ratt? Motivera.
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3.6 Rotationsvolymer

Skivmetoden

Exempel

3.6 ROTATIONSVOLYMER

Hur kan vi berdkna volymen av en kropp med hjilp av en integral?

Vi visar ett exempel med en kon dér volymen ocksé kan

I

Vi borjar med att dela upp konen i

ett antal skivor enligt figuren,
Tvéarsnittsareorna ar da cirklar.

Volymen av en skiva kan approximeras
till en cylinder med tvérsnittsarean

A(x;) och héjden Ax;.

Volymen av en cylinderskiva ges av

AV =AX) - Ax,.

Vi fér ett ungeférligt virde pa konens
volym om vi summerar skivornas

volymer

Ve SAG) - Ax,
=1

Om vi later antalet skivor 6ka

berdknas med formeln V = - h

0o

Alx)  Al,) Alx) Alx) Alxg)

mE

—-- SR E

AXp AX, Axg AX,  Axg

<
<
<
HebrasTe
O

obegrénsat sa gir Ax mot noll och
vi kan berdkna konens volym med

en integral
h

V=[AG)dx
0
dédr A(x) ar tvérsnittsarean som
beror av x
och h &r konens hojd.

Med hjalp av likformighet kan vi
skriva en formel for hur konens
tvarsnittsarea A beror av x.

X:u@yzw
r h h

AY
Alx)
r )
Al
4
X | h—x i
h

A) =my*=m1 (_r(h—x) )2 = Tch_gz (h-x)?

h
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Sammanfattning

rotationsvolym

skivmetoden

166

Volymen kan sedan berdknas med integralen

h h 2 2 h
nr
V:.([A(x) dx :b[%(h—x)zdx: ?'([(h—x)de =
h

_nrt e 2 |, 2 x_3h_1tr2h
_Fl(h = 2hx+x?) dx =S| Wx—hx 4 = =3

2 . . s I I
ne-h overensstimmer med den vilkinda formeln

Volymen V =

for volymen av en kon.

2 =

Volymen av en kropp kan berdknas med integralen
b
V=fA(x)dx

dar A(x) ar tvarsnittsarean vinkelrdtt mot x-axeln.
aoch b ar granserna i x-led.

. _

En rotationsvolym uppstar dé en kurva roterar runt x-axeln eller runt
y-axeln. D4 kurvan roterar runt koordinataxeln blir de vinkelrata
tvarsnittsareorna cirkuldra. Volymen av rotationskroppen kan beréknas
med skivmetoden.

A
Rotation kring x-axeln: g —
Tvérsnittsarea: A(x)=T7 - y? ' Y .
AV =my?- Ax >
b

V= j Ty>dx %

. o . —h
déra och b &r granserna i x-led. Ax

Rotation kring y-axeln:

Tvarsnittsarea: A(y)=1 - x2
AV =7mx?- Ay

b
V= j nx?dy

déra och b &r griansernai y-led.

¥

3.6 ROTATIONSVOLYMER

|

3.6 ROTATIONSVOLYMER

3601

Beridkna det exakta virdet av rotationskroppens volym for det
omrade som begrinsas av kurvan y = 4 -x2 och koordinataxlarna

-nér det roterar runt

a) x-axeln b) y-axeln

a) Den Ovre integrationsgriansen
ges av skdrningen med x-axeln,
x = 2.

Tvarsnittsarean for en
cirkulir skiva ar my?2.

==

X
Volymen av en skiva 3 2 >
AV = ty?Ax = (4 —x2)*Ax
Hela kroppens volym
2
V= j (4 -x2)*dx =
N 0
= [ n(16 - 8x2 + x*)dx =
0
8x® | x° ]2 ( 64 32) 256 1
=m|16x-2— + X | = (322 4 22) - 2207 53
[ 3 "5, T3 TS 15 &
. s, 2567
Svar: Kroppens volym ér " volymenheter.
b) Den 6vre integrationsgrinsen
ges av skdrningen med y-axeln, .
y=4.
Tvérsnittsarean for en
cirkular skiva ar mx2,
y=4-x>geratt x=y4-y . 3
. -4 a
Volymen av en skiva
AV =rx?Ay = Tr(\/4 -y)sz
Hela kroppens volym L
4
V=[nl(a-y)dy=
7 0
= [n(4-y)dy =
[}
9 74
= n[4y—L] = n(16—1—6) =81 =~ 25,1
2 lo 2
Svar: Kroppens volym &r 87 volymenheter.
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3602 Det fargade omradet far rotera kring

@ x-axeln.

Ay V=%

a) Still upp ett uttryck fér volymen av
en skiva i rotationskroppen som
funktion av x.

b) Stall upp en integral for berdkning av
rotationskroppens volym.

¢) Berdkna volymen.

3603 Det fiargade omradet roterar kring x-axeln.

Berikna rotationskroppens volym med

skivmetoden.
a) Ay
X
b) J\y
/l.
%3

168

3604 Det fargade omradet far rotera kring
y-axeln.

Ay e

y=x2

L £o

T T T

2 2

a) Stall upp ett uttryck for volymen av en
skiva i rotationskroppen som funktion
avy.

b) Stall upp en integral for berdkning av
rotationskroppens volym.

¢) Berdkna volymen.

3605 Det fargade omrédet roterar kring
y-axeln.

Beriikna rotationskroppens volym med
skivmetoden.

a) Ay

y=5-x2

v>

v

3.6 ROTATIONSVOLYMER

3606 Foljande omraden roterar kring x-axeln.
Rita en skiss och berdkna rotationskroppens
volym med skivmetoden.
a)y=5-x, x-axeln,

linjernax =1 och x=4
b) y =x% x-axeln,
linjerna x =1 och x =2

¢) y = 2x—x> och x-axeln

3607 Ay
1 Ve x (" Berikna den
volym som uppstar
da det fargade
omradet roterar
kring x-axeln.
y=x2
-
0 17

3608 Kurvan y = x2-1 innesluteri4:e
kvadranten ett omréde tillsammans med
koordinataxlarna.

Berédkna den volym som uppstér da detta
omrade roterar kring y-axeln.

3609 Volymen av ett klot kan berfiknas genom
(a att klotet delas upp i "cirkuléra skivor”.

\ ko

= —ax
a) Uttryck y i r och x och stall upp ett
uttryck fér volymen AV av en skiva.

b) Stéll upp en integral for berdkning av
klotets volym V.

c) Berdkna integralen.
4

Globeni Stockholmkan ansesvara
ett sfariskt segment med
hajden 85 m och radien
55 m.

Berdkna Globens
volym,




3610

3611

3612

3613

3614

3615

3616
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Det fargade omradet i figuren alstrar
vid rotation kring y-axeln en kropp med
volymen 127 volymenheter. Bestdm talet t.

Ay

b
y=9-x2

>

2 | e 1
1 %

Det omréade som begréinsas av kurvan
y=x"2 samt linjerna y =1 och y =e
far rotera kring y-axeln.

Bestdm rotationskroppens volym.

Kurvan y = 9 —x? roterar kring x-axeln.
Bestdm volymen av den dndliga kropp
som d& uppkommer. Svara exakt.

Kurvan y = LY begréansar tillsammans
X

med linjerna x = 2 och y = 2 ett dndligt
omrade i férsta kvadranten. Detta omrade
far rotera kring x-axeln.

Bestam rotationskroppens volym.

Det omrade som begréinsas av de positiva

koordinataxlarna och kurvan y = {9 — 2x2
far rotera kring y-axeln.

Beridkna rotationskroppens volym.

Kurvan y = 3x? - x> begrénsar
tillsammans med x-axeln ett omrade som
far rotera kring x-axeln.

Bestdm rotationskroppens volym.

Lét det omrade som begréinsas av kurvan
y =Inx, linjen x = e samt x-axeln rotera
kring y-axeln.

Bestam volymen av den uppkomna
rotationskroppen.

3617

3618

3619

3620

3621

Det firgade omréadet i figuren alstrar vid
rotation kring x-axeln en kropp med
volymen 2 volymenheter.

Bestim talet t med tva decimaler.

Ay

y=2x-x?

W<

I \

Det omrade som begréinsas av de positiva
koordinataxlarna och kurvan
y = sinx + cosx far rotera kring x-axeln.

Bestam rotationskroppens volym.

Betrakta det dndliga omrade som
begrinsas av x-axeln och kurvan
y = a®—x?. Man later omradet rotera,
dels kring x-axeln, dels kring y-axeln.

Bestdm den positiva konstanten a sa att de
tvAa rotationskropparna far lika stor volym.

Ett omrade i xy-planet begrdnsas av
x-axeln, linjen x = 1 och kurvan

y= Jax—a? dir a dr en konstant sidan att
O<ax<l.

L&t omradet rotera kring x-axeln och
bestdm a sd att rotationskroppens volym
blir maximal.

Still upp en integral med vars hjalp
foljande omrade kan beréknas:

a) Den volym som alstras da det omréade
som begrinsas av kurvan y = x? + 1
och linjen y = 5 farroterakring y = 5.

b) Den volym som alstras d& det omrade
som begrdnsas av kurvan y = V8x
x-axeln och linjen x = 2 far rotera kring
x=2.

3.6 ROTATIONSVOLYMER

Aktivitet

Sant eller falskt?

Diskutera i par eller grupp.
Sant eller falskt? Motivera svaret.

1 En summa kan vi derivera term for term och

en produkt kan vi derivera faktor for faktor.
tanx . .
>+~ kan skrivas om till
e

produkten y = tanx - e2¥

2 Kvoten y =

3 x-axeln dr en asymptot till kurvan y = 2sinx

4 Differentialekvationen y"~y' = e* har
I6sningen y = xe*

5 Funktionen y = sinx har oédndligt manga
primitiva funktioner.

6 Vardet pé en integral dr alltid ett positivt tal.

7 Forstaderivatan ér en primitiv funktion till
andraderivatan.

8 Arean som bildas mellan x-axeln och grafen

till y = x*—2x -3 kan berdknas genom

3
A= J(xz—Zx—?)) dx

-1
9 Om F(x) dr en primitiv funktion till
fG)=+x s8dr F@-F(1) >0
10 Funktionerna y = Inx och y = In 3x har
samma derivata.

11 Arean mellan kurvorna y = 2x—-x? och
¥ = 2x? — 4x kan berdknas med integralen
2

| (6x-3x2)dx

0

3. DERIVATOR QCH INTEGRALER

15 Om k3=3k
k

s% DISKUTERA

12 Kurvan y = 4 — x2 innesluter tillsammans med

x-axeln ett omrade. Volymen som uppstér
da detta omréde roterar kring x-axeln kan

berdknas med
2

J (4 —x2)*dx

-2

13 Ett normalfoérdelat material har medelvirdet

50 och standardavvikelsen 6. Sannolikheten
att finna en slumpmaéssigt valt virde mellan 50

och 59 kan berdknas med integralen
)

1 e
J.ﬁ S /de

0

14 Om b ér en konstant skild fran noll, s har

b
.[2 sin bx alltid vardet noll.
0

sd har integralen

j (2 —x)dx virdet noll.
1




Integraler _ En integral &r ett tal utan enhet som kan anta bade
Sammanfattning 3 b ) ' positiva och negativa virden.
8 [£0) dx = [FO] = F(b) ~F @ “A

ddr F (x) ar en primitiv funktion till f (x).

Deriveringsregler
>

| Kedjeregeln 1
Den sammansatta funktionen y = f (g(x)) har
| derivatan

Y =F' (g 0) - g' (0

y' = yttre derivatan x inre derivatan
JExempel:
'y = sin5x ger y'= cos5x-5

|
4mr’® . . -
Om V= 3 och r dren funktion av t, sa ar

I d_V‘:d_V-E :4751.2.@
dt drdt dt
?—%ijukireg%!ﬂ

¥y =10 -g(x) ger

y' =) g0+ 0 gl

Exempel:
y=e2 - (x*+ 1)
Y =e2 3x2 42 2- (0 + 1)

Kyotregeln

:@ (gx) = 0) ger
g(x)

00 g0 —f0) - g’
(g(x))?

Exempel:
sinx
y =tanx =——
cosx

i

_ cosx-cosx—sinx- (=sinx) 1
cos®x cos?x

Derivatan av y=1Inx
y = Inx har derivatan y' = —
X

Exempel: 1
=1 er y'=——7
y=1In7x ger y 7r

Grafer

Olika tyoer av grafer

Exempel:
¥ = Inx har
Definitionsmingd: x>0
Vardemingd: Allareella tal y

om x=0

y=|x|

Kuryor och asyimptoter
En asymptot dr en rit linje som en graf ndrmar sig
nar avstandet till origo okar.

y = 0,25x + 4/x arinte definierad for x = 0 samt
har asymptoterna y = 0,25x och y-axeln.

Differentialekvationer
En ekvation som innehaller derivator kallas en
differentialekvation.

Om ekvationen innehaller y" men inga hégre
derivator dr ekvationen av andra ordningen.

En 16sning till en differentialekvation ar funktion.

Att en given funktion &r en 16sning kan avgoras
genom provning, dvs undersdka om VL = HL.

3 BERIVATOR GOH INTEGRALER

Areaberdkning

¥

b
A= [ f69 dx

Volymberakning

Rotation kring x-axeln
b
V=[my?dx

«

a, b grinseri x-led

Gratiska metoder

En integrals varde kan
uppskattas grafiskt

som en area under en kurva.

Rektangelmetoden:
Uppskatta arean t ex
med en eller flera mitt-
punktsrektanglar.

Parallelltrapetsmetoden:

Uppskatta arean med en eller

flera parallelltrapetser.

Over- och undersumma:
En integrals vérde ligger
inom ett intervall bildat

av en for stor och en for

liten area.

3 DERIVATOR QCH INTEGRALER

Rotation kring y-axeln

b
V=]nx*dy

[

a, b granseri y-led

&

by

i ) X
i UT{
=1 -
b

Viérdet pa Jf(x) dx kan tolkas som

«

”arean over x-axeln” — ”arean under x-axeln”

Ménga storheter kan berdknas med integraler, t ex
3

E =Pt geratt jP(t) dt = Energiatging
1 for £ =1 tll ¢t =3.

Sannolilkhetsitrdelning
I en normalférdelning ges sannolikheten for ett
véirde inom (a,b) av

b 1 _x—?
e 2% dx p = medelvarde

1 oy 2n o = standardawvikelse.

Sannolikheten motsvaras av arean under kurvan

T >

=36 20 p-c n [+0  [1+26 +30

Om p=0 och o0=1 gessannolikheten av

b 7£

I e 2y Standardiserad
V2m normalférdelning

4

Normalférdelningen &r ett exempel pi en
sannolikhetsfoérdelning.

Arean under fordelningens tathetsfunktion f(x)
ger sannolikheten for ett visst intervall.

En annan sannolikhetsférdelning &r
exponentialfordelningen med f(x) = pe P,

Ar intervallet odndligt, t ex f f(0)dx maste
10
vi approximera eller berékna ett gransvérde.




Kan du det hiir? 3

Moment

Begrepp som du ska kunna
anvanda och beskriva

Du ska ha strategier for att kunna

Derivator och
deriveringsregler

Produktregeln
Kvotregeln

Kedjeregeln pé olika former

* derivera produkter, kvoter,
sammansatta funktioner, y = tanx och
logaritmfunktioner.

Grafer

Kontinuerlig, deriverbar
Absolutbelopp
Asymptot

» skissa olika typer av grafer inklusive
asymptoter, med och utan hjilp av
derivata och/eller digitala hjalpmedel.

Differentialekvationer

Differentialekvation
Forsta och andra ordningen

Begynnelsevillkor

* tolka enkla differentialekvationer
* avgdra om en funktion 4r en 16sning.

Integraler

Integral
Rektangelmetoden
Parallelltrapetsmetoden
Oversumma, undersumma
Normalfordelningskurva
Sannolikhetsférdelning
Tathetsfunktion

. Standardiserad

normalférdelning

Exponentialférdelning

* bestdmma integraler med algebraiska
och grafiska metoder inklusive
berékning av storheter

* berédkna sannolikheter med integraler
och dé dven 6ver odndliga intervall.

Tillampningar och
problemldsning

* 19sa olika matematiska problem och
tillampningar.

Rotationsvolymer

Rotationsvolym

Skivmetoden

* bestdmma rotationsvolymer med
skivmetoden.

Diagnos 3

Derivator och deriveringsregler

1 Derivera

a) y = x° - sinx ¢) y = Inx?

b)y= Inx d)y:1l2x+1

x+1
21n3x

2 Bestima sd attf'(a) = 1 om f(x) = 3

1
3100 = o + 1. Har derivatan nagot nollstille?
Motivera.

Grafer
4 Los ekvationen |3 —2x| =2 grafiskt.

5 Visaatt y = e™-x har stOrsta viardet 1/e.
Kontrollera grafiskt.

6 Avgor, utan hjélp av riknare eller derivata,
vilken av funktionerna som kan ha grafen
nedan. Motivera.

Ay=-x"-4x2+1
B y=x"-4x2+1
Cy=x"+4x*+1

y

7 Fille péstar att funktionen y = e + 2x har
asymptoten y = 2x. Har han ratt? Motivera.

Differentialekvationer
8 En bils varde y kr d4ndras efter x &r enligt

differentialekvationen y'=-0,12y
Tolka ekvationen.

9 Bestam talet k sa att funktionen y = 4e*
blir en 16sning till differentialekvationen
2y'-y = 0.

Integraler
10 Beridkna arean av det omrdde som begrinsas

avkurvan y = x2 + 3 samt linjerna y = x,
x=1 och x=2.

11 En motors effekt P (J/s) efter t sekunder ges av

P =25 cos50t + 400.
© 60

Berikna och tolka j (25c¢0s50¢t + 400) dt.
A .

12 Figuren visar grafen till y = 3 sin4x.
Berdkna den markerade arean

N y=3sindxf

AV

13 Berdkna med huvudrikning integralen
3 4
a) [ (-5)dt b) [xdt
1 0

14 For ett normalférdelat material dr
p = 5,00 kg och o= 80 gram.
Berédkna sannolikheten att ett slumpvis valt
virde ligger i intervallet (4,90 - 5,00) kg.

Tillampningar och problemldsning

15 F(x) ar en primitiv funktion till f(x) och
3

[F0adt = 4. GG = FGI + 3.

1
Bestaim G(3) - G(1).

16 Har funktionen y = 4 + ———
Y sin?x + 1
nagot stérsta varde? Motivera.
Rotationsvolymer
17 Berdkna den volym som uppstér da kurvan

¥ = 2y x roterar kring x-axeln mellan x = 1
och x = 3.

Om du behéver repetera kan du fortsétta med
Repetitionsuppgifter pa sidan 252.




A

Blandade dvningar kapitel 3

Del | l Utan raknare

1 Derivera
@a)y=35in2x o) y=Inx-e*
2
b)y = (5-2x)° dy =%

2 Visa att y = 200 e3* dr en 16sning till

differentialekvationen y'—3y = 0
2

3 Berikna 30-2 - j(6x2 —1)dx

1

4 Ay

f(x)

X
-
r

T ]

T
1 2 3

2
Andy pastar att figuren visar att j foodt <75
Har han rétt? Motivera.

5 Bestdm en funktion f sddan att f'(x) = x —sinx
och f(0) =3.

6 Los ekvationen |0,1x—-5| = 2

2
7 1.6s ekvationen y'=0 om y = —

':D e 2x

8 Skissa grafen till y = 3x + 2/x och ange
eventuella asymptoter.

9 Derivera

a)y =(n0,1x+4)> b)y=2%

176

4
10 Bestam talet a sd att _[(3& +a) dx =26
1

11 Figuren visar grafen till funktionen y = f (x).
=]
Berdkna vardet av integralen _[ f () dx
0

y

rk

(NP)

— T T T>
~1

Ovanstéende diagram visar grafen till en
funktion f(x) vars derivata dr 1 + Inx.
Berékna med hjalp av diagrammet

3
J(l +1nx) dx (NP)

13 Visa att derivatan till
y=tanx ar y' =1 + tan®x.
14 Funktionerna f och g ér deriverbara.
Man bildar en ny funktion
h() = (f0)*+ (g G ?
For funktionerna f och g géller
D f(0)=2o0ch g(0) =1
 f'0) =g0) och g'() =~f ()

Bestdm h'(x) och anvand resultatet till att
visaatt h (x) =5 foralla x. (NP)

3 DERIVATOR OCH INTEGRALER

Del 1l l Med rdknare

3 X
15 Berdkna IZ(x + 4) dx med primiﬁv

2
funktion. Kontrollera med riaknare.

16 Fran en oljetanker licker det ut olja med
hastigheten 4 e %2t m3/h, dér t dr tiden
itimmar.

a) Med vilken hastighet ldcker oljan ut efter
5 timmar?

b) Berdkna med hjélp av en integral hur
mycket olja som har lackt ut efter
10 timmar.

17 Om en méanniska hamnar i nollgradigt vatten

avtar kroppstemperaturen y °C enligt
differentialekvationen

Zy 0,013y y (0) = 37

dér ¢ &r tiden i minuter som personen varit

ivattnet.

a) Vad betyder det att y (0) = 37°?

b) Visa att y = 37 - ¢ %913 4r en 16sning till
differentialekvationen.

¢) Los ekvationen 37 - ¢ 0913 = 30 och tolka
resultatet.

d) Berdkna och tolka y'(5).

18 Visa att y = 2xe* har ett lokalt min f6r x = -1

a) grafiskt b) med derivata.

3 DERIVATOR OCH INTEGRALER

o

19 Lingden pd mandlar i ett visst parti ir
“normalférdelade med p = 20 mm
och 0=1,5mm.

a) Ungefér hur ménga av 200 slumpvis valda
mandlar har en ldngd i intervallet (19-20)
mm?

b) Undersck grafiskt. Hur 4ndras normal-
férdelningskurvan om p eller o dndras?

20 Vilken volym &r stOrst?

I Omradet som begrénsas av y = 0,5x2,
x-axeln och x = 2 roterar kring x-axeln.

Il Omrédet som begrinsas av y = 0,5x2,
y-axeln ochy = 2 roterar kring y-axeln.

21 I ett samhdlle forbrukas vatten med

¢) hastigheten y m>/ ar
(D hastigheten y m¥/h, d

Tt
600 - 300 —
y= cos 75

och t dr tiden i timmar raknat frdn midnatt.
Beridkna och tolka

Dy1®  Byasy o [yod

22 Ange ett exempel pa en funktion som har
asymptoten

a)x=1 by=1
23 Berdkna arean av Y\y

omrade A respektive
Bifiguren.

24 Hur stor ar sannolikheten att en radioaktiv
isotop sonderfaller inom 1 &r om isotopen har
A = 0,16 och sannolikhetsférdelningen 6ver
x &r har tithetsfunktionen f(x) = A - e™*?

25 En oljefléck pa en sjo har radien 1,00 m och

okar sin radie med 5,0 cm/s. Hur snabbt okar
oljeflackens area vid detta tillfalle?
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A

26 Bestam arean under kurvan y = 405
mellan x=0 och x=1

a) med riknare

b) exakt med primitiv funktion

X

27 Lat g(0) = [ —1 dt

2
o 1+t

a) Tolka med en figur vad g (3) kan betyda.

‘b) Bestdm med hjélp av din rdknare ett

narmevarde till g(3). (NP)

28 Kurvan y = x + Jx ochkurvans tangent

Odaax=1 begransar tillsammans med y-axeln
ett omrade. Berdkna omradets area.

29 De tva fargade omrddena har samma
area A. Berdkna A.

Ay y=x2

1

\ 4o

=

30 En maskin tillverkar spik. Spikarnas langder
ar normalfordelade med medelvirde 70 mm
och standardavvikelsen 2,0 mm. Ange ett
symmetriskt intervall kring medelvérdet
sddant att 90 % av spikarna har en léingd i
detta intervall.

31 Anta att vi slumpvis véljer tva tal x och y sé att
O0<x<4och 0<y<2.
Bestim geometriskt sannolikheten att* y < x.
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Utredande uppgifter @ ©® ©
Den hdr typen av uppgifter brukar bedémas efter
foljande kriterier:

¢ vilka matematiska kunskaper du har visat

e vilka slutsatser du har kommit fram till

¢ hur vil du har redovisat ditt arbete och genom-
fort dina berdkningar.

32 Du ska undersoka nagra funktioner av
typeny =ax-e®”
e Pé grafentill y = 2x-e?* finns en punkt

dar derivatan ar noll. Bestdm koordina-
terna fér denna punkt.

x
e Funktionen y = % -e* har ett minimi-
virde. Bestdm detta virde exakt.

e Visa att y = ax-e®* har ett minimivirde
som dr detsamma vilket virde pd a vi 4n
valjer (a # 0).

32 En parabel gesav y = b—ax? diraochb ar
positiva tal

Ay

X

T

Du ska bestdimma férhallandet mellan arean
under kurvan och den rektangelarea som
bildas av kurvans nollstéillen och maximipunkt,
se fig.

e Beridkna férhallandetr mellan arean under
kurvan och rektangelarean om b =9
och a=1, dvs y =9-x2

e Vilj sjdlv virden pd a och b. Berdkna
forhallandet mellan areorna. Slutsats?

e Visa att din slutsats géller for alla virden
pidaochb.

3 DERIVATOR OCH INTEGRALER

&

Blandade évningar kapitel 1-3

Del | l Utan rdknare

1 Derivera
@a)y=c052x ¢ y=5-x°
b)y=1In2x d)y =x-sinx

2 Omvandla 40° till radianer,

3 f(x) = 3sin2x - cos (x/2). Bestdm
a) f(m) b) f'(m)

4 Bestdam talen A, b och C sa att funktionen
y = Asin bx + C ger grafen

A
a0dY-.

30+

104

Y>>

w2

n/3
5 Berdkna j sin 3xdx
0

6 Ange en differentialekvation som har
16sningeny = e~3%

7 Skissa i stora drag grafen till y =x3-3x+ 1
8 Berikna den volym som uppstér dé linjen
¥ = 2 + xroterar kring x-axeln mellan linjerna

x=-1ochx=1.

9 Visa med ett motségelsebevis att
()4 +3sin2x<7

3 DERIVATOR OCH INTEGRALER

10 Visa att grafen till y = tanx har en tangent
med lutningen 4 om x = n/3.

11 Bestéim samtliga 16sningar till ekvationen
cos(2x-m/3) = 0,5

12 Kurvan y = yx och y = x bildar ett
slutet omrade i forsta kvadranten. Berdkna
omréadets area.

13 Bestdm det positiva talet a s att .[ 1 dx=1
x
2

2x—-sin2
14 Visa att F(x) =Ljrm—x~

G funktion till f(x) = sin?x,

r en primitiv

15 Bestam exakt det minsta varde som inte-

t

gralen J(cos X - —;-) dx antar da ¢

0

varierariintervallet 0 <t < 2.

16 Grafen till en styckvis linjir funktion f som
gér genom punkterna (0, 0), (3, 6) och
(6, 0) 4r given enligt figur.

Bestdm talen a och b exakt s att

a b 6
[fO)dx = [fC0) dx = [£ () dx
0 a b

dirO<a<b<6

6!‘3’

1+

\ A
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Del 1l Med rdknare

17 L6s ekvationen fullstandigt.
@ Svara i radianer med tva decimaler.

a) sin2x = 0,45
b) tan0,5x-1=2

18 Nederborden y mm/dygn pé en plats
.kan beskrivas med funktionen
y=12,5-10cos 0,0172¢

dér ¢ dr tiden i dygn réknat fran arsskiftet.
Berdkna med hjélp av en integral neder-
bérden under arets férsta 90 dygn.

19 Vilka virden kan cosx anta om sinx = 0,5?

20 Ge ett eget exempel pa en trigonometrisk
funktion som har ett lokalt max for x = 30°,

21 Enligt Kalle fran Goteborg kan dagens
langd y h berdknas med modellen

—56sin [ 2% (x —
y—5,6sm(365(x 80))+12

dér x = 1 svarar mot den 1 januari.

a) Berdkna dagens langd den 15 januari.
b) Berédkna och tolka y' (80).

¢) Bestam grafiskt lingden pé arets lingsta res-
pektive kortaste dag samt nér de intréffar.
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22 Kurvan y = 2sin2x, 0 <x < n/2, skirsav
() linjen y = 1 itvd punkter. Kurvan och linjen
innesluter ett omrade. Berdkna dess area

a) med tre vardesiffror

b) i exakt form.

23 Los ekvationen 5sin2x = cos2x1i intervallet
200°< x < 400°.

24 Figuren visar grafen till y =

x
5 1,x>0

1
I/A
0 5
Bestam med derivata koordinaterna for den
markerade maximipunkten A.

25 Kurvan y = e?* roterar kring x-axeln mellan
linjerna x =0 och x=a > 0.

Bestdm vérdet pa a si att rotationsvolymen
blir exakt r v.e.

26 Motivera varfor alla primitiva funktioner
till f(x) = 1/x gesav F(x) =In|x| + C.

27 Omforma uttrycket cosxsin2x med lampliga
trigonometriska formler sa att det bara
innehaller sinx.

28 Kurvorna y = ¢%2% och y = x2 innesluter
tillsammans med y-axeln ett omride i forsta
kvadranten. Teckna integralen for omradets
area samt bestdm denna area med minst tre

virdesffror. (NP)

3 DERIVATOR OCH INTEGRALER

29 En skidbacke har fallhgjden 500 meter.
@ Banprofilen ser du i bilden nedan.

km Ay
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0,5 Il 1,5 2

3 yx

Hojden y km &r en funktion av striackan
x km. Sambandet mellan y och x ges av

y=0,5¢", 0<x<2,5
a) Bestdm backens lutning fér x = 0,8.

Ett allmént sitt att beskriva backar med
liknande banprofil som ovan ges av
funktionen

y=0,5%, 0<x<2,5
dér a &r en positiv konstant.

b) Still upp en ekvation for bestdmning av
x-vardet i den punkt dir backar med en
sddan banprofil 4r brantast.

¢) Bestdm a sd att backen ar brantast for
=1,0.
X ,0 (NP)

30 Funktionen f (x) = J e’'/*dt 4r given.,
-2
Det positiva talet a dr sddant att f(2) = %l
a) Bestam talet a.
b) Visa att for det bestdmda vérdet p a dr

) =1/2

31 Vilken vinkel v ger storst area pa
parallelltrapsetet?

10

32 Bestim lim LR L (gl
h—0 h
exakt och med tva decimaler.

3 DERIVATOR OCH INTEGRALER

&

Utredande uppgifter @ ©® ©®

33 Forvilka virden pa n ar n:te derivatan till
"y = sinx + cosx lika medy?

34 Undersok for vilka virden pé a och b
ekvationen sinax = bx har

a) en l6sning b) tre 16sningar,

om x dr givet i radianer.

35 Figuren forestdller Ay
grafen till en y=x"
funktion
y=x" x=0, A
dar n dr ett reellt A,
tal stérre &n noll.
Fran den punkt pa
kurvan dér x-koordinaten ér ¢ (¢ &r en positiv
konstant), dras linjer parallellt med de bada
koordinataxlarna. Dessa linjer avgrdnsar till-
sammans med koordinataxlarna och grafen
tvé omraden med areorna A, respektive A,.

\ 4o

I a) Satt n = 2 och undersok fér ndgra olika

B g A
virden pa ¢ vad kvoten =L blir.
Formulera en slutsats.

b) Visa att din slutsats géller for alla
virden pa ¢ nér n = 2.

Il a) Satt ¢ = 1 och undersok for ndgra olika

.. o A .
virden pd n vad kvoten A_l blir.
Formulera en slutsats.

b) Visa att din slutsats géller for alla
viarden pd n nir ¢ = 1.

Il Lat nu bade ¢ och n variera. Formulera en

A . .
slutsats om kvoten ZL och visa att din

2
slutsats géller for alla virden pa ¢ och n.

(NP)
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