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@ KOMPLEXA TAL

Centralt innehall

% Grundlaggande egenskaper hos komplexa
tal.

Grafiska framstéallningar av komplexa tal.
Komplexa tal pa polar form.

Anvandning av de Moivres formel vid
ekvationslosning.

Losning av polynomekvationer med
komplexa rotter samt reella polynom-
ekvationer av hogre grad.

Faktorsatsen.

Algebrans fundamentalsats.

Inledande aktivitet

Niér vi forsoker l6sa ekvationen x2 +1 =0 1 Undersok vilka av foljande ekvationer som

farvi x = =4 -1. saknar reella rotter

Eftersom “roten ur” inte &r definierad for negativa

tal sdger vi att ekvationen saknar reella l6sningar.
I kurs 2c presenterade vi en ny sort av tal som b) x*+5=1 d) x?+5x+6=0

kallas komplexa tal. Detta gjorde vi genom att o o . .
ol ) . > P ) Los foljande ekvationer genom att anvinda
introducera det imaginira talet i =y -1 som har likhet = 5T TOh

egenskapen att i2 = —1. TRHEEEl = =" s
Ekvationen x? 4+ 1 =0 far da de komplexa a) ¥2+2=0 ¢) X2+x+1=0
rotterna x = *1i.

a) x*-2=0 ¢) X*+6x+13=0

b) x2+10=-6 d) x24+4x+5=0




4.1 Rakning med komplexa tal

Inledning

— Vet du vad som ligger nere under matematiken,
sdger jag. — Nere under matematiken ligger talen.
Om nigon frigade mig vad som gor mig riktigt
lycklig skulle jag svara: Det gor talen. Sno och is
och'tal. Och vet du varfor?

— Dérfor att talsystemet ar som méanniskolivet.
Till att boérja med har man de naturliga talen. Det
ar de som 4r hela och positiva. Det lilla barnets
tal. Men det ménskliga medvetandet expanderar.
Barnet upptécker langtan, och vet du vad det
matematiska uttrycket for langtan ar?

— Det ir de negativa talen. Formaliseringen
av att man kianner att man saknar nagot. Och
medvetandet fortsétter att vidgas, och véaxer, och
barnet upptacker mellanrummen. Mellan stenar-
na, mellan mossorna pa stenarna, mellan méan-
niskorna. Och mellan talen. Och vet du vad det
leder till? Det leder till brdken. De hela talen plus
bréken ger de rationella talen. Och medvetandet
stannar inte dér. Det vill 6verskrida fornuftet. Det

tillfogar en sa absurd operation som rotutdrag-
ning. Och far de irrationella talen.

- Det &r ett slags vansinne. For de irrationella
talen dr odndliga. De kan inte skrivas. De tvingar
ut medvetandet i det granslosa. Och med de ir-
rationella talen lagda till de rationella, har man
de reella talen.

— Det tar inte slut. Det tar aldrig slut. For nu,
pa flacken, utvidgar vi de reella talen med de
imaginéra, kvadratrotter ur negativa tal. Det dr
tal som vi inte kan forestélla oss, tal som normal-
medvetandet inte kan rymma. Och nér vi ligger
de imaginéra talen till de reella talen har vi det
komplexa talsystemet. Det forsta talsystem déar
det &r mojligt att tillfredsstéllande redogéra for
isens kristallbildning. Det dr som ett stort, 6ppet
landskap. Horisonterna. Man beger sig mot dem,
och de flyttar sig hela tiden. Det d&r Grénland, det
ar det jag inte kan vara utan!

Utdrag ur
Fréken Smillas kdnsla for sno
av Peter Hoeg

De reella talen racker inte

naturliga tal

hela tal

rationella tal

irrationella tal

reella tal

komplexa tal

4.1 RAKNING MED KOMPLEXA TAL

Vi paminner om hur vi kommit fram till de reella talen R.

Utgéngspunkten ar de naturliga talen N. Med dem kan vi bestimma antal.

N={0,1,2,3,4,5,...}

Vill vi kunna I6sa ekvationen x + 3 = 0, maste vi infora de negativa
heltalen. Vi far da de hela tqjen Z.
Z=4.,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}

Vill vi kunna 16sa ekvationen 3x = 1, maste vi utvidga Z till de rationella
talen Q.
Q = {Allatal a/b, dir a och b tillhér Z och b # 0}

Vill vi kunna 16sa ekvationen x? = 2, maste vi infora de irrationella talen.
Talen \/5, T och e dr exempel pd irrationella tal. De kan inte skrivas pa
formen a/b. Var talméngd &r nu de reella talen R.

Ié = {Alla rationella och irrationella tal}
Grafiskt kan vi dskédliggora de reella ralen R pa en tallinje.
11
\/E e n 3
|

i I I = I i L5
& & 2 0 1 2 3 4

Y

De reella talen fyller tallinjen helt: Mot varje punkt pa tallinjen svarar ett
reellt tal och omvént. Trots detta dr det létt att stdlla upp ekvationer som
saknar l6sning inom det reella talomrédet.

Ett exempel ar x2 = -1

Vill vi 16sa denna ekvation maste vi inféra de komplexa talen C, som
grafiskt kan illustreras i ett komplext talplan.

Observera att de naturliga talen N ingér som en delméngd i de hela talen Z
och att Z ingér som en delméngd i Q osv. De reella talen R ingér som en
delmangd i de komplexa talen C.
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Repetition

imagindra tal

Definition

komplexa rotter

realdel och
imaginardel till 2z

4101

4102
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I kurs 2 introducerades de komplexa talen i samband med 16sning av
andragradsekvationer. I det hér kapitlet ska vi lara oss mer om komplexa
tal, men vi bérjar med en repetition.

Vid 16sning av vissa andragradsekvationer visade det sig att de reella talen
inte ar tillrackliga. Darfor infordes de imagindra talen, som utgér frn den
imagindra enheten I.

Det géller att

=

J

Med hjélp av de imaginéra talen far ekvationen x?-2x+ 5 = 0 losningarna
x=1i\l—4=1td(—l)-4=1t2\/—1=112i
Losningarna x = 1 = 2i kallas de komplexa rétterna till ekvationen.

Allmént brukar man séga att om a-och b &r reella tal sd 4r g = a + bi ett
komplext tal ddr

a kallas realdelen till z och betecknas Rez = a
b kallas imagindrdelen till z och betecknas Imz = b.

Om imaginardelen dr noll &r talet reellt och om realdelen &r noll &r talet
imagindrt (eller rent imaginért).

Miéngden av alla komplexa tal betecknas C och inkluderar méngden av
alla reella tal R.

Bestam realdelen och imaginirdelen for det komplexa talet
a) -2+i b) 5-4i c) -i d)3

a) Rez=-2,Imz=1
b) Rez =5,Imz = -4

c¢) Rez=0,Imz = -1
d) Rez=3,Imz=0

Los ekvationen
a) 22+10=6 b) 22-62+25=0

a) 22+10=6 b) z2-62+25=0
22=-4 2=3++9-25
z=31\/—16

g =% 2i z=3 x4

4.1 RAKNING MED KOMPLEXA TAL

det komplexa talplanet

De komplexa talen kan grafiskt representeras som punkter i det komplexa
talplanet som bestar av den reella axeln och den imagindra axeln. De
reella talen dterfinns pd denreella axeln och de rent imaginéra talen
dterfinns pa den imaginéra axeln.

A

2i e

Im
Talet 2/

Talet 5 + 2/

R

e

4103 Bestidm realdel och imaginérdel for féljande
@ komplexa tal

a) 4 + 7i d) -2 + 6i
b) 2i e)5
Q) 1-i f 2-+2i

4104 Vera pastar att 4 &r ett komplext tal. Har
hon rétt? Motivera.

4105 Bestdm det komplexa talet z d& man vet att
a) Rez =2 och Imz =3
b) Rez =-1 och Imz =4
¢) Rez=7 och Imz =0’
d)Rez =0 och Imz = \/E

4106 For vilka viarden pé a och b ar det komplexa
talet z =a + bi

a) reellt b) rent imaginért?
2

4107 Vilka komplexa tal &r markerade i det
komplexa talplanet?

4.1 RAKNING MED KOMPLEXA TAL

L
>

9
3

4108 Markera foljande komplexa tal i det
komplexa talplanet

a)l+2i o) i
b)-1 d)-2-i

4109 Los ekvationen
a) z2 =-144
b)z2+16=0

¢)3+22=0
_d)24+22=88

4110 Los ekvationen och markera losningen i det
komplexa talplanet.

a)z?+4z+5=0
b)z2+ 62+25=0
¢) 222 + 40 = -8z

d)2z2—z+%=0

4111 Los ekvationen (x + 1)2 = (2x—-4)% + 18
b]

4112 Visaatt g =-1+ \/—31' dr en rot till
ekvationen z2 + 2z + 4 = 0.

4113 Anna péstar att andragradsekvationen
X*+4x+a=0

saknar reella rétter om a > 4. Forklara
varfér Annas péastdende stimmer.
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Historik

De komplexa talens historia

Kanvidela talet 10 i tvd delar sa att produkten av
de bada delarna blir 40?

Cardano, en av de manga italienska 1500-tals-
matematikerna som sysslade med ekvationslos-
ning, studerade detta problem. Med hjélp av
andragradsekvationen x(10-x) = 40 som kan
skrivas x?—10x + 40 = 0 fann han "16sning-
arna” 5+ +-15 och 5- V-15. Visserligen,
menade Cardano, dr dessa l6sningar helt me-
ningslosa, men de uppfyller i alla fall kravet att
deras summa ér 10 och att deras produkt &r 40.

r il

Cardanos fodelsestad Pavia.

P4 liknande sétt borjade olika
matematiker av ren nyfiken-
het att utforska hur man kan
rakna med kvadratroten ur
negativa tal.

René Descartes (1596-1650) var motstandare
till komplexa rotter och kallade dem 1637 for
imaginira tal, dvs inbillade tal, ett uttryck som
stannat kvar. An idag anvinder vi ordet imaginar
for den icke-reella delen av ett komplext tal.

Forst under 1800-talet blev de komplexa talen
allmént accepterade och det blev vanligt att
tolka dem som punkter i ett plan. Bland andra
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) anviande kom-
plexa tal och sdg pa dem pa ett mer abstrakt sétt,
t ex: ”Vilka matematiska satser giller om man
definierar i=+-1?"

Han var ocksa den forste som bevisade Algebrans
fundamentalsats: "En icke-konstant polynom-
ekvation med komplexa koefficienter har minst
en komplex rot.”

Idag bryr man sig inte s mycket om ifall tal
“finns till”. Om de ar praktiska att rdkna med s
anvinder vi dem!

1 Kan videla 12 tvé delar sd att produkten av
de bada delarna blir 45?

a) Formulera problemet som en polynom-
ekvation.

b) Los uppgiften med komplexa tal.

2 Kanvidela 201 tvé delar sd att produkten av
de bada delarna blir 125?

a) Formulera problemet som en polynomekva-
tion.

b) Los uppgiften med komplexa tal.

3 Ange en rot till varje polynomekvation
a)3xi+5=0
b)x2+1=0
A)x2+i=0
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4.1 RAKNING MED KOMPLEXA TAL

Aktivitet

1 Vivill berdkna i" dir n ar ett heltal stérre dn 0,
dvs vivill forenkla (!, i2, i osv.

a) Rita av tabellen och fyll i de tomma rutorna.

b) Studera din tabell och beskriv monstret
med ord.

4.1 RAKNING MED KOMPLEXA TAL

Berékna potenéerna

a) l‘20 b) l'27 C) i81 d) i303
Forenkla sa 1angt som mojligt

1

i5

b)i6—i10 d)i803+i97

a) i®+ i c)%-i—




Konjugat, ahsoluthelopp och de fyra raknesatten

Det gér bra att anvinda de fyra rdknesétten vid rékning med komplexa tal.
Grundregeln &r att sortera real- respektive imaginirdelarna var for sig och
komma ihag att anvinda regeln i2 = ~1.

Exempel 1 Lit u=1-3i och z=-3 + 2i. Viberiknar och skriver foljande uttryck
pa formen a + bi.

Addition
u+z=01-304+3+2)=1-3i-3+2(=-2-1

Subtraktion
u-z=(1-30)-(-3+20)=1-3i+3-2i=4-5{

Multiplikation )
u-z2=01-30)-(3+2)=-3+2{+9-6i*=-3+11i-6-(-1) =3 + 11i

Kvadrering
22 =(3+20)2=9-12[+4i2=5-12i

Innan vi ger oss in pé division ar det limpligt att introducera tva nya
begrepp.
Om z =a + bi ir ett komplext tal A Im

konjugatet till z  sd kallas a —bi konjugatet till z
och beteclmas z. e
Skillnaden mellan z och z &r att e
imagindrdelarna har olika tecken. =1 Re

Geometriskt kan detta tolkas som en <Z
spegling i den reella axeln. S5

/
T

absolutbeloppet av z  Absolutbeloppet |z| dr avstandet fran z SSE .
till origo. Ur figuren och med hjélp av Z=a-bi

| Pythagoras sats ser viatt |z| = a? + b2

Om z = a+ bi &r ett komplext tal sa giller det att:
Definition a— bi kallas konjugatet till zoch betecknas z

v a? + b? kallas absolutbeloppet av z och betecknas |z|

v,

190 4,1 RAKNING MED KOMPLEXA TAL

Exempel 2

Exempel 3

4114

4115

4.1 RAKNING MED KOMPLEXA TAL

Om vi multiplicerar 2 =2-37{ med z =2 + 3i kan vianvinda
konjugatregeln.
z:2=(2-30)-(2+3))=4-9i2=4-9-(-1)=4+9=13

For alla komplexa tal z géller att produkten av z och dess konjugat z ar
ett reellt tal som r storre eller lika med noll, dvs z- 2> 0.
z-2 = (a+ bi) (a-bi) = a®—b?%2=q? + b>

Med hjalp av denna regel kan vi dividera komplexa tal.

o : R L —— z -
Lat z =3 +i och w=2-i.Viutfor divisionen — genom att férlinga
braket med ndmnarens konjugat w = 2 + i.

E_(3+i)(2+i)_6+3i+2i+i2_5+5i_1+.
wo @2-DCE+D 4_2 =" F 2

Genom att férlinga med ndmnarens konjugat far vi alltid ett reellt tal i
ndmnaren.

Bestidm konjugatet z och absolutbeloppet || till
a) =4+ 3i b) z2=1-1 ¢) z=-2i d) z=5

a) z =4-3i |z| =V42 +32=425=5
b) z =1+i lz] =12+ (-D)*> =2
c) g =2i |z =V (=22 =y4=2
d)z=5 |z} =Y52=425=5

N

Lat 2 = 5-3i och u = -2 + 4i ochberikna, dvs skriv
paformen a + bi

a) z+u b) z-u c) z-u d)E
u

a)z+tu=(0(-3)+(-2+4i)=5-3i-2+4i=3+1

b) 2—u=(05-30)-(-2+4i) =5-3i+2-4i=7-7i

¢) z-u=(5-30) (-2 +4i) = -10 + 20i + 6i-12i% =
=-10+26i-12-(-1) = 2 + 26i

z_ 5-3i _ (5-3i)(-2-4i) _ -10-20i + 6i + 12i?

d == - B )
u 244 (-2 + 4D (24D 4-16
= ﬂ = —H—li . _1)1 _0’7i
20 10 10
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4116

@

4117

4118

4119

4120

4121

4122

192

Berdkna
a2+D+0-1) i-@+3)
byB-D+@2i-4 dHA-1)-4i-3)

Talen z =3-2i och u=-5+ 4i argivna.

Berédkna
az+u Ou-z
b)z-u dz-u

Foérenkla uttrycket och skriv resultatet pa
formen a + bi

a) (8 +4i)? d) (-3-20)2
b) (2-5i)2 e) 5+D(5B-1)
o) (-2 4+ 3i)2 f) (2-)(=2+1)

Forenkla det komplexa talet z och ange
dven Regz och Img.

aAz=0+2D-2+1D)
b)z=2i-(3 + 2i)
z=01-3D2-1)
d)z=02+D2-0)

Bestdam konjugatet z och absolutbeloppet
|z| da

Az=4+1 d)z=2
b)z=2i-3
c)z=-1-1i

e)zg=—1

f) 2 =2 + 3

Alma har kommit fram till att f6r vilket
komplext tal z som helst kommer z, —z, Z
och —z utgdra hornen i en rektangel i det
komplexa talplanet. Motivera varfor Alma
har ratt!

Los ekvationen, om x och y drreella tal.
a)2x+y+x-yi=3
b)3x+y+ (y—4x)i = 7i

4123

4124

4125

4126

b

4127

4128

4129

4130

4131

Skriv foljande uttryck pa formen a + bi

5 Jei o 2+
3120 1+3i
. .

b 22 d)“a*f

3i No

Max vet att talet z =i har konjugatet
z =—1.

Dérfor tror han att konjugatet till alla
komplexa tal z 4r detsamma som —z.

Visa med ett exempel att han har fel.

Bestdm |z| om man vet att Rez =y 3
och Imz = 3.

Ange Rez och Imz da
1+ i
a = — = ——
VA= dr=37
-1+ 3i -\ 2i
b)g= o d)z=—2—\/_l
2i + 2 o J2+2i

Ar det sant att ett komplext tal z vars real-
och imaginérdel &r lika alltid ger en kvot
z/% Som ar ett rent 'irnaginéirt tal (dvs ett tal
med realdelen noll)? Motivera ditt svar.

Bestdm talet z = x + iy om
a)3z-2z=1-10i ¢ 3z+%=24-12i
b) z-5z = 3i d) 3z + 2z = 4i

Forenkla foljande uttryck si ldngt som
mojligt.
2+1 2—1 3+1 3-1i

= i =7 n ;
2 1-i 1+1 2—1 2+1

Lat s =3-4i, u =8 + 15i och

w=5-12i.
Berékna, dvs skriv pa formen a + bi
az-w b) Bz+uw/w

21

1
NN

2
. z
Forenkla 2~ om z =
i

4.1 RAKNING MED KOMPLEXA TAL

4132

4133

4134

4135

®

4136

4137

Bevisa att likheten giiller.
a) |z|]2=32-2

a och b ér reella tal. Da dr
z=a-bi
|z] = Va2 + b?

|z]% = a® + b?

ar lika med hégerledet (HL):
VL = |z|?2 =a% + b?
HL=2%-2= (a + bi) - (a-bi)

=a?_b%2=a+ b2 =

a) Viborjar med attlata z = a + bi, dar

Vi vill nu bevisa att viansterledet (VL)

Vi har visat att bade VL och HL ér lika

D)z+tw=z+w

b) Lat 2 = a + bi respektive w = ¢ + di,
dér a, b, c och d ar reella tal. D4 ir
z =a-bi
w=c-di

g+w=a+bi+c+di
=(a++b+di

T Y

Vi samlar ihop real- och
imaginardelarna var for sig.

Nu bevisar vi att VL = HL:
VL=z+tw=(@+-(b+di

med a? + b?%. Darmed har vi bevisat att =a+c-bi-di
likheten &r sann. = (a-bi) + (c-di) =%z +w =HL
VSB
Bestim 2%z + |3| om z=8-15{ 4138 Lat z = 2-3i ochvisa att
1 _
Lat z =5+ 2i och w = 3—4i.Berikna Imz == (z-1)
a) Re (zw) o) |z+w| —
i =42z for 2 =5-2i.
b) Im (22) Q) |z-w|? 4139 Visa att |z zz for 2 =5-2i
Visa attom z = -1 -3i sd ar Bevisa att likheterna gdller.
22+ 322+ 122+ 10=0 _ o
4140 a) z =z Az w=z'w

Lat z=2-i och w=a + bi,ddraochb
ar reella tal. For vilka viarden pa a och b &r

a) z + w ettreellt tal stérre dn 0?

b) z-w rent imaginart?

Lat 2 =3 ~2i och w =5-3i. Skriv kvoten
z 4+ 2w

= pa formen a + bi.
2z -3z

4.1 RAKNING MED KOMPLEXA TAL

b)z—w=z-w d)@=%

4141 a) |z| = |z c)

1 -
b) |zw| = |2z| - |[w] ) Rez=§(z+z)
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4.2 Det komplexa talplanet

Komplexa tal som vektorer

Exempel 1

vektoraddition

194

Vi har tidigare tolkat ett komplext tal som en punkt i det komplexa
talplanet. Vi ska nu representera ett komplext tal z som en vektor

(riktad strdcka) som gér frén origo till punkten 2 i det komplexa talplanet.
Observera att absolutbeloppet |z| dr lika med ldngden av vektorn z.

z tolkas som en punkt. z tolkas som en vektor. Vektorns langd ar |z |

Vi ska nu se hur man kan tolka addition och subtraktion av komplexa tal
med hjélp av vektorer.

Vi utgér fran de komplexa talen

u=3+1
z2=1+ 4i
D& blir

u+z=3+i+14+4i=4+5i

Geometriskt kan additionen z + u tolkas som addition av vektorerna for
u och z. Detta innebdr att u + z representeras av den ena diagonalen i den
parallellogram som bestdms av u och z.

AMm W+2z2=4+5i
Z=1+4i -4

|u + 2| motsvaras av diagonalens langd.

lu+z| =42+ 52 =441

4.2 DET KOMPLEXA TALPLANET

Exempel 2

vektorsubtraktion

avstandet mellan tva
komplexa tal

Exempel 3

cirkelns ekvation

4.2 DET KOMPLEXA TALPLANET

Vi gér vidare till att se hur subtraktion av komplexa tal kan tolkas med

hjalp av vektorer.

Vi utgdr frdn samma komplgxa tal u och z som i Exempel 1. DA blir

u-z=3+i-(1+4)=2-3i
Om vi ritar vektorn
~z2=-(1+4)=-1-4i

sa ser viifiguren att
subtraktionen u -z
motsvaras av additionen
u+ (-2, dvs

u-z=u+ (-2

Ur figuren fér vi ocksé att
ldngden av vektorn u—z &r
lika med avstdndet mellan
uochz.

J\|m

—Z=-] —4j

|u — 2| motsvaras av avstandet mellan punkterna u och z

|lu—z] =V22 + 32 =413

Vi kan nu relativt enkelt beskriva cirklar i det komplexa talplanet eftersom
ekvationen |z-z,| = r innebér att avstidndet fran z, till z &r konstant

lika med r.

Alm

il /3
Re RS

zr) i - -
Alla punkter pé cirkeln har Alla punkter péa cirkeln har
avstandet 3 till origo. avstandet 3 till punkten 2i.
|z| =3 [z-2i] =3
Cirkeln har sin medelpunkt Cirkeln har sin medelpunkt
iorigo. ipunkten 2i = (0, 2)
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Exempel 4

4201

Med hjilp av komplexa tal kan vi dven askadliggéra andra kurvor och ytor.
Vi ger har ndgra exempel.

Vi utgr frén féljande likheter och olikheter:

Rez =2 -1<Imz<2 |z +i| <2

Rez = 2 motsvaras av alla punkter 1angs den lodrita linjen x = 2.

-1<Imz < 2 innebédr att -1 <y < 2, dvs det omrdde som begrinsas av
de horisontella linjerna y = 2 och y = - 1. Linjen y = -1 tillhér omradet
men inte linjen y = 2. Vivisar detta genom att strecka den linje som inte
tillh6r omréadet.

|z 41| <2 skriver vi forst om som |z - (-i)| < 2.Vikannu avldsa att
avstandet mellan z och punkten —i 4r mindre &dn 2. Detta motsvaras
geometriskt av en cirkelskiva med medelpunkt —i = (0,-1) och radien 2.
Observera att randen till cirkelskivan inte dr med vilket vi visar genom att
strecka den.

Alm Mm '“”TI
i i ! i
Re Re 4 \‘ Re
: > r > y —
1 1 =4 /]
A J
Y /8
\ r
\\- _—’(
Rez =2 -1 <Img<?2 |z +1] <2

a) Rita u=2+1i och z =1 + 3i som vektorer i det komplexa
talplanet. Rita ocksd in u + 2z och berékna |u + z|.

b) Rita u =2 + i och w =3 + 4i som vektorer i det komplexa
talplanet. Rita ocksd in w-u och beridkna |w-u|.

a) Al b) Alm

u+z

w—u=w+(-u) =1+ 3i

|w-u| =412 + 32 =410

u+z=3+4i

[u+z| =y32+42=5
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4202 Lat u=4+1 och v=-1 + 2i och
@ rita som vektorer

a) u, v och u + v samt beriikna [u + v|

b) u, v och u—v samtberdkna |u-v|

| 4203 Vilhelm séger att talet u = 10 + 24i ligger
' ndrmare origo i det komplexa talplanet 4n
talet z = 20~ 15i. Har han ratt? Motivera.

| 4204 Rita z, z och 3 +7 som vektoreridet
komplexa talplanet, om

| a)z=1+2i
b)z=3-1
¢)z=-2+2i

d)Lat z=a + bi. Vaddrdd z +z?

4205 Beskriv cirkeln med en ekvation.

a)  Alm
Q/ ]

b)  Aim
N
le- >

4206 Lukas séger att cirkeln i uppg 4205 a)
beskrivsav |z + 4| = 4.

a) Vad gor han for fel?
b) Rita den cirkel som Lukas beskriver.

4207 Ekvationen |z| = 10 beskriver en cirkel i
det komplexa talplanet. Ge ett exempel pa
ett icke-reellt tal z som ligger pa cirkeln.
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Askddliggori det komplexa talplanet de
punkter z forvilka

4208 a) |z| =T O |z| =4

b) |z]. <1 d) |z| =4
4209 a) [z +2| =1 o Rez=-1

b) |z-2i] =3 D Imgz=-3
4210 a) Rez< 3 c)-1<Rez<5

b) Imgz>-1 d)0<Imgz<5

4211

4212

b

4213

4214

4215

4216

Talen 0, u=4+ 6i, z=3—1i och

w = u + gz bildar hérnen i en parallello-
gram i det komplexa talplanet.

Berédkna ldngden av parallellogrammens
diagonaler.

De icke-reella talen g och w ar markerade
i ett komplext talplan. Hur tolkar du olik-
heten

a)z<w b) |z] < |w]|?

Askadliggor i det komplexa talplanet de
punkter for vilka

Imz=>0
a)2< |z <4 b)

|z] <3

a) Lt z=1+ 3i och w=2 +1i ochvisa
att |z +w| < |z| + |w|

b) Finns det nagot komplext tal u sddant att
2+ ul = |2 + |ul
Motivera.

Askadliggor i det komplexa talplanet de
punkter z for vilka

a) |z=2i| = |z—4i]
b) |z-i| = [z-2]

Ekvationen |z—4| + |z + 4| = 10 be-
skriver en kurva i det komplexa talplanet.

a) Ange i ord vad som géller fér en punkt
pa denna kurva.

b) Rita kurvan. Vad kallas den?
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Historik

Argand och det komplexa talplanet

Kring ar 1800 gjorde tre matematiker en
innovation som kom att leda till en storre
forstaelse och acceptans av de komplexa talen.
Caspar Wessel (1745-1818), Jean-Robert

Argand (1768-1822) och Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) presenterade, oberoende av
varandra, ett sitt att geometriskt dskadliggora de
komplexa talen som punkter eller vektorer i ett
koordinatsystem. Nedan tittar vi lite nirmare pé
Argands konstruktion.

Argand var en
schweizisk amator-
matematiker som foddes
i Geneve. Han flyttade
med sin familj till
Paris dar han 6ppnade
en bokaffar. Ar 1806
publicerade han boken
"En uppsats om ett scitt
att representera de
imagindra storheterna
med hjdlp.av geometriska
konstruktioner.”

Boken forblev ldnge okdnd eftersom Argand
publicerade den privat pa egen bekostnad.
Dessutom hade Argand inte med sitt eget namn i
boken. Sju ar senare lit den franske matematikern
Frangois Francais (1768-1810) publicera en
artikel som var baserad pa Argands bok. Det hade
varit enkelt for Francais att ta at sig all dra for
Argands idé men istéllet avslutade Francais sin

artikel med att séiga att denna idé var baserad pa
en bok som skrivits av en okdnd matematiker som
gérna fick gora sig tillkénna. Argand léste artikeln
och skickade ett brev till Francais dir han talade
om vem han var. Argands namn har blivit férevigat
da man ibland talar om ”"Argand-diagram” nér
man avser det komplexa talplanet.

Argand forklarade sin idé pa foljande satt:

Lat R och R' beteckna punkterna +1 och -1
pa en tallinje dar O markerar origo (se figuren
nedan). Argand menade att om man bildar
vektorn OR och vrider denna vektor férst 90° och
sedan 90° till kring origo s& 6vergér den i vektorn
OR'. P4 motsvarande sitt fir man talet 1, om man
multiplicerar talet +1 tvd gdnger med V-1

Enligt Argand kunde man dérfér tolka
resultatet av den forsta vridningen, vektorn E)TQ),
som en motsvarighet till talet \F—T . Ett godtyckligt
komplext tal a + by -1 kunde dirmed uppfattas
som summan OP av vektorerna OP’ = a

och ﬁ=bﬁ.

[»]

[
v

1 Utgé frén vektorn OR i bilden ovan. Vilket tal
far man enligt Argands modell om vektorn
vrids moturs

2 Rita det komplexa talet som en vektor med
hjalp av Argands modell

al+y-1 ©) -2+ 24-1

a) 180 d) 540 b)—\/—_l d)Z—Z\Ij
b) 270° e) 45°
¢) 360° f) 120°
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Komplexa tal pa polar form

argument

poldra koordinater
polar form

Definition

4.2 DET KOMPLEXA TALPLANET

Vi har tidigare beskrivit det komplexa tatet z = a + bi som en punkt (a, b)
i det komplexa talplanet. Dessa koordinater kallas ibland fér rektanguldra
koordinater. I det hér avsnittet ska vi istillet anvéinda poldra koordinater
for att beskriva ett komplext tal.

Vi utgdr fran det komplexa talet z = a + bi. Vi vet att avstandet fr&n origo
till punkten z &r lika med absolutbeloppet |z| som vi har kallar -, dvs

r=|z| =y a?+ b2

Vi later vinkeln v vara vinkeln Alm
mellan positiva reella axeln
och vektorn fér z. Denna

vinkel kallas argumentet for 2 ¢
och betecknas

'l [

|
\ 5

v =argz

Om inte vinkelenheten grader dr utskriven sé dr argumentet angivet
iradianer. Observera att vinkeln v inte dr entydigt bestéimd. Om v &r ett
argument sd dr dven v 4+ n - 2w ett argument for alla heltal n. Vi véljer ofta
vinklarviintervallet 0 <v < 27 (elleribland -t <v < ).

I figuren ovan ser vi att vinkeln v bestdms av
b
tany = —
‘a

Enligt definitionerna for de trigonometriska funktionerna sinus och
cosinus far vi ur figuren fram sambanden

a
COsV=— < d=rcCosv
r

sinv=—- < b=rsinv
"

(r, v) kallas f6r poldra koordinater och vi kan med hjélp av dessa
skriva ett komplext tal i poldr form.

z=a+bi=rcosv+risinv=r(cosv+isinv)

r '
Det komplexa talet z= a+ bij kan skrivas i polar form
z=r(cosv+ isiny)

dir r=|z| och v=argz bestimsav tanv= h/a
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4217 Skriv det komplexa talet pa polér form, dér 0 < argz < 2m.

a) 2=2+3i b) z=-2 ¢) 2=2-2i

a) z =2 + 3i liggeri 1:a kvadranten och

r=422+32=413

Enligt figuren ser vi att
tanv = % dvs v = 0,983
Svar: 2 = 413 (c0s 0,983 + i sin0,983)

b) z = -2 ligger pa den reella axeln
Enligt figuren ser vi direkt att
r=2ochv=n

Svar: z = 2 (cosT + i sinm)

¢) z=2-2i liggeri4:e kvadranten och

r={(22%+ (-2)?2=48

Enligt figuren ser vi att

tanu===1 dvs u=

NN
Ala

Dablir v = 2n—E=E
4 4

Svar: z = ﬁ(cos? + isin 7715)

Alm

=2+ 3

F - T

Re

Y

——

4218 Skriv talet z = -2 + 4i ipolir form. Ange argumentet i grader med en decimal,

0° < argz < 360°.

zg=-2+4i

r=vy(-2)? + 4 =420

Enligt figuren dr tanu = % =2

u = 63,4° och v =180°-63,4° = 116,6°
Svar: z =20 (cos 116,6° + i sin 116,6°)

2==-2+4i

CHEE

Alm
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4219

4220 Skriv talet z i polér form. Avlas r och v

@ i figuren.

a)z=-4 b)z=4i

4.2 DET KOMPLEXA TALPLANET

a) Skriv det komplexa talet z pa formen a + bi

-

g = 2\(cosE + isinE)
6 6
b) Bestidm argz om
z= 2(cos (— E) +1i sin(— E))
4 4
a) Eftersom
cos X = E och sin
6 2
far vi att
z=2(cos£+isin£):2 £+il =43 +i
6 6 2 2 \/_

Svar: z=\/§+i

el
£ -3)-ton(-5) = oosf 4 1n3]

cos(-v) = cosv
sin{-v) = -sinv

Svar: argz = =
ovar: arg 2
4221 Skriv talet z i poldr form efter avldsning i
figuren.
z=-2i d)z=3 a)
Im

N
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4222 Skriv det komplexa talet z pd formen
a + bi. Svara med tva decimaler.

a) z = 5 (cos 45° + i sin 45°)

b) 2 = 4 (cos 250° + i sin 250°)
¢) z =15 (cos 325° + i sin 325°)
d) z = 2 (cos 180° + isin 180°)

4223 Skriv, utan riknare, talet z pa formen
a + bi.

a) g = (cosm+isinm)

3n
2

¢) 2= 2(cos2n + isin 2m)

b) z =3 (cos +isin37n)

d)z= 3 (cosZ +isin T)
2 2

e) z=3(cos0 + isin0)

f) 2= (cos3n + isin3n)

4224 Rita forst en enkel figur och skriv sedan
talet i polédr form med argumentet i grader.

Az=2+2 c)z=\/§+i
b)z=1++3i d)z=-3+3i

4225 Berdkna |z| exakt om

a)z=5+4i Q) z=-1-2i
23 _1-43Bi
b)Z—5+5 d)Z—T

4226 Beridkna argz igrader och svara med
en decimal om

a)z=4+3i c) z=-2-3i
b) z2=-2 4+ 5i d)z=2-5i
Rita forst en enkel figur.

4227 Theo séiger attom argz = — sd ir

A

- T .
argg = — 3 medan Leo séger att

- 3 o -
argz = g Forklara varfor bada har ratt!
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4228 Talet z =1-1 &r givet. Ange
a) |z| ¢) arg z iradianer

b) |3| d) arg 7 iradianer

4229 Skrivz ochz i polédr form med
- <argz < T.

a)z=2i
bz=1+1i
c)z=3
dyz=-2-2i

4230 Berikna det exakta virdet av argz i
radianer om

az=1

b)z=3+3i

¢ zg=-1-1
1. .43

d)Z—E‘i‘lT

4231 Markera i det komplexa talplanet de
fb punkter z for vilka

b 7n
iy <& S i
4 < argz 4
4232 a) Visaatt z = - 2 ': 2 har argumentet 3n/4

b) Vilket argument har z = —% ?

4233 Ange talet —iz pa formen a + bi, om

|z| =1 och argz = 2?”

4234 Manvetatt |z| =1 och argz = % Ange
@ a) arg (iz) b) arg (-iz)

4235 Forklara varfor sambandet argz = —args
géller for alla z = a + bi.
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Aktivitet

Multiplicera med i

1 a) Ritatalen z =3 och w=-2i som
vektorer i det komplexa talplanet.

b) Multiplicera talen z och w med i. Rita iz och
iw i talplanet.

2 a)Ritatalen z=1+ 2i och w=-3 +{ som
vektorer i det komplexa talplanet.

b) Multiplicera talen z och w med i. Rita iz och
iw i talplanet.
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% UNDERSOK

3Liat 2=2+41 och u=1iz och w=1iu.
Rita talen z, u och w som vektorer.

jk]m

4 Formulera en regel om vad som hinder med
absolutbeloppet och argumentet ndr man
multiplicerar ett tal med i.




Multiplikation och division i polar form

Ett komplext tal pa polar form kan skivas z = r(cos v + i sinv),

Vi ska nu multiplicera respektive dividera tva komplexa tal z och u dér dér r=|z| och v=argz
bada ér skrivna pé polér form. Vid multiplikation av komplexa tal pa poldr form multiplicerar man

Exempel 1  Geometriskt ser multiplikationen ut pa foljande sétt: absolutbeloppen och adderar argumenten.

Sammanfattning eZz.o=7 . i si
s . Ki - 2z =17 - R(cos(vy + ) + sin(v, + v,))

Vid division av komplexa tal pa poldr form dividerar man absolut-
beloppen och subtraherar argumenten.

«t— Vilket absolut- zZ; I
belopp far z - u? 2= (cos{v, — v,) + isin(v; - v,))
2 2

u — \
z S Vilket argument 7
R / farz- u?
(7 1 B Re A Ry,
- - - 4236 Lit 2 = 2 (cos70° + i sin70°) och u = 1,5 (cos 145° + i sin 145°).
z =R (cosa +isina) u=r(cosB +isinf) a) Berdkna z-u och tolka resultatet grafiskt.

Vi maste ta reda pa vilket belopp och vilket argument som produkten | b) Berdkna z -2

z - u far. Detta hérleder vi med hjilp av additionssatserna {6r sinus och | a) Beloppen multipliceras och argumenten adderas.
7 |
cosinus. Samla ihop real- och ! 2 u=2-1,5(cos(70° + 145° + i sin (70° + 145°)) =
%+u=R(cosa+isina)-r(cosf +isinf) = imaginardelar var fér sig. h-;’ = 3 (cos215° + i sin215°)
|
= Rr(cosacosf +icosasinf + isinacosf + i?sinasinf}) = Alm

= Rr( (cosacosf—sinasinf) + i (sinacosf + cosa sin[j)) =
cos (a + B) sin (a + B)
= Rr(cos(a+ ) +isin(a+ f3))

70°

"%E\l\ Re

multiplikation i poldr form  Darmed har vi fatt fram att absolutbeloppen multipliceras och argumenten l
adderas vid multiplikation med komplexa tal pa polér form. ||

Exempel 2  Viskanudividera de komplexa talen z och u med varandra.
Vi gor ett knep och utgar fran multiplikationen ‘

| b) 2z =2 (cos70° + i sin70°)

| z = 2(cos (-70°) + isin(-70°)) = 2 (c0s290° + i sin290°)

i 2-%3=2-2 (cos(70° + 290°) + i sin (70° + 290°)) =
=4(cos0° + isin0°)

Eftersom vi vet reglerna for multiplikation av komplexa tal
pa poldr form far vi

Z z |z|
|Z|:E|u| < Z:|u| { =
1
Vi gor motsvarande knep for argumenten och far enligt reglerna for
multiplikation av komplexa tal pé polar form
b4 Z 3
argz = arg(— S u) =arg—+argu ¢ arg— =argg-—argu
u u u
division i poldr form Vi ser att vid division av komplexa tal skrivna pa polar form dividerar man
absolutbeloppen och subtraherar argumenten.
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4237

4238

206

.. z —
Beridkna kvoten -1 respektive =2 da
&P %

2; _ 4(cos80° + i sin80°) _
2, 2(cos35° + isin35°)

= 2(cos45° + i sin45°)

Z; _ 2(cos35° +1i 5in35°) _2
Z;  4(cos80° +isin80°) 4

a)

b) 3z, = 4(cosg + ising), %, = 2(cosg + ising)

a) z; = 4(cos80° + isin80°), 2z, = 2(cos35° + i sin35°)

g(cos (80° — 35°) + i sin (80° — 35°)) =

{(cos(35°-80°) + isin(35°-80°)) =

n) + isin(E—E)
3 2 3
n) + isin(E—-E)
2 3 2

= ;— (cos (-45°) + isin (=45°)) = % (cos315° + isin315°)
b i
4(cos — + 1sin —J
b) z_1.= 2 2 =£ COS(-TE——

£ 2(cos—+ismE) 2 2
3,
2(cos & + isin E)

%1 4(cos—+ismg] 4 3

(0 £ argz < 360°)

(-t < argz <)

=2 (cos-TE + isinz)
6 6

arg (\/E + i) far vifram genom tanv =

50 . . . 5%,
Svar: 2 = 248 | cos — + i sin —
\/_( 12 12)

%) 5||“

=

v

arg (2 + 2i) far vifram genom tanv = E Sv=

T

4

Skriv g = (\/E + 1) (2 + 2i) pa polir form, utan att forst skriva z pa formen a + bi

Enligt regeln fér multiplikation av absolutbelopp blir

|2 = [V3 +1i] - |2 + 2] = (3)2 + 12-422 + 22 =48 = 28

A

Enligt regeln for multiplikation av argument blir argz =

Obs! Rita gérna i det
komplexa talplanet for
att fa fram argumenten.

+

»—l|<.n
N la

L oy
6 4
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4239 Talen z; = 3(cos45° + isin45°) och
@ 2, = 2 (cos 15° + isin 15°) dr'givna. Bestam

; S
a) |2y - 2,] ) 5,
b) arg (2, - z,) d) arg(i)
2

4240 Talen 2z, =12 (cosé—’t + isinzg—n) och

_ LA A N ,
2, =0 COS§+lSII1§ ar givna. Bestam

: %
D) [2,5) 0 |2
%
b) arg (z, - 2,) d) arg(z—)
2

4241 Berdkna produkten av de komplexa talen
z = S(Cosg + ising) och

u= (cosg—7t + ising—n)
B 2 2

Svara pd polér form.

4242 Talen z = 4 (cos 70° + i sin 70°) och
u =5 (cos 30° + i sin 30°) &r givna.

. Z u
Bestdm kvoterna = och —
u Z

4243 Utfér multiplikationen och svara
i polér form.

27 .. 2¢ b .. T
a)3(cos? +lsm?) 4(cos€ +1sm€)

5n .. 5w b .. T,
b)S(COSF +lsmF) 3(cos§ +lSlI‘1§]

4244 Utfér multiplikationen och svara pé
formen a + bi.

a) 2(cos30° + isin30°) - 3 (cos60° + isin60°)

b) 5(cos 135° + i sin 135°) - 2 (cos 45° +
+ isin 45°)
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4245 Beriakna och svara i polar form

- €0s140°+ isin140°
. cos70° %+ isin70°

4246 Talen z och w har absolutbeloppen 3

'b respektive 2 och argumenten
2n T
3 respektive 3
Beridkna absolutbelopp och argument till

a)z-w b)E c) 22w
w

4247 Talen z =5 (cos 45° + i sin 45°) och
u = 2 (cos 315° + isin 315°) &r givna.
Berédkna kvoten och svara i polér form

z

al npl o g2
Z u u Z

4248 Man vet att g = cos 72° + i sin 72°
Beridkna

a) z2 b) 23 o) z* d) z°

4249 Man vet att z = cos % +isin T

4
Berdkna och svara pa formen a + bi

a) z2 b) z* c) 26 d) 28

(2+2i)(1 +30)
3i (12-210)
4251 Vilket &r det minsta positiva heltal n for

@ vilket z" ir reellt, om
a) z = 4 (cos 90° + i sin 90°)
b) z = 3 (cos 60° + i sin 60°)
¢) z = 2 (cos 10° + isin 10°)?

4250 Skriv talet pé poléar form.

4252 Bestam det reella talet k sd att

2-3i
Z_1+ki har argz =0
[
4253 Bestim arg| ————=———
R EESY

1+i
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Avlasa och rita i det komplexa talplanet

Exempel 1

multiplikation med i

Exempel 2

division med i

4254

208

For taleti giller |i| =1 och argi :g

I polér form kan talet i skrivas

. T ne. T
i=cos— +isin_
2 2

Vi multiplicerar z = cosv + i sinv med I. N

. e ol T
iz =cos|v+ = |+isin[v+=
() ism(+3)

Multipliceras ett tal z med talet i blir
absolutbeloppet oférdndrat och argumentet

. i . . .
Okar med 3" Grafiskt innebéar det att vektorn z

him

\V

vrids 90° i positiv riktning.

Vidividerar z = cosv + isinv med 1.

Z2 iz iz ) T +isi i
—=——===—g=cos|v-=|+isinjv-=
i i1 1% 2 2

Obs! Division med i ger samma resultat som multiplikation med —i.

Divideras ett tal  med talet i blir absolutbeloppet oféréandrat

i yis o :
och argumentet minskar med 5" Grafiskt innebér det att vektorn z

vrids 90° i negativ riktning.

Figuren visar det komplexa talet z. Alm

a) Bestam w, = iz z
b) Bestim w, =iz + 5 + 4i i

¢) Markera 2z, w; och w, iett

talplan. 1
a) z =-3 + 2i (urfiguren)

w, =iz =-3i + 2i2=-2-3i
b)w,=-2-3i+5+4i=3+1i Aim
¢) Sefigur. Z

Vektorn w, far vi genom att

vrida z 90° i positiv riktning.
Vektorn w, far vi genom att utga | 1
fran w; och ga 5 enheter at hoger )
ix-led och 4 enheter uppat iy-led.

\

o
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4257

Alm.

4255 Skrivtalen 2, z, och z, pa formen a + bi.

i

4256 Figuren visar det komplexa talet z. Rita av

figuren och markera de komplexa talen
w, =2+ 3-2i och w,=1z-2 4+ 3i

J\lm
= RE
i -~

Alm
u
&
w
v

Vilken vektor i figuren kan skrivas

a) iz b) /i

Motivera.

Z2, =2+ 21
2y =21
Z
_ %4
ZS__'

1
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e

c) —-ig

d)i2z?

4258 Ritaidet komplexa talplanet talen

4259 Talen 2, och z, ligger pa enhetscirkeln
(b som figuren visar. Vinkeln mellan mot-

svarande vektorer dr 5°. Bestim vinkeln
mellan de vektorer som svarar mot f(z,)
och f(z,) om

a) f(z) = z? b) f(2) = z°
Alm
z
20° jl =
l\150 1 -

Figuren visar tre komplexa tal. Rita en
ny figur och markera dar w, = f(z,),
w, = f(2,) och w, = f(z,), om f(z) = z2

Re

L.
>

Bestim z sdatt z-u =w, om |u| =2
och |w| = 3 ochvinkeln mellan
vektorerna u och w &r rét.

4262 a) Skriv talet 9i pé polar form.

@ b) Rita figur och bestdm geometriskt de
tal z som 4r sddana att z -z = 9i

4263 Markera i ett komplext talplan de tal z for

vilka géller att |z| = Imz + 1
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4.3 Komplexa tal i potensform

4301 Férenkla (1 + i\/§ )15 med de Moivres formel.

Vi gér over till polér form.

de Moivres formel

1+ i\/§ =r(cosv + isinv)

" pgim 5 Vi vet att ett komplext tal z som har absolutbeloppet 1 kan skrivas tanv = ? =v =60°
z z3 3
Z = CosV + 1smnvy ———
/5 3 Fér att berdkna potenserna 22, 2% 2%, 2° ... | Argumenten adderas r .1 + 32 =14 2 .
anvinder vi formeln f6r multiplikation av | vid multiplikation. 1 +iy3 = 2 (cos 60° + i sin 60°)
- ) VIv/, - komplexa tal i poldr form. ) de Moivres formel ger:
Z v N3 o F .
5 1’ 22 = (cosv + l.San 2= (cosv + i sinv)(cosv + i siny) = a+ i\/g)ls = (2 (cos 60° + i sin 60°))'5 = 215 (cos 900° + i sin 900°) =
Z:COS'T—C +isin£ =COSZV+lSln2V
6: U6 . . = 32768 (cos 180° + i sin 180°) = -32768 | 900° - 2 - 360° = 180°
23 =222 = (cos2v + isin2v)(cosv + i sinv) = cos3v + i sin 3v
o | Svar: (1 +iy3)15 = -32768
2* = cos4v + isin4v |
2% = cos5v + isin5v |
=i |

8
4302 Skriv det komplexa talet z = (2 (cosg +i sing)) paformen a + bi. Svara exakt.

gz = cosnv +isinnv for n=1,2,3,4,... de Moivres formel ger

. T T g = 28(c058—n + isin %) = | Viskriver om till en vinkel i intervallet O till 2. i 21 = it
Exempel Viberdknar 22 ochz®om z = 2 (COSZ + i SinZ) 3 3 3
| t. . mY o . on =256(COSE+isinE)=256(—l+i-ﬁ)=128(—1+i\/§)
7% = (2((:03— + 1sm—)) = Zz(cos— + lsm—) 3 3 2 2
z3 4 4 4
2z AN 3 . .3 Svar: z=128(-1 +iy3
f: z 2% = (2 (Cosg + 1s1ng)) =23 (cos%T + lsmf) — ( 73)
Re
2 Med hjélp av formeln f6r multiplikation av komplexa tal i polér 4303 Utveckla (cosy + isiny)? dels med de Moivres formel, dels med kvadreringsregeln.
form har vi harlett foljande viktiga formel Vilken formel ger detta for
r 3 a) cos2y b) sin2y?
For ett komplext tal z= r(cosv+ isinv), . .
dir r=|z| och v=argz giller de Moivres formel ger (cosy + isiny)?2 = cos 2y + isin 2y

ZeiMotuesifommel Kvadreri 1 ( +isiny)?=cos?y + 2isiny cosy-sin?
.. .. 1 = -

2" = (r(cosv + isinv))" = r" (cosnv + j sin nv) vadreringsregeln ger cosy + 18 .y. Y ] ycosy Y
Vifar cos 2y + isin 2y = cos?y + 2isiny cosy-sin?y

n=0,+1,+2 .,
o ) a) Realdeleni VL = realdelen i HL, vilket ger
cos 2y = cos?y - sin?y
b) Imaginédrdelen i VL. = imaginédrdelen i HL, vilket ger
sin2y = 2 siny cosy
Matematikern Abraham de Moivre . ~

(1667-1754) fran Frankrike kinde
till denna formel som bar hans namn
redan 1707.

4.3 KOMPLEXA TAL | POTENSFORM 4.3 KOMPLEXA TAL | POTENSFORM 211




4304 Bestim z“ pé formen a + bi, om
@ a) z =15 (cos45° + isin45°)

b)yz=2 (cosg + ising)

4305 Talet z = -1 + +/3i &r givet.
a) Skriv z i polar form.
b) Bestdm z° i polar form.
¢) Bestdm 2° pa formen a + bi.
Svara exakt.
4306 Berdkna (2 + 2 \/§i)4 genom att
a) utveckla ((2 + 2+/31)2)2

b) anvinda de Moivres formel.

4307 Forenkla med de Moivres formel
a) (V3 -)° b 2-20°
4308 Ritaiett komplext talplan potenserna

2,32, 2% 24 2° 2z%och 27 om

T T
a)zzcos§ +isin —

- r Leinl &
b)z—cos(—g)-i-lsm( 8)

4309 Bestim ett komplext tal z sd att
',D z4 =16 (cos T + isin )

4310 Berdkna z= (1 + D"+ A -0)" for
an=1 con=3
bbn=2 dn=4

4311 Fkvationen z® = w har en 16sning
z= 3(cos % + isin %)

Bestdm det komplexa talet w.
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4312

4313

4314

4315

4316

4317

Bestdm absolutbeloppet och argumentet

iradianer for det komplexa talet z.
(-1+30)° 1+ 20"

a) 2 = ————p— =

a-o D= qoany

Bestdm det minsta positiva heltal n sddant
att uttrycket ar reellt
. n
1+ JB_’IJ

a) (-1+i)" b)[ 10

Rita i ett komplext talplan potenserna
z, 2%, z°, 2%, 2% 2% och 27 om

a) z= 1,1(cos % + isin g)
b) z=0,9(cos % + isin g)

Hérled en formel fér
a) sin 3v uttryckt isinv

b) cos 3v uttryckt icosv

Hérled en formel for
a) sin5v uttryckti sinv
b) cos5v uttryckti cosv

Lt z = cosv + isinv och férenkla

uttrycket w = 2" + —

n

4.3 KOMPLEXA TAL | POTENSFORM

Ekvationen z"= 3

4318

4.3 KOMPLEXA TAL | POTENSFORM

Vi ska nu behandla ekvationen z" = a, dir n &r ett positivt heltal och a &r
ett givet komplext tal. Att IGsa en sddan ekvation innebér att bestimma alla
n:te rotter ur a. For att 16sa ekvationen kommer vi att utnyttja den poléra
representationen av komplexa tal och de Moivres formel.

a) 22 =8i

Vi skriver ekvationens bada led pa polir form.

z =r{(cosv + i sinv)

a) Los ekvationen z® = 8i. Svara pa formen a + bi.
b) Ritain rétterna i ett komplext talplan.

VL: 23 =r3(cos3v + isin3v)

de Moivres formel

HL:8i=8 (cosE + isin-T—c)
2 2
Ekvationen kan skrivas
r3(cos 3v +isin3v) = S(Cosg + ising)
De bada leden ar lika, om
r3=8 och 3v=g+ n-2n, dvsom

r=2 och v=E+n-23—n

De tre sokta rotterna farvifor n=0, n=1 och n = 2.
n=0 ger v=§ och z1=2(cos§+isin§)=\/§+i

3rn

5n

n=1 ger v=5—6n och zz=2(cos€+isin

n=2 ger v=% och 23=2(c0532—n+isin

(Sdtter vi n = 3 far vi ater roten 2, osv)

zl=\/§+i

V3 +i
Svar: <z, =3 +i

)=-ai
2

Wl

24 = -21

Rotterna ligger pa en cirkel med radien 2. De delar omkretsen
itre lika stora delar och utgér hérnen i en liksidig triangel.

-2
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Geometrisk tolkning

-

 —

S

Rotterna till ekvationen z7= w i det komplexa talplanet utgér hém i
en regelbunden n-hdrning med medelpunkten i origo.

S

4319 Ekvationen z° = -32 &r given.

@

a) Skriv om ekvationen pd polir form. -

b) Formulera villkoren for att de bada leden

ar lika,
¢) Ange ekvationens rotter.
d) Rita in rétterna i ett komplext talplan.

4320 Bestdm samtliga tredjerotter ur

4321

a) 64, dvs 16s ekvationen 2> = 64
b) =271, dvs 16s ekvationen 23 = -27i
(Svara pé formen a+ bi)

Ekvationen 23 =w har en rot
%, = 3 (cos30° + isin30°)
a) Bestdm w.

b) Beskriv och motivera hur du far 6vriga
rotter.

) Vilka ar 6vriga rotter?
d) Rita in rétterna i ett komplext talplan.

4322 Ekvationen z* = w har en rot

4323

214

o0s™ 4 isin™
Z = cos— + isin—
4 4

Vilka dr de 6vriga rotterna?

Figuren visar rétterna till
en ekvation 2" = w.

a) Vilka ar rotterna?

b) Vilken ekvation ar det?
Motivera ditt svar.

4324 Los ekvationen och svara i polir form med
argumentet i radianer,

ayz3=1 d) z6 = 729
b)z°=-1 e)zt+16=0
Q) zt=1i f) 28 =(1+i)?

4325 a) Skriv talet 4i i polér form med
'b argumentet i grader.
b) Los ekvationen 22 = 44.
¢) Askadliggér grafiske talet 4i och de bida
rotterna.

4326 Rotterna till ekvationen " = w visas

ifiguren. Vilken &r ekvationen?
Im

4327 Hur manga reella och hur manga icke-reella
rétter har ekvationen

a)zt=16 c)z?=-4
b) 2> =32 d) 2190 = 1 000?
(Ekvationerna ska inte 16sas.)

4328 Skriv en potensekvation av typen z" = w
som har 10 rotter, varaven dr z = —i.

243 + 2i

4329 Los ekvationen z% = W

4330 Betrakta ekvationen z7 =1
G a) Hur ménga komplexa rétter har den?

b) Hur ménga av rétterna ligger i andra
kvadranten?

4331 Skriv en formel som ger samtliga n rétter till
ekvationen z" = 5i.

4.3 KOMPLEXA TAL | POTENSFORM

Eulers formel

Eulers formel

4.3 KOMPLEXA TAL | POTENSFORM

Ett komplext tal z som ligggr pé en cirkelmed medelpunkten i origo och
radien 1 kan skrivas z = cosv + i sinw.

Alm

Z=COsSVv+isinv

Det visar sig att uttrycket cosv + i sinv kan skrivas pa ett kompakt och
nagot férvanande sétt!

Vi antar att vanliga deriveringsregler géller.

Z - cosv -+ isinv @)

7' = —sinv+ icosy =icosv + (1) sinv =icosv + i?sinv = i (cosv+ i sinv) = iz
Z' =iz

Denna differentialekvation har 16sningen z = C - e” (2)
Vi kontrollerar 16sningen:

z=C-e"

2 =iC-e¥ =iz

z(0)=1ger C=1

v = 0 insattiekvation (1) ger z(0) = 1, vilket insatt i ckvation (2) ger C =1
z=e

Sambandet uppticktes pa 1700-talet av matematikern Leonard Euler och
kallas Eulers formel:

= ™\

ev=cosv+isinv

Den polara formen kan nu om vi sé vill skrivas lite kortare
z = r(cosv + isinv) = re®
Om z=x+ iy sdér

€2 =XtV =¢X- eV =X (cosy + isiny)
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4332

4333

4334 Figuren visar en cirkel med radien 5.

Skriv pa formen a + bi
3rg
a)e? b) e2-3

Definitionen e!¥ = cosy + isiny ger
3r.
a)et = cosE+isinE= —i+ii
4 4 42 42
b) e2-31 = e2.e-3" = ¢2 (cos (-3) + isin (-3)) = e2(cos3-isin3) =
= e2cos3-ie?sin3 = ~7,32-1,04i

Finn nagot virde pa z sadant att e? = -2,

Med 2z = x + iy kan ekvationen skrivas e*- e = 2-eir
De badaleden drlikaom e*=2 och y =n+n-2n
e*=2 ger x=1In2 och n=0 ger y=n

En 16sning till ekvationen ar 2z = In 2 + wi

4339 Skriv talet +/3 + { p& formen

Skrivtalen z och u péformen r-e®, 'b a) rei b) ez
0<v<2n
a) Im b) Alm 4340 Undersok om din rdknare kan rikna med
% z komplexa tal pa formen r- e, Beriikna
sedan
Rﬁ A Re a) 3eiv3 . Gegins b) (Zeiv4)12

4335 Skriv med Eulers formel

a)i b) -2

¢ 4341 Exponentialfunktionen e? skrivs ofta
@ exp (). Visa att

a) exp (2 = 3ni) = —e?

4336 Skriv pa formen a + bi

a) eni b) eZm'

c) -3i c)l+i 2+ i
b = i
) exp ( 2 ) B 1+1)
Qe 3 et 4342 Bestim alla z sidana att
a)er=1 ber=1+1i

4337 Bestdm |z|, argz, Rez och Imz om

e

4343 Bevisa foljande formler av Euler, dir v ér

z=6-¢3
ett reellt tal.
. i . el\’ +e*l\’ el\’ _e*l\’
4338 Ekvationen %z° = —{ harenrot z = i. a) — = cosv b) o = siny
i

a) Verifiera detta.

b) Ange samtliga rétter pd formen r-e®
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Historik

Euler —en prOduktiv matematiker

Leonard Euler (1707-1783) var en matematiker
frén Schweiz som var mycket produktiv. Han
skrev 6ver 900 artiklar och trots att han under de
senaste 17 &ren av sitt liv var blind fortsatte han
att producera ny matematik. Euler var elev till
Johann Bernoulli (1667-1748), som dr en annan
kdnd matematiker fran Schweiz.

Ett av Eulers mest kidnda verk heter "Introductio
in analysin infinitorum” som utkom 1748. I detta
verk definierar Euler begreppet funktion av en
variabel och introducerar ménga beteckningar
inom matematiken som anvands fortfarande
idag, t ex e, m, sin och cos. Det var dven Euler som
inférde beteckningen i for Y-1, men det var inte
forrén 1777.

Vi har pa sidan 209 presenterat Eulers formel
e = cosv + isinv
som ar ett samband mellan de trigonometriska
funktionerna och exponentialfunktionen. Vi
vet sedan tidigare att argumenten for komplexa
tal adderas vid multiplikation och subtraheras
vid division. Detta géller dven for komplexa tal
uttryckta som exponentialuttryck:
et . oiff = pia+if = pila+p)

a N,
% =N= eia’iﬁ = ei(a“ﬁ) Q)'
e " ,

(eia)n = elna }F a

=2
Den sista formeln kdnner —

vi igen som de Moivres formel (n ar ett heltal). -

Ur Eulers formel féljer en av de mest berémda
formlerna inom matematiken

e"+1=0
som i en omrostning i en matematisk tidskrift
blev utsedd till virldens vackraste formel. Det
fantastiska med formeln ar att den inkluderar
sd manga olika delar av matematiken: e fran
analysen, ©t frin geometrin, i frAn komplexa talen
och 1 fran aritmetiken.

Euler levde under en tid d& matematiken &nnu
inte var helt rigords, t ex var inte alla begrepp
inom analysen klart definierade. Definitionerna
av vissa begrepp kunde vara vaga och ibland
skilja sig at mellan olika matematiker. Analysens
grundvalar behévde en upprustning men det
skulle dréja en bit in pd 1800-talet innan man fick
ordning pa detta. Dessférinnan kunde man raka
ut for problem nédr man rédknade, exempelvis kom
Euler fram till féljande "bevis” ndr han forsokte fa
forstdelse for de komplexa talen

1= -2 =A-1--1={CD (D =V1=1

Idag kan vi forklara felet med detta "bevis”, kan du
det?

1 TForklara felet ovan ddr man “bevisat”
att -1 =1.

2 TForklara varfor e™ + 1 =0 &ren f6ljd av
Eulers formel.

3 Om u= 4e™® och v=2¢"™?, beriikna
au-v b) % c) u?

4 Om z=-ei¥* rita z, 22, 2z° och z® idet
komplexa talplanet.

5 Om z=2e'™"3 och u=3e!™®, vad dr da
3
a) zu b) u—z?
Z
6 Forenkla och skriv pé formen a + bi

24mi/2

1-i.,2+2i €
a)el"t-eftH b) o 1-ni/4

moo ]
7 Visaatt ¢**3 =§ez(1 +iV3)

8 Hur kan man ge ett rimligt virde at

a)cosi b)sini ¢) Ini d)i?
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4.4 Polynomekvationer

Andragradsekvationer

218

konjugerade tal

Exempel 1

Exempel 2

De andragradsekvationer som vi hittills har 16st har varit pa formen
22 + pz + g = 0 dar p och q har varit reella tal.

p_ l(eY
Ekvationens 16sning &r z = —5 * (E) —-q
Om uttrycket under rottecknet dr negativt ar rétterna komplexa tal.
Rotterna r konjugerade tal, dvs om z; = a + bi &4r den ena roten sd &r
2, = a—>bi den andra.

Vi ska nu titta ndrmare pa andragradsekvationer dir p och q kan vara
komplexa tal.

| det hér fallet ar p ett komplext

Hur 18ser vi ckvationen 22 + 4iz +5=0? % tal och g ett reellt tal.

Detta &r det enklaste fallet dér vi kan anvdnda pg-formeln ”som vanligt”.

z=—2ii\/(2i)2—5 =—2ii\/—4—5

z=-21* 3]

Z, =1 2, = =51

h\ | det hér fallet &r p=0 och

g ett komplext tal.

Hur 16ser vi ekvationen z2 = 5i?

Vi fér inte en 16sning genom att dra kvadratroten ur béda leden, eftersom
detta ger z = x+ 5i och rotlagarna inte géller for icke-reella tal.
Vi visar tva olika metoder for att 1ésa ekvationen.

Metod 1
%% = 5i
Vi skriver bida leden pa poldr form och anviinder de Moivres formel.
VL = 22 = r? (cosv + i sinv)? = r2 (cos2v + i sin2v)
T, . T
HL =5 (cosz + 1sm§)
VL =HL ger r2=5 och 2v—§+n 2%

r=\/€(r>0) och v=g+n'n

Vi far rétterna genom att sétta n =0 och n=1

zl=\/§(cosﬁ+ising) 5 —+— \/7(1+1)

4
zz=\/§(c0557?+isin57:)=\/§(—%—\/%) ((1+1)

4.4 POLYNOMEKVATIONER

4.4 POLYNOMEKVATIONER

Metod 2
2Z=5i= - e
Aﬁtég att z =a + bi dédraochb arreella tal.
%2 = (a + bi)? = a®>-b? + 2iab
Ekvationen 2? = 5i kan nu skrivas
—-b%+ 2iab =5i

Vi identifierar realdelar och imaginérdelar i VL och HL och far d&
ekvationssystemet

a?-b2=0 (1
2ab =75 2

Vi loser ekvationssystemet pa foljande satt: Detta gér bra eftersom

A7 T (2)geratt a0

5 .
Ur (2) I6serviut b = 2a och sdtter ini (1):

25 25
a2—47=0 & 4a4-25=0 & at=—

Vi skriver om den sista ekvationen som

25

232 — 22
(a®) 7
vilket ger

Har géller inte minustecknet
eftersom a ar ett reellt tal.

5
Vifa :i\{—
l1ar a 2

Vi anvinder nu att b2 = a®och ab > 0 (enligt (2)) och far
= \E ger b= \[g
_\Egerb:_\lg Alm

Rotterna ar

2y

T
b2 Re
zl=\/§(cos—+lsm ((1+1) b 4 >
V5
5m 5 5 )
22=\/§(cos?+lsm£)=—\g(1+1) Z
Observera att z; = -2,

Rotterna ligger pa en cirkel med radien r =y a2 + b2 =45
De delar omkretsen i tva lika stora delar.
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4402
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Vi sammanfattar:

Andragradsekvationen z? + pz + g = 0 16ses pé foljande sdtt om

b gochp érreella tal och rétterna ar icke-reella tal
Tex x2-4x+5=0

Anvénd pq-formeln och i2 = -
Roétterna ar konjugerade tal: z, = 2,

D g arettreellt tal och p &r ett komplext tal
Tex 224+ 2iz+7=0

Anvénd pg-formel och 2 = -1

D garetticke-reellttal ochp =0
Tex 22 =2i
Skriv om pa polér form och anvind de Moivres formel eller
skriv z = a + bi och identifiera real- respektive imaginirdelar.
For rotterna giller: z, = -z,

D g éretticke-reellt tal och p dr ett komplext tal
Tex2z?2 4+ 2iz-41=0 och 22+ 2z-4i=0

Dessa fall kan vi inte helt beméstra dnnu, men i vissa fall fungerar det
att kvadratkomplettera under rotuttrycket.

Los ekvationen

a)x’-8x+17=0 b)x?+4ix+5=0

a)x?-8x+17=0
xX=4++16-17
x=4i\]—1

x=4=%i x, =i X, = —51

b)x2+4ix+5=0

x=-2i+y-4-5

x=-2i £ 3i

Skriv en andragradsekvation med reella koefficienter som har en
rot 3 +1i.

Roétterna dr konjugerade tal. Den andra roten ar 3 —i.
Rotterna 3 + i och 3-i ger oss ekvationen
z-B+iNE-B-1))=0
22-2(3-1)-2(83+i1)+(3+i)(3-i)=0
22-32+2i-32-3i+3%2-i2=0

22-62+10=0

4.4 POLYNOMEKVATIONER

Lés foljande ekvationer

4403 a) x2 = 25 d)x?=50
@ b) x2=-25 e)x2=4
¢) x2=-50 Dx%?+4=0

4404 a) x*°-8x+25=0 ) x2-10x+29=0
b)x?-8x+7=0 d)x2+4x+29=0

4405 Skriven andragradsekvation som har
rotterna 3 och 3i.

4406 1.6s ekvationen ‘
aA)x?+2ix+3=0 ¢ 2x?+3ix+2=0
Dx?+ix+2=0 d)2x?*+8ix+24=0

4407 Ekvationen z?-2gz + 26 = 0 haren rot
z = 1 + 5i. Vilken 4r den andra roten?

4408 Per och Stina ska lésa ekvationen
22 + 4iz + 5 = 0. De vet att ekvationen har
enrot z = —5i. Per sdger direkt: Den andra
roten dr 5i. Stina séger efter en stund:
Den andra roten ar i. Vad sdger du?

4409 Bestdm i polér form de bada kvadrat-
'D rotterna ur det komplexa talet w, om

aw=16e"?
b) w = 25 (cos 72° + isin 72°)
€) w = 10 (cos 10° + i sin.10%)

) Wi g ei2n/3 i g :

4410 Skriven andragradsekvation med reella
koefficienter som harenrot 5 + 2i.

4411 Lat p (%) =-zz— 8z + q, dar q ar ett reellt
tal.
. a) Vilket ar det minsta heltal g for vilket
ekvationen har icke-reella rotter?

b) Vilka rotter ger talet q ia)?

4412 16s ekvationen pa tva olika sitt och svara
paformen a + bi

a) %2 = 2i b) 2% = -4

4413 Los ekvationen z2 + (4-2i)z—-8i =0
@ med pg-formeln genom att kvadrat-
komplettera under rotuttrycket.

4414 a) Los ekvationen z2-20z + 109 = 0 och
berdkna rotternas summa och produkt.

b) Los ekvationen 22 + pz + g = 0 och
berédkna rétternas summa och produkt.

4415 Los ekvationen 22 =5-12i
utan att anvinda de Moivres formel.




Polynomdivision
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Exempel 1

Exempel 2

Ekvationen x3 + 4x? — 5x = 0 kan vi 1osa med kénda metoder.
Faktorisering: x(x? + 4x—-5) =0

Nollproduktmetoden och pg-formeln:

x,=0 och x*+4x-5=0 ger x,=-5 x5 =1

Andra polynomekvationer av tredje graden kan vi 16sa om vi "hittar” en rot
tex genom provning.

Ekvationen x3—-x?+ 4x—-4 =0 harenrot, x = 1.
Vi kan finna denna rot genom prévning.

Ekvationen kan skrivas (x-1)(x?*-4) = 0.
Kontrollera detta genom att utféra multiplikationen.
Men hur hittar vi faktorn (x?-4)?

Sambandet x3-x2 + 4x—4 = (x-1) - (x> + 4) kan skrivas

xX3-x24+4x -4
AR Xz + 4

x-1
Viseratt x2 + 4 #r resultatet av en division, men hur utfér vi en
polynomdivision?

Vi visar en metod for division som brukar kallas “liggande stolen”, forst
med tvi tal och sedan med tva polynom.

Vid divisionen %4 skrivs talen pé foljande sitt 74 | 3

24
7413
-6
v 2:3=6)
—12 (4-3=12)
2

Resultatet kan skrivas pé olika satt

74 2 2
o04t=2441%
3 ~ 2437 21*3
74 =324+ 2

4.4 POLYNOMEKVATIONER
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4.4 POLYNOMEKVATIONER

| Exempel 3

2x3-3x2-27

2x3 -3x2-27
x-3

Vi utfor divisionen

2x>+3x+9
2x3-3x2 4+ 0x-27 | x-3
—(2x3 - 6x%)
3x2 + 0x—27
—(3x% - 9x)

 ox-27
-(9x-27)
0

2x% (x-3) = 2x3 - 6x2

3x- (x-3) =3x2-9x

9 (x-3)=9x-27

Resultatet kan skrivas pé tva olika sétt

=2x2+3x+9
x-3

Kvot 1 Resten ar noll i detta fall.

2

2x3-3x2-27 = (x=3) (2x%2 + 3x + 9)

x3+3x2-4x-9
x—-2

Utfor divisionen

Ange kvoten och en eventuell rest.

x2+ 5x+6
x¥+3x2-4x -9 |x-2
—(x* - 2x?)
5x2 - 4x -9
— (5x2-10x)
6x -9
—(6x-12)
3

Kvoten ar x2 + 5x + 6 och resten ér 3.
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4417 Utfor divisionen med "liggande stolen”
261 1169
caoe by —22
a) — ) 7

4418 Utfor divisionen for hand.

Ange kvoten och en eventuell rest.
563 D) 8252
9 7

a)
4419 Utfér polynomdivisionen
X+ 6%+ 11x+ 6
X+ 2
X2+ 4x?-x—-4
x+1

a)
b)

4420 Dividera polynomet med x—1 samt ange
kvoten och resten.

a) 7x2+x-8 b) 4x3-3x%2-7

4421 Utfor divisionen for hand samt ange kvoten

(b och resten.
a) e+ 3x3+ 2x2+ %)/ (x2+3)

b) b+ x5+ 3x2+ 1)/ (x2+x)

4422 a) Vilket tal ger kvoten 5 och resten 2 nér
det divideras med 3?
b) Vilket polynom har kvoten x-2 och
resten noll ndr polynomet divideras
med x + 27?
¢) Vilket polynom har kvoten x? + 3 och
resten x2 + x vid division med x3 + 27

4423 Bestdm talet k sa att resten blir noll da
polynomet divideras med (x + 2).

a)x2+ 8x+k Q) x*—4x%-2x+ k
D) x3+2x2-3x+k d)x°+4x+k

4424 Dividera z° +iz + 1+ med z—-1.

C)

4425 Ekvationen x> -x?>—-10x-8 haren
rot x = 4, Faktorisera polynomet
pG) =x3—x?-10x- 8 fullstindigt.

4426 Ett polynom divideras med x3 + 1. Vilken
ar den hogsta grad resten kan ha?
Motivera.

4.4 POLYNOMEKVATIONER

Faktorsatsen

Exempel  Tuppgift 4416 visade vi att da polynomet f(x) = x3 +3x2—4x—9

Restsatsen

divideras med x -2 blir kvoten x> + 5x + 6 och resten 3.
Detta kan skrivas

X3+ 3x2-4x-9

x-2 x-2

¥
X+ 3x2-4x-9=(x-2) (x> +5x+6)+3

Allmant géller:
Om polynomet f(x) dividerasmed (x-a) farvikvoten q (x) och restenr,

Detta kan skrivas

UAC S S
xX—a X—-a

Kvot

¥
fO)=-aql)+r
Om viiden sista likheten satter x = a farvi

fl@=(@-aq@ +r
fla=r

Detta resultat formuleras i foljande sats

-
Om ett polynom f(x) divideras med x - a, sa blir resten f(a). ]I

Nér f(x) =x° + 3x? - 4x -9 dividerades med x-2 fick viresten 3.
Restsatsen kan ge oss detta resultat utan en polynomdivision.
Resten =f(2) =234+3-22-4-2-9=3

Omresten f(a) = 0 iekvationen f(x) = (x—a) ¢(x) + f(a) farvi
SO0 = (x-a)q(x), vilket innebér att (x—a) dr en faktori f(x).

Detta resultat formuleras i féljande sats

Faktorsatsen [[ Polynomet f(x) har faktorn (x- a3) @ x=a aren rot till f(x) =0 ]]

4.4 POLYNOMEKVATIONER
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4427

4428

Visa att polynomet

a) f(x) =x® + 3x-14 har en faktor x -2
b) g(x) = x> + 32 har en faktor x + 2
¢) h(x) = x®-20x + 35 ger resten 10 vid division med x + 5
a) f(2) =23+3:2-14 =0 och f(x) har en faktor x -2
enligt faktorsatsen.
b) Ligg marke tillatt x + 2 =x-(-2)
g(-2) = (-2)°* + 32 = 0 och g(x) haren faktor x-(-2) =x+ 2
enligt faktorsatsen.
¢) h(-5) =(-5)*-20-(-5)+35=10
Resten ir alltsd 10 enligt restsatsen.

Vilket tredjegradspolynom g(x) Ay

beskriver kurvan?

Vi avlidser funktionens nollstillen
x=0,x=3 och x=6.
Polynomet kan skrivas

800 = k(x - 0)(x - 3)(x - 6) !

Vi bestaimmer k med hjélp av

punkten (1, 5)

g =k-1-(1-3)(1-6)=5

k-10=5
k=0,5
Polynomet ér

g(x) =0,5x(x-3)(x-6)
som ocksa kan skrivas
g(x) = 0,5x% - 4,5x2 + 9x

Y=

4429 a) Vilka rotter har ekvationen
@ (x+4) (x-2)(x-5)=07?
b) Stéll upp en tredjegradsekvation som har
enrot x = -3 och en dubbelrot x = 6.

4430 Polynomet p(x) =x%+x2-10x + 8 ar

givet.

a) Ange en faktor om p(1) = 0.

b) Ange ett nollstdlle om x + 4 4r en faktor.

226

4431 Sant eller falskt?
a) x*-3x-2 ardelbart med x—2
b) x3 + x—2 haren faktor x + 1

¢) Polynomet f(x) =x® +5x—-1 ger
resten 5 vid division med x—1

d) Polynomet
g(x) = 3x* + 100x% + 4000x ger
resten O vid division med x + 10

4.4 POLYNOMEKVATIONER

4432 Berikna resten da polynomet
fO) =x3+x-2 delasmed -

ax-2 c) x.—i- 1
byx-1 d)x-1i

4433 Visa att polynomet
a) f(x) = x>+ 4x -5 haren faktor x—1

b) g(x) =x%+ 2x°> + x®* + x + 3 haren
faktor x + 1

¢) p(x) = x7-128 har en faktor x-2
d) h(x) = x* + 4x% - 14x%2 - 36x + 45 har
en faktor x + 3
4434 Ar (x-3) en faktori polynomet f (x) som

beskrivs av kurvan? Motivera.

AY

>

N L

4435 Vilket tredjegradspolynom beskriver

'b kurvan?

AY

(-1, 4)

i

/ [TF

Y=

4.4 POLYNOMEKVATIONER

4436 a) Beskriv hur man kan anvanda
faktorsatsen for att avgéra om ett
~ . polynom ar delbart med x?-4.

b) Vilka av féljande polynom ér delbara
med x*-4?

pO) = 2x% -4

fO) =x>+2x%+x+2
g0) =x*-3x2-4
hO)=x3+x2-4x-4

4437 Visa att polynomet

a) f(x) =x3-6x%+ 11x-6 iér delbart
med x-3

b) p(x) = x¥ —5x7% + 4x11 &r delbart
med x+ 1

¢) h(x) =x*+ 4 idrdelbart med x—2i
och x+ 2i

d) g(x) =x*-9x3 + 28x%-34x + 12 &r
delbart med minst en av faktorerna
x+5x-2 och x-3

4438 Bestam talet k sd att polynomet
a) 3x3 + x? + 2kx + 4 blir delbart med
x-1
b) x3 + kx?2—kx + 9 faren faktorx + 3
¢) x° + k?x% - 2kx - 16 blir delbart med
x-2
d) x2—7x + 12 faren faktor x—k

4439 For vilka varden pa a dr (x—a)
en faktor till polynomet

a) x*-2ax+ 4
b) x% - 6ax? + 8a?x-3a*?

4440 Vilket tredjegradspolynom ger resten 4 och
kvoten x? + 3x + 5 vid division med x-3?
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Historik

Carl Friedrich Gauss

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), ofta kallad
matematikernas konung, inférde bendmningen
komplexa tal. Han var ocksd en av de forsta som
utvecklade idén med det komplexa talplanet.

Gauss, som var professor i astronomi i Gottingen,
gjorde banbrytande insatser inom praktiskt
taget alla datida omraden av ren och tillampad
matematik. Redan som 15-aring upptickte Gauss
att antalet primtal mindre an x ar approximativt
lika med x/Inx for stora x. Det drojde ungefar
100 ar innan ndgon lyckades bevisa detta
pastaende!

Mest berémd ar kanske Gauss for Algebrans
fundamentalsats:

Varje polynom med komplexa koefficienter har
minst en komplex rot.

Tillsammans med faktorsatsen foljer att ett po-
lynom med komplexa rétter av grad n har exakt
n komplexa rotter (ndgra av rotterna kan vara
lika).

T ex har ekvationen 5iz°-2+ 3 +4i=0

10 16sningar och vi behéver inte gé utanfor de
komplexa talen for att finna dessa l6sningar.

1 Hur manga komplexa rotter har
x%+ 2ix2+3=07?
(Du behover inte bestimma rotterna.)

2 Rita samtliga rotter till ekvationen
x1% + 1 = 0 i det komplexa talplanet.

3 Forsok forklara hur algebrans fundamental-
sats tillsammans med faktorsatsen kan ge att
ett polynom av grad n med komplexa koeffi-
cienter har precis n rotter.
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F ]

Polynomekvationer av hogre grad

Algebrans fundamentalsats

multipla nollstéllen

4.4 POLYNOMEKVATIONER

4441

Vi pAminnér om att de komplexa talen innefattar de reella talen.

Tex z =3 &rbade ett reellt tal och ett komplext tal med imaginérdelen noll.
Vi vet att varje andragradsekvation har precis tva komplexa rotter. Men hur dr
det med ekvationer av hogre grad?

Fragan besvaras av foljande sats, som bevisades forsta gdngen av Gauss &r 1799,

[ Varje polynom av grad minst 1 har minst ett komplext nollstélle. ]]

Detta betyder att till ett godtyckligt polynom f(z) finns det minst ett komplext
tal c sé att f(c) = 0. Beviset av satsen hér hemma i hégre kurser i matematik.
Denna sats tillsammans med faktorsatsen leder till att:

Varje polynomekvation av grad n med komplexa koefficienter har exakt n
komplexa rotter. Tva eller flera rotter kan vara lika.
Man brukar dé siga att polynomet har multipla nollstdllen.

For polynomekvationer av hogre grad géller att:

Icke-reella rotter till polynomekvationer med reella koefficienter forekommer
alltid i konjugerade par.

Vi har polynomet f(x) = x®-2x2 4+ x-2. Ekvationen f(x) =0
har enrot x = 2. Los ekvationen f(x) = 0 fullstindigt och kontrol-
lera ditt svar grafiskt.

Enligt faktorsatsen dr x3-2x2 +x-2 2 41
delbart med x - 2. Vi utfér divisionen
x3-2x24+x-2|x-2
—-(x%-2x%)
0+x-2
-(x-2)
0
Kvoten (x2 + 1) ger att ekvationen 5

kan skrivas
x-2)x*+1) =0

Ekvationens 16sning &r
x-2=0

x=2

-5 ¢ T T TV - i L1 5
x2+1=0 ’\/
x2=- /

-5

x==*i
Vi ser att grafen till f(x) har ett
reellt nollstalle.

Svar: x; =2, x,=1 och x;=-i
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Vi har polynomet p(2) =24+ 223+ 322+ 22 + 2

a) Visa att z =i &r ett nollstille till p(z).

b) Bestam samtliga nollstillen till p(z).

c) Skir grafen till y = p(2) x-axeln? Motivera ditt svar.
d) Skissa grafen y = p(z).

a)p@) =i*+2i%+3i2+2i+2=1-2i-3+2i+2=0

b) Polynomet p(z) har reella koefficienter. Da giller:

Om z =i &r ettnollstille s dr det konjugerade talet z = —i
ocksa ett nollstille.

Detta betyder att polynomet p(z) &r delbart med
-D(E+i)=22+1
2242z + 2
24+ 228+ 322+ 22 +2 |32+ 1
- (z* + z2)
22° +222 4+ 22 4+ 2
- (22° + 22)
222 +2
—(222 + 2)
0

Polynomet kan skrivas p(z) = (z-1i)(z + 1)(22 + 22 + 2)
De aterstaende nollstillena far vi ur ekvationen

22+22+2=0
g=-1+41-2

z=-1=%1
Svar: Polynomet p(z) har nollstdllena i, —i, -1 +i och -1-i
¢) Grafen skir inte x-axeln. d) =
Motivering:
Eftersom polynomet dr av
grad 4 vet vi att det har
exakt 4 komplexa nollstillen.
Enligt b) har polynomet I
4 icke-reella nollstillen och 3 : : —3
kan darfor inte ha fler 21
nollstéllen.

Grafen y= p(z) skar aldrig x-axeln,
Polynomet p(z) saknar darfor reella
nollstéllen.

4.4 POLYNOMEKVATIONER

En metod som ibland kan fungera for att 16sa polynomekvationer av hogre
grad dr att gissa en rot. Detta forutsitter forstas att det finns en relativt
“enkel” rot till ekvationen. «~

4443 Los ekvationen x® + 3x2-9x + 5 = 0.

ekvationen:

Vi hoppas att en rot ér ett heltal. Provning ger att x = 1 &r rot till

p(1)=1*+3:12~9:1+5=0
Enligt faktorsatsen ar polynomet delbart med x - 1.

3 2 _
x® + 3x 9x+5=x2+4x—5

x-1

Ekvationen kan skrivas (x-1)(x?>+ 4x-5)=0

Ekvationens 1osning ér
x; =1 och x2+4x-5=0 somger x,=1 och x;=-5

Svar: x = 1 (dubbelrot) och x =-5

4444 Hur ménga rotter har %0 + 3iz + 7 =07

4445 Ekvationen x° + 6x2+ 3x—-10=0 haren

rot x = 1. Los ekvationen.

4446 Ekvationen x3 + 5x2+ x+ 5=0 haren
rot x = -5. Los ekvationen.

4447 For polynomet p (x) med reella koeffi-
cienter géller att p (2 + 5i) = 0.
Bestdm p (2 — 51).

4448 1.6s ekvationen z3—-4z2+5z2=0

4449 a) Hur manga rétter har ekvationen
2+ (x2-2x+1) =07
b) Los ekvationen i a).

4450 Ett femtegradspolynom med reella koeffi-
cienter har nollstédllena 4, 6i och 4 -1i.
Vilka ytterligare nollstéllen har poly-
nomet?

4451 Ekvationen x® + 3x2+ 3x+ 2 =0 har
’D enrot x = -2, Bestdm alla rotterna till
ekvationen.

4.4 POLYNOMEKVATIONER

4452 Ekvationen g*—2°-522—z—-6 = 0 har
enrot z = i. Verifiera detta och bestdm
dérefter samtliga rotter till ekvationen.

4453 Bestdm det virde pa konstanten a for vilket
ekvationen
x3+2x2+ax+6=0
far x = -1 som en rot. Los direfter
ekvationen fullsténdigt for detta vérde pa a.

4454 Polynomet p(x) = x*—3x3 + 2x2 + 3x-3
har minst ett heltalsnollstélle. Bestdm p(x)
samtliga nollstillen.

4455 1os ekvationen x®-2x2-5x+ 6 =0
genom att férst gissa en rot.

4456 Ekvationen z*-22%+ 22+ 22-2=0
harenrot z =1 + i. Bestdm ekvationens
Ovriga rotter.

4457 Ekvationen z*+ 6z° + 1322+ 182+ 30 =0
har en rot som &r rent imaginér (dvs
realdelen dr 0). Los ekvationen.
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*Samband mellan rotter och koefficienter
hos ekvationer av hogre grad

Samband

Du har tidigare ftt lara dig sambandet mellan en andragradsekvations
rotter och koefficienter. Vi ska nu se efter om det finns ndgot
motsvarande samband for ekvationer av hogre grad och utgar darfor fran
tredjegradspolynomet

fO=x3+ax?+bx+c

dér koefficienterna a, b, c &r rationella tal. Vi vet att tredjegradspolynom
har tre nollstéllen. Dessa kallar vi fér p;, p, och p,.

Vi faktoriserar nu f(x) och multiplicerar sedan ihop faktorerna.
fO) = (x=py) - (x=py) - (x=p3) = (x®—(p, + p)x +p; py) - {x-p3)
=x*=(p1 +py +P3)x*+ (P, Py + Py Py + Py Pa)X =Py Py Ps

Om vi jamfor det uttryck av f (x) vi nu fick fram med det ursprungliga
uttrycket av f (x) far vi fram foljande samband:

a=—(p+p+p3) b=pp+ P+ PP C=-p- Py Py

Vi kan alltsd bl a utldsa att f6r en polynomekvation av grad tre giller det
att konstanttermen dr lika med produkten av rétterna med ombytt tecken
och att koefficienten framfér x? dr summan av rétterna med ombytt tecken,

Man kan visa att motsvarande samband géller mellan rétter och
koefficienter fér polynomekvationer med hégre gradtal 4n 3 (dar
koefficienten framfor termen med hogst gradtal dr 1). Koefficienten
framfor termen med nést hogst gradtal 4r summan av rotterna med
omvént tecken. For polynomekvationer med jimnt gradtal giller att
konstanttermen &r lika med produkten av rotterna och fér udda gradtal ar
konstanttermen lika med produkten av rétterna med ombytt tecken.

4458 Kontrollera att tredjegradsekvationen

4460 Skriv ner en formel for sambandet mellan

'D x3—3x%2-10x + 24 = 0 har rotterna G rOtterna och konstanttermen samt rotterna

-3,2o0ch4.

4459 Kontrollera att tredjegradsekvationen
4x3 -x2-12x + 3 = 0 har rétterna

—\/E,ﬁoch%
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och koefficienten framfér x"~1 f6r en poly-
nomekvation av grad n dér koefficienterna
ar rationella tal. Utgd fran att koefficienten
for hogstagradstermen &r 1.

4461 Bestdm (utan att 10sa ekvationen) den
ekvation vars rotter dr kvadraterna pa
rotterna till x*—3x2+4x-2=0.

4.4 POLYNOMEKVATIONER

*4.5 Vaxelstrom

4.5 VAXELSTROM

Med véaxelstrom menar vi strom dar spanningen kan beskrivas aven

cosinuskurva (eller sinuskurva). Spolar och kondensatorer fasvrider
vaxelstrommen med i% radianer (90°) i férhallande till spdnningen.

Det passar bra att rdkna med komplexa funktioner eftersom om
z=r(cosv +isinv) saéar

= r(es(vs B ) isn(r+ 2)
2~ r(cos(y- 2 Jwssinfo- 2

|
(S

il

>

zli

Med komplexa funktioner blir berdkningarna enklare.

Spanningen U for vixelstrom kan beskrivas av

U=Re{Uyei®} = U,cos (ot) dir U, dr den maximala amplituden
och o &r vinkelfrekvensen. Vinkelfrekvensen anger hur fort vinkeln
andras per sekund.

o =2nf dér f r den vanliga frekvensen, dvs antal perioder per sekund.
Ju stoérre o, desto fortare oscillerar spanningen.
I ett vanligt vagguttag 4r U = Re {325 e50 27t}

Vi infor symbolen U = Uyet®t for den komplexa spidnningen och I fér
den komplexa strommen. Det dr vanligt att man inom elldra anvdnder

j som imagindr enhet for att inte forvixla den med variabeln I for strom,
men vi behdller i som imaginér enhet.
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Strémmen / genom ett motstand
med resistansen R ar /= UIR

En kondensator fasforskjuter
strommen med =n/2 radianer.
Strommen [/ dver en kondensator

Rékneregler med kapacitansen C ir [ = joCU

dar i ar kondensatorns
inC

imaginara reaktans.

©

(@)

©

En spole fasforskjuter strommen YV YV
med -7/2 radianer.
o . L
Strommen [/ Over en spole med
. .. u
induktansen L ar / = ToL /D
dar i L ar spolens imagindra NS
reaktans.
1\ .
A
r’;J \
/ \ _
y / \ A
[ _ N
~T0\ f-' \ 2n
.\ ;.’ '.\ Jlr_.
/ | (kondensator) | (spole)

A
U

Om spidnningen varierar enligt den bla kurvan, varierar strommen
genom en spole enligt grona kurvan och dver en kondensator

enligt roda kurvan.
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4501

Spanningen U = 20 cos (100xt)
Vad ir strommen -

a) genom ett motstand med
resistansen R=5Q7?

—1 r _F—

¢) over en spole med induk-
tansen L = Q0,002H?

— NN TN N
L

©
b) 6ver en kondensator med
kapacitansen C = 0,001F ?

C

—®_

O,

a) Motstind fasvrider inte strommen, men vi anvénder #inda komplexa

funktioner for att fortydliga hur man gor.

Vi 6versiitter spanningen till den komplexa spanningen U = 20100

Den komplexa strommen far vi av sambandet

I= U _ 20ei100 = 4ei100rt

Slutligen tar vi realdelen av I for att fi strémmen
I =Re{I} = Re {4100} = 4 cos (100nt)
dvs strommen ligger helt i fas med spéinningen.

b) Vi har redan den komplexa spinningen U = 20ei199% dir o = 1007

Den komplexa strommen féar vi av sambandet

I=ioCU =i10070,001 - 201001t = 1 i(100nt + 1/2)

I'=Re{l} =2ncos(100xnt + n/2) = 6,3 cos (100t + n/2)
dvs strommen har amplituden 6,3 och ér fasvriden n/2 radianer.

c) Den komplexa strommen far vi av sambandet

100
U __20e™™ _ 100 i¢00ne- w2

ioL i10070,002 T

I=Re{l}= @cos (100nt-m/2) = 31,8 cos (100t —/2)
b

Strommen har amplituden 31,8 och ir fasvriden —nt/2 radianer.
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4502 En spanningskalla har amplituden 15V och
vinkelfrekvensen ® = 507.
Hur kan man beskriva spdnningen med en
komplex funktion?

4503 Iett vanligt vigguttag dr spanningen
U= Re{325¢/°0"2nt}

a) Vad ar frekvensen?

b) Varfor siger man att spdnningen ar
230V och inte 325V?

4504 Spinningen U = Re{30¢!10%}
Vad ar strommen genom ett motstand
pa3Q?

4505 Spinningen U = Re {10 ¢2%}
Vad ir strémmen 6ver en kapacitans med
C=0,003F?
Skissa strommen och spadnningen som
funktioner av tiden i ett vanligt talplan.

4506 Spinningen U = Re {15 {1907}
Vad ir strémmen genom en spole med
L=0,005H"
Skissa strommen och spdnningen som
funktioner av tiden i ett vanligt talplan.

4507 Stefan kan inget om elldra men ser av
sambandet I =i®wCU att strommen 6ver

en kondensator ligger g radianer fore
spanningen.
Hur kan han veta det?

4508 Erik har en spanningskélla dar
'D U = 50 cos 50mt

Han vill bygga en krets dar strommen fas-
vrids /2 radianer och fir amplituden 5A.
Hur ska kretsen se ut?

4509 Emilia har en spdnningskalla dir
U =Re{30ei10mt}
Hon vill bygga en krets dar strommen

fasvrids — /2 radianer och far ampli-
tuden 1A. Hur ska kretsen se ut?

4510 Spanningen ar U = Aei®!, Visaattom [ =iU

sd dr [ = Aellettm2)

4511 Fran fysiken vet vi att spanningen U Gver

@ . dI

lear U=71, - —

en spole ar L ar

Sambandet géller dven for den komplexa
spanningen och strémmen.

Hirled formeln I = L genom att deri-
- ilw

vera den komplexa strommen [ = [ e

Aktivitet
v

1 Det géller att i° =1.
2 Allareella tal 4r ocksd komplexa tal.

3 Det komplexa talet -3 - 2i ligger i fjarde
kvadranten i det komplexa talplanet.

4 1-2i ar konjugatet till -1 + 2i.

5 Geometriskt kan 2 och z tolkas som en
spegling i reella axeln.

6 Absolutbeloppet till z =3 —i #rlika med y10.

7 Geometriskt kan addition av tvd komplexa
tal u + z representeras av diagonalen i ett
parallellogram.

8 {3 +1i och 2(cosg + ising) ar tva olika

representationer av samma komplexa tal.
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9 Vid multiplikation av komplexa tal pa polir
form multiplicerar man argumenten.

L 1 = 3T
10 e3 " och 3 1+ \/51) ir tva olika
representationer av samma komplexa tal.

11 Om den ena roten till en given
andragradsekvation &r 2 —i s§ dr den andra
roten -2 +1.

12 En andragradsekvation kan ha en reell rot och
en icke-reell rot.

13 Ett sjundegradspolynom dividerat med
ett andragradspolynom ar alltid ett
femtegradspolynom.

14 x* + 1 éar alltid delbart med x + 1.




Sammanfattning 4

Komplexa tal

Nagra definitioner
Ett komplext tal # kan skrivas pd formen
z =a + bi, dira och b ar reella tal.

Om z =a + bi, sagiller:

a arrealdelen av z Rez=a

b drimagindrdelen avz Imz=0>

i dr den imagindra enheten 1% = —

|z| &r absolutbeloppetav z |z = Ja*+b°
z ar konjugatet till z Z=a-bi

Rakning med komplexa tal

For rikning med komplexa tal pd formen

a + bi géller de vanliga réknereglerna for de
fyra raknesétten samt att i = -1,

Exempel
(B+20)%=9412i+4i?=9+12i-4 =5+ 12i
Vid division forldnger man med ndmnarens
konjugat:

3 32+ _6+3i 6 3i

2-0 2-D2+1) 4-i2 573

Det komplexa talplanet

Komplexa tal kan tolkas som vektorer i det
komplexa talplanet.

Kurvor och ytor i det komplexa talplanet
kan beskrivas med likheter eller olikheter.

Exempel

Imz = 1,5 motsvaras
av det omrade dir
alla punkter har
imaginérdelen storre

eller lika med 1,5.

|z| = 1,5 motsvaras

#
av alla punkter med N
avstander 1,5 till origo. !

Komplexa tal pa poldr form
z=a+bi=rcosv+rsinv-i=
=r(cosv + isinv)

z=a+ bi

Absolutbeloppet av z:
|z| =r=+a*+ b2

Argumentet av z:

. b
argz =v dar tanv = —
a

4 KOMPLEXA TAL

Ralmnelagar tor komplaxa tal pa poldr form
z, =1, (cosv, +isinv,)
%, =1, (cosv, +isinv,)

Muttiplikation
2y %y =1, 1y (cos (v, +vy) +isin(vy +v,))

Exempel
%, = 24 (cos 150° + 1 sin150°)
%y, = 8(c0s20° + 1sin20°)

2y 5y =
=24-8(cos(150° + 20°) + isin (150° + 20°)) =
=192 (cos170° + i sin 170°)

Division

% T o
2= (cos(v,~v,) +isin(v,-v,)
Zy  Tg

Exempel

2, = 24 (cos150° + 1 sin 150°)

%, = 8 (cos20° + isin20°)

2/ 2y =

= 24/8(cos (150° - 20°) + isin(150°-20°)) =
= 3(cos130° + 1sin130°)

Gratisk tolkning
Talet i skrivs i poladr form

i =c0s90° + 1sin90°

Vektorn z vrids 90° moturs da z multipliceras med
talet .

Multiplikation med talet —i ger en vridning 90°
medurs.

A Im

A KOMPLEXA TAL

Komplexa tal i potensform

de Noivres formel-

z" = (r(cosv + i sinv))" = r"(cosnv + i sinnv)
Lxempel

(1+)°= (\E(Cgsg—-l— isin%))m =
=25(cos2,5m+isin2,57) =320 +i-1) =

= 32i

Ekvationer av typen z° = 32 kan l6sas med hjilp
av de Moivres formel. Man borjar da med att sitta

z =1 (cosv + isinv) och skriva talet 32 i polar
form.

z° = 32

(r(cosv + isinv))®> = 32 (cos0 + isin0)
15(cos 5v +isin5v) = 32 (cos O + isin 0)
som ger

r®=32 och 5v = 0+n-2n

dvs r=2 och v=n-2n/5 vilket for
n=0,1,.,4 gerdeb5 sokta rotterna.

Eulers formel
Om x och y arreella tal, géller

eY = cosy +isiny
e? = e¥tV = e¥.el = ¢¥(cosy +isiny)
Exempel

— 3n .. 3m
e3m/4 = cos — + {sin —
4 4

Exempel
7z = 6e™* och u = 2e™/?

21 = B4 Deni/2 = ] Deni/4+Ti/2 = 93w/




Polynomekvationer

Ekvationer av firsta och andra graden

Exempel
Los ekvationen

z+2% = 64 3i

Sitt z=x+1iy, dablir z =x-1y
X+iy+2x-2iy = 6+ 3i

3x~-iy = 6+ 3i

3x = 6 (realdelarna lika)

~y =3 (imagindrdelarna lika)

x=2
y=-3
z=2-3i

Andragradsekvationen 22+ pz + ¢ = 0 16ses pd
féljande sitt om
b q dr ett reellt tal och p dr ett komplext tal
Tex 224+ 2iz+7=0
Anvénd pg-formeln och 2 = -1
b q ar ett icke-reellt tal och p =0
Tex 22 =21
Skriv om pa polér form och anvédnd de Moivres
formel eller skriv z = a + bi och identifiera
real- respektive imaginadrdelar.
For rétterna géller: z, = -z,

Faktorsatsen
Ett polynom f (x) haren faktor x—a, om och
endastom f(a) =0

Exempel
f) =x*—6x2+ 3x+ 10

f(2) = 0 betyder att
b f(x) har en faktor x — 2
bx=2 drenvottill x*-6x>+ 3x+10=0

b divisionen % gér jimnt upp

f(1) = 8 betyder att
b x—1 arinte en faktori f(x)
Px=1 arinteenrottill x*-6x2+ 3x+10=0
b divisionen J&. ger resten 8
x-1
x2 —-5x - 2

x3—6x2+3x + 10|{x - 1
3_ 2

X X

- 5x? + 3x

— 5x? + 5x
- 2x + 10
—-2x + 2

s ]

Polynomekvationer av hogre grad

Varje polynomekvation av graden n och med
komplexa koefficienter har n komplexa rotter.

Icke-reella rotter till polynomekvationer

med reella koefficienter forekommer alltid

i konjugerade par, dvsom 2z =a + bi drenrotsa
dr z = a-bi ocksé en rot.

Exempel

Ekvationen x®-3x? + 4x—-12 = 0 har rétterna
x; =21 och x, =-2i

f(x) dr alltsé delbart med
x-2D0Cc+2D)=x2+4

]:(_x) = x—3 ochden tredje roten ér x = 3
x*+ 4

4 KOMPLEXA TAL
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- Kan du det hir? 4

Begrepp som du ska kunna
anvanda och beskriva

Du ska ha strategier for att kunna

Rékning med
komplexa tal

Imagindra tal och
imagindra enheten

Komplexa rotter
Real- och imaginirdel
Konjugat

Absolutbelopp

» 16sa enkla andragradsekvationer med komplexa
rotter

» addera, subtrahera, multiplicera och dividera
komplexa tal

» bestdmma konjugatet respektive absolutbeloppet
till ett givet komplext tal

* representera komplexa tal som punkter i det
komplexa talplanet.

Det komplexa
talplanet

Komplexa tal pa
vektorform

Komplexa tal pa polir form

Argument

« grafiskt representera addition, subtraktion och
avstandet mellan tvd komplexa tal

= beskriva cirklar och andra kurvor samt ytor i det
komplexa talplanet

* skriva ett godtyckligt komplext tal z = a + bi pa
polér form

= multiplicera och dividera komplexa tal pa polar
form.

Komplexa tal
i potensform

de Moivres formel
Ekvationen z" =a

Eulers formel

= bestdmma potenser av komplexa tal med hjdlp av
de Moivres formel

» 16sa ekvationer av typen 2" = a med hjilp av de
Moivres formel

¢ beskriva komplexa tal med hjalp av Eulers formel.

Polynomekvationer

Andragradsekvationer med
komplexa koefficienter

Restsatsen

Faktorsatsen
Polynomdivision
Algebrans fundamentalsats

Konjungerade tal

* 16sa andragradsekvationer dér koefficienterna ar
komplexa tal

» forsta inneboérden av restsatsen, faktorsatsen och
algebrans fundamentalsats samt tillimpa satserna
vid 16sning av polynomekvationer av hogre grad

» utfora polynomdivisioner vid 16sning av
polynomekvationer av hogre grad

» ]6sa polynomekvationer med reella koefficienter
utifrén att man vet en komplex rot

* 16sa polynomekvationer med heltalskoefficienter
dér det &r mojligt att gissa en heltalsrot.




Diagnos 4

Rakning med komplexa tal
1 L4t 2z, =2+ 5i och z,=3-4i. Bestdim
a) Re z; Q% t7, €) 2, %
b) Im 2, d) |2, f) z, 2,

2 Ange pa formen a + bi

1 3 3_4i
35 Pais 9%

3 Vad menas med att tvd komplexa tal ar
konjugerade tal?

4 Berdkna utan raknare

a)i® b

Det komplexa talplanet
5 Talen 2z, =4+ 2i och z,=-2+ 3i
ar givna.
a) Markera i det komplexa talplanet de mot
%, och z, svarande punkterna.

b) Berdknaiexakt form |z, |z,| och
|2, — 2,

6 Tolka geometriskt sambanden
a) |z| =3 ¢) -3<Rez<-1
b) Imz < -2 d) Imz > Reg

7 Skriv det komplexa talet z i poldr form.
Ange argumentet i grader (med en decimal)
och iradianer (med tre decimaler).

Rita figur.
a)z=3+4 Q) z=-2+4i
b) z=-12-51 d)z=5-2i

8 Tiguren visar det
komplexa talet z.
Rita av figuren och
markera de komplexa
taleniz, —z och z

Komplexa tal i potensform

9 a) Beskriv kortfattat i punktform hur du loser
ekvationer av typen z" =a, dir a drett
komplext tal.

b) Anvind din metod fér att bestimma den
fullstédndiga lésningen till ekvationen
%3 =8 delsipolir form, dels pa formen
a + bi. Svarairadianer.

10 Los ekvationen och svara i poldr form i radianer

a)z3®=8 b)zt=-

11 Skriv exakt i polér form

a) eni b) 62+1[i/3 C) 61—21'

Polynomekvationer

12 Los ekvationen 3z + 2 =12 + 2i

13 Lés ekvationen
Ax’-x+1=0
b) 2x2 = 12ix- 14
Q) x?=1i
14 Bestam resten da f(x) =x®~4x? + 8
divideras med

a)x-1 b)yx+ 2

15 Ekvationen x* + 2x3—5x%2—6x = 0 haren rot
x =—1. Bestdm samtliga rotter.

Om du behéver repetera kan du fortsitta med Repetitionsuppgifter pa sidan 254.

Blandade svningar kapitel 4 e

Del | l Utan riknare

1 Skriv pé formen a + bi
®@a) (7+5)-2-4) O 22— (ip
bi2-1)+2E-30) d) @4 -20)>

2 Vilka av féljande tal 4r komplexa tal?
Motivera.

~ 7 3+ 51 2
5

3 Ge exempel pa ett komplext tal z for vilket
géller Rez = 3 -Imgz (z # 0)

4 Skriv uttrycket pd formen x + yi

2+ 4i b) (G+0(G-1)

a
) S1-al 1+ 50

5 zar ett komplext tal. Forklara och visa med ett
eget exempel vad som menas med

a)z b) ||
6 Los ekvationen z® + 4z% + 132 = 0
7 Skriv det komplexa Aim

talet z pa
tre olika sétt. z

8 Ange en andragradsekvation som
a) saknar reella rotter

b) har tva reella rétter

9 Gardivisionen (x*-3x3+2x2-1)/(x-1)
jamnt ut?

4 KOMPLEXA TAL

10 Zuhair pastar att man fir samma resultat om

(b) man dividerar ett komplext tal med i som nir q
man multiplicerar talet med —i. Stimmer det?
Motivera.

11 Ett komplext tal pa polar form kan skrivas
z =r(cosv + isinv)

Skriv pa polér form
a) z c) z*
b) -z d)z-z

12 Ge exempel pé tvé olika icke-reella tal vars
produkt dr

a)2 b) -5+ 5i

13 Robin pastar att potensen i'°? kan beriiknas
utan rdknare och dessutom relativt enkelt.
Har han ratt? Forklara.

14 Bestdm det komplexa talet z sd att

27 +4z =3 + 81

15 Ekvationen x°-2x2+x-2=0 harenrot
x = 2. Los ekvationen fullsténdigt.

16 For vilket virde pé det reella talet ¢ blir
z=0+0A+D-t(1-20) reellt?

—in/3

17 Visa att 636— =—1—i\/§

ein/B
18 Visaatt Rez=0 om
@  aibi a-bi

a—-bi a+bi

19 Visa att produkten (a? + b?) (c2 + d?)
dar q, b, ¢ och d arheltal, kan skrivas som

kvadratsumman u?+ v2, dir u och v ar
heltal. |
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Del 1l Med raknare

2
20 Los ekvationen %— 29z 4+ 505 =0

@

21 Ange absolutbeloppet och argumentet i grader
till

)3 +i Q) —5i
b) (Y3 + )2 d) (-50)°

22 Talen z =3 (cos 70° + isin 70°) och
u =2 (cos 40° + isin 40°) d&r givna.
Bestdm i polar form

a)z-u b) z/u

23 Visa att x*—4x2 + 9x—18 har en faktor
(x+ 3).

24 Du studerar tillsammans med en kompis
l6sningar till andragradsekvationer av typen
ax?+ bx+c=0 dir a, b och ¢ drreella
koefficienter. Visa och férklara med ett
exempel varfor tva icke-reella 1gsningar
ir konjugerande tal.

25 Los ekvationen, svara i polar form och skissa
lésningarna i ett komplext talplan.

a) z3 =27 b)z4=-i

26 Elna har fatt l6sningarna z;, z, och z, till en
ekvation av typen z° = w. Hilda ser direkt att
hon har rdknat fel. Hur vet hon det? Férklara.

Alm
ZZ
3
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27 Polynomet p () =x*-x2-9x+ 9 kan
faktoriseras till (- 1)(c + 3)(x—3)

a) For vilka viarden pa x giller att p(x) =07?
b) Vilka polynom delar p()?

28 a) Rita ett komplext talplan och markera talet
() z=-4+3i
b) Punkterna som representerar z, och z,
utgdr tillsammans med origo hornien
triangel. Bestdm triangelns area.

¢) Ge ett allmént uttrycki a och b for arean
hos den triangel som bildas av z, z och
origoom z = a + bi (NP)

29 Forklara hur man pa tvé olika sitt kan avgora
om (x—3) dren delare till polynomet p(x)

30 Skriv z =1 + i som en potens av e.

31 Ekvationen z*=w harenlésning
z =141
Vilka dr de andra losningarna?

32 Bestam samtliga tredjerttter ur det komplexa

talet \/ﬁ ++321
33 Forvilka heltal n ar z= (n + )* reellt?

34 Forenkla uttrycket (1 + )20 - (1 -1)%°
(C]

35 Polynomet f (%) = x3—5x2-8x + 48 &r givet.
Ekvationen f(x) =0 haren dubbelrot x = 4.
Los ekvationen f(x) = 0 fullstdndigt och
skissa grafen y = f (x)

36 Visaatt f(0) = (x—1)20—x204 2x-1 é&r
delbart med x°%-1,5x%+ 0,5x

4 KOMPLEXA TAL

Utredande uppgifter @ ©® @

Den hdr typen av uppgifter brukar bed()'mas‘efter
foljande kriterier:

» vilka matematiska kunskaper du har visat

¢ hur vil du har forklarat ditt arbete och motiverat
dina slutsatser

* hur vil du har redovisat ditt arbete och
genomfort dina berdkningar.

37 Ifiguren dr atta olika omréden i det komplexa
talplanet markerade med

A, B, C, D E F G ochH.

Cirkeln dr en enhetscirkel med centrum i
origo. Cirkeln och koordinataxlarna ingar inte
indgot av de markerade omrddena.

a) Det komplexa talet z =-0,4 + 0,17 ligger

iomrade C. I vilket omrade ligger E ?
z

. . . 1.,
b) Ivilket eller vilka omraden kan talet — ligga
om z ligger i B? o

. . g 1.
¢) Ivilket eller vilka omraden kan talet = ligga
om z liggeriB? #

(delvis NP)

4 KOMPLEXA TAL

=

38 En tredjegradsfunktion kan skrivas pé formen
y= ax® +bx2+ ¢ eller
¥ =k0c=x )0 —x,) 0 —x3)
dér a, b, c, k arreella konstanter och x;, x,,
X5 ar rotter (dvs nollstéllen) till f(x) =0

a) Hur manga Ay
reella resp.
icke-reella
l6sningar har
ekvationen
y=0 om
y=f( 5
har en graf i\
enligt figuren?

Al

b) Utnyttja de olika skrivséitten enligt ovan
till att finna ett eget exempel pa en tredje-
gradsfunktion y = ax® + bx? + ¢ som har
ett reellt nollstélle,

¢) Hur ménga reella nollstillen kan en tredje-
gradsfunktion ha?

39 a) Martin pastar att likheten
|7, + 2| = |z,[+ |2,
géller for alla komplexa tal 2, och z,.

Ge argument for varfor det méste vara
falskt.

b) Viktor pastar att det finns minst tva kom-
plexatal z; och z,, bdda skilda frén noll,
for vilka likheten |z, + 2,| = |z,| +|2,]
galler.

Ge argument for varfor det méste vara sant.

¢) Gustav inser dessutom att det gar att finna
manga sddana par av komplexa tal z, och
Z.
U2r1ders<'jk och beskriv hur z, och z, ska
ligga i forhallande till varandra i det kom-
plexa talplanet [or att likheten
|2, + 2,| = |2, +|2,| ska gdlla.
Motivera dina slutsatser. (NP)

245




