SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

Svaren star med svart text. Ledtrddar och 16sningar med bl text.

1103 a) sinv = 0,829, cosv = 0,559
tanv = 0,829/0,559 = 1,48
b) sinv = 0,94, cosv = 0,34
ttany = 2,8

1104 a) x = 34° ochx = 146°
Ledtrad:
x = sin"1(0,56) och
sin (180°- x) = sinx
b) x = 83°
c) Ingen 16sning i intervallet.
d) x = 153°

1105 h =16 m
Ledtrad:

tan37° = 2

19 + 2,5
1106 a) Ca 40 cm?

b) 38 em?
Ledtrad:
- Anvind areasatsen tva
ginger.
c) 9,2cm
Ledtrdd:
Anvand cosinussatsen.

1107 Sant.
Motivering:
Trianglars vinklar ligger
iintervallet 0° < v < 180°.
I detta intervall finns tv olika
vinklar som har samma sinus-
virde men bara en vinkel till
varje cosinusvirde.

1108 a) 20cm

Ledtrdd:
sin56,4° = h/24
b) 180 cm?
.c) 63 cm
Kommentar:
Sidan BC beriknas med
cosinussatsen.

1109 a) v = 56° ochv = 124°
Motivering:
siny = sin(180°—v)
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b) v = 140°
Motivering:
cosv = —cos(180°-v)
¢) Ingen l9sning i intervallet.
Motivering:
sinv > 0 ihela intervallet.
1110 a) (b, @)
b} sin (v + 90°) = cosv

cos (v + 90°) = —sinv

1111 En punkt pé enhetscirkeln har
for vinkeln v koordinaterna
(cosv, sinvy)

FX

F

(1,0

For en vinkel i forsta kvadran-
ten ger Pythagoras sats direkt:

(sinv)? + (cosv)?> =1

I andra kvadranten kan vi
utnyttja att

sinv = sin{180° —v)

cosv = —cos(180°-v)

vilket ger

(sin(180°-1))? + (cos(180°—v))2 =
= (sinv)® + (—cosv)2 =

= (sinv)? + (cosv)2 =1

dvs sambandet galler f6r alla
vinklar i intervallet.
Kommentar:

Vi kan dven anvinda cirkelns
ekvation eller avstidndsformeln

for att visa att sambandet géiller
for alla vinklar.

1202 a) 1 b-1 o-1 4o

1203 Sinusfunktionen &dr periodisk
med period 360° vilket ger att
sin50° = sin (50° + 360°) =
5in410°

1204 Om perioden &dr 180° innebér
det att varje tangensvirde
dterkommer med ett intervall
pd 180° tex tan10° =
= tan190° = tan370° = ...

1205 a) 0,5

Lésning:
5in750° =
=sin(750°-2-360°) =
= sin30°

b) 0,53
Losning:
cos (=302°) =
= cos (-302° + 360°) =
= c0558°

c) 0,84
Lésning:
tan400° =
= tan (400°-180°) =
= tan220°

1206 a) 0,42
b) - 0,42
c) 0,91
d) 0,91
e) 0,42
Ledtrdd:
sin (180°—v) = sinv
f) -0,91
Ledtrad:
cos (v + 180°) = —cosv
g) 0,91
Ledtrdd:
sin (90°—v) = cosv

h) 0,42

1207 a) Falskt.

b) Sant.
Motivering:
cosv = cos(—v) och
€05290° = cos (290°-360°) =
= cos(-70°)
¢) Sant.
Motivering:
cos270° = 0 vilket ger att
§in270°
cos 270°

tan270° =
definierat.
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d) Sant.
Motivering:
sin550° _ tan550° = ..
c0s550°
= tan(10° + 3 - 180°) =
= tan 10°
1208 a) 3
b) -y3
Losning:
2 2 2
ol
d) {3
1209 a) Q (~a, b) och S(a, -b).
b) Losning: .
VL =tan () = 28 v) _
cos (—v)
a a
HL =tan (180°-v) =
= sin (180° — v) - b _ b
cos (180° —v) —-a a
VL = HL
1210
P{a, b)
¥ %
{1, O)’
Q(b,-a)
a) Losning:
sinv = b,
cos (v +270°) = b
b) Losning:
cosv = a,

sin (v + 270°) = —a

1214 siny = =2

===x0,6
5
Lisning:
2
sin?v =1 s
5
siny = o
25
siny = + ﬂ =+ £
y25 75
1215 a) b) cosv = ‘g‘ =08
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_ 12 _ 40
1216 a) cosv = 13 b) cosv 4
1217 Losning: 3 -
VL =sinx —-S‘il'l.\')=

sinx
= 1-sin?x = cos’x = HL
Kommentar: )
Observera att likheten inte
géller om sinx = 0 eftersom
VL inte dr definierat d&.

1218 Losning:
VL = cos?v(tan?y + 1) =
I sin® v N
=cos’v - |———+1| =
cos” v

=sin?v+ cos?v = 1 = HL

1219 Nej, for en trubbig vinkel
(90° < v < 180°) ar cosv
negativ (andra kvadranten
i enhetscirkeln).

1220 sinv = @, tanv = -8
. 1

sin x
Ledtrdd: Forlang till gemen-
sam namnare.

1221 a) cosx b)

ol

d) cosx

1222 a) x = 0° ger
sin?0° + tan0° = 0
1-cos0°=0

x = 30° ger
sin230° + tan30° = 0,83
1-cos30° = 0,13

b) Nej.
Motivering:
Uttrycken har inte samma
vérde for alla vinklar x och
ar darfor inte identiska.

1223 a) Ja.
Motivering:
cos x?

sinx + —— =
sin x

sin x* + cos x*
sin x
1

sin x

b) Nej, Steves svar kan inte
forenklas till cosx.
Motivering:

Provning ger t ex att for
- x = Q2 har Steves uttryck
vérdet O medan cos0° = 1.

1224 a) 2 cos?x-1
' 1

cosx
1225 a) Losning:
2 T2
HL — sm.v _sin’y _
1-sin?y  cos?v
= tan’y = VL

b) Losning:
VL = (1-sin?v)(1 + tan2v) =
sin?v
coszv)
= cos?y + sin?v=1=HL

= cos®v (1 +

1227 Losning:

2
VL =1- 98 X _
1+ sin x
_ . l-sin’x _
1+ sin x

(O +sinx) (1 -sinx) _
1+ sinx

=1
=1-(1-sinx) = sinx = HL

1228 Ledtrad:
Borja med VL och konjugat-
regeln.

1229 Ledtrad:
Forenkla VL. Borja med att
ersdtta tanx och sedan skriva
tiljaren som ett brék. Utfor dér-
efter divisionen med nimnaren
och foérkorta.
Alternativt:
Borja med att multiplicera
bada leden med (sinx + cosx).
Férenkla sedan HL.

1230 Ledtrad:
Borja t ex med VL och skriv
om pd gemensamt brékstreck.

1231 Ledtrad:
Forenkla HL. Bérja med att
forlanga med (1 - sinx).
Alternativt:
Multiplicera férst bdda leden
med cosx och sedan med
(1 + sinx).
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1232 Lésning:

sin x cos x
VL = cos® x -
cos®x _ sin’x
cos’x  cos®x
_ fanx _ .o
1-tan®x
1233 Losning:
tan?x
VL = -
1-cosx
sin® x

~.cos® x (1-cos x)

_ 1—cos’ x
cos® x (1 — cos x)

_14cosx _ 1 1
cos” x cosx  cos’x
= HL
1234 Losning:
71_1_1_cosx_
sinx tanx sinx sinx
_1—cosx _
sinx

= (1 —cosx) (1 + cosx) ™
sinx (1 + cosx)

1—cos?x _
sinx (1 + cosx)

- sin?x -
sinx (1 + cosx)
__sinx oo

1+ cosx
1235 Ledirdd:
Skriv forst om VL sé att
namnarna blir lika,
(1-sinv)(1 + sinv).

1236 Losning:
tanx—sinx _
sin®x

VL=

sin x
_ COsX

— sin x
sin? x

1 _4 1—cosx

cos X _ COSX
sin® x (1-cos?x)
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1-cosx

1

cos x (1 —cos®x)

= cosx(1+cosxj n:

1239a) A =
bA=

1240 a)

1

sinx, B

cosy, B

R S————t
cosx + cos?x

= sin 25°

= sin 35°

A
1

y-koordinaten for P ar

sin180° = 0.
b) Losning:

sin (90° + 90°) =

=5in90° - cos90° +

+ c0s90° - sin90° =

=1:-0+0-1=0

1241 a) 1,96 sinx
Losning:
sinx - cos12° + sinx- cos12° =
2-c0s12°-sinx = 1,96 sinx

b) 0,81 cosx

1242 a) 2 sin 50° cosx =

b) 2 sin 43° cosx

c) 2 cos 79° cosx

1243 a) 2sinu - cosv

b) 2 cos

¢) 2cos

u-siny

u-cosv

I8

Q

d) -2sinu-sinvy

1244 Losning:
VL=

1,53 cosx
1,36 cos x
0,38 cos x

Y

= cos(60° + x) + cos (60°-x) =
= c0s60°- cosx —sin60°- sinx +
+ c0s60° - cosx +
+ sin60° - sinx =
= 2c0860°- cosx=2+=-cosx=
= cosx = HL

1245 a) Losning:
VL = cos (270°-v) =
= c0s270° cosv + sin270°

sinv =
=0-cosv+ (1) -sinv=
= —sinv = HL

b) Lésning:

VL =sin(360°-x) =

= 5in360° cosx - cos 360°
sinx =

=0-cosx—1-sinx = —sinx
= HL

1246 Ledrrdd: Satt u = 0°

1247 g eller \/%

1248 a) 2 b) 263+1)
2 4

1249 cos(x-x) =1

Forklaring:

cos(x—x) =cos0°=1
1250 - 16

65
Ledtrad:

Berdkna cos A och cos B med
hjalp av trigonometriska ettan.

1251 Lésning:
cos(u +v) =cos(u—(-v)) =
= cosu - cos(—v) + sinu -sin(-v) =
= Cosu - COSV —Sinu - sinv

1252 —

1253 a) Losning:
Vianviander sambanden
cos (90° —x) = sinx
sin (90° —x) = cosx

cos ((90°—u) —v) =

= c0s(90°—u) - cosv +

+ sin (90° - u) - sinv

VL =cos(90°-(u +v)) =

=sin{u+v)

HL = sinu - cosv + cosu - siny
b) Ledtrdd:

Bytutv mot-v

1255 a) 0,96 ¢ 0,75
b) 0,28 d) 3,43
Ledtrad:
tan2x = M
cos 2x

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

1256 a) sinv = £0,75 = + %,: i%
b)sin2v ==+

[S]

Kommentar:

Samma svaria) ochb)
eftersom cosv = 0,5
ger specialfallet att
sin2v = sinv

1257 a) @ ~ 0,94
b) —¥ ~ 0,63

1258 a) - 0,5
Ledtrad:
cos2x = 2 cos?x—1

1
b L
)9

1259 Nej.
Motivering:
Det ricker med ett motbevis
tex 2 -sin30° # sin60°

12604) -1y 840

841 841
1261 Formlerna for dubbla vinkeln
kan hirledas fran additions-
formlerna genom att anvinda
sin2v=sin(v +v)
och
cos2v = cos(v +v)

1262 a) Losning:
HL = sin2x _
1+ cos2x
_ _2sinxcosx
14+ 2cos’x -1

sin x
= —— = tanx = VL
cos X

b) Losning:

/ABOC = 2x (yttervinkel)
BC = sin 2x, OC = cos 2x
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BC sin 2x
tanx = .

1+0C ~ 1+ cos2x

1263.Ldsning: -~
VL = w_&_ﬂ .
sinx  cosx
_ 2sin x cos x

sin x . COS X

_ 2cos’x - (2cos’x - 1) _
Cos x
1

B = HL
Cos X

1264 3sinx — 4 sin®x
Ledtrdd:
sin3x = sin(2x + x)

1265 Ledtrdd:
Visa att VL kan skrivas om
till HL.. Anvéand formlerna for
dubbla vinkeln upprepade
ganger. OBS! 4x dr dubbla
vinkeln till 2x.

1266 a) Lasning:

_ 1-tan®x _
1+ tan®x
sin® x
1 - 9
- ¥y
1.2
sin” x
T+ 5
cos® x
cos?x —sin?x
= cos?x
cos?x + sin®x
cos?x
cos® x — sin®x

cos® x + sin®x

cos2x = VL

b) ¢) Ledtrdd:
Visa att HL kan skrivas om
till VL pa liknande sdtt som
ia).

1303 a) =
Motivering:
x> 0 medfor att x2 > 0.
Omvindningen géller inte
eftersom x* > 0 ocksd kan
medféraatt x <0

tex 9 = (-3)?
b) <
Motivering:

2cos’x -1 _

_narudda=n =2k + 1och
n =2k + 1 = n drudda.
) =

Motivering:

y =%+ 2 medfor y' = 1.
‘Omvéndningen giller inte.
Det finns flera funktioner
vars derivata ar 1.

Tex y=x+1.
d) &
Motivering:

lgx =2=x=100o0ch
x=100=lgx=2

1304a)3x+7=x+1>
2x=-6=x=-3
BDx=-322x=-6>
3x=x-6=3x+7=x+1
c) Ja.
Ix+7=x+1=x=-3

1305 a) Ettjamnttal: 2n  (n heltal)
Ett udda tal: 2k + 1 (k heltal)

Summan av ett udda och ett
jAmnt tal dr ett udda tal

Bevis:

n+2k+1=2n+k+1=
=2m+1

(m ér ett heltal eftersom n
och k dr heltal)

Summan ir ett udda tal.
V.S.B.

b) Ledtrdd:
Utveckla produkten
@2n+1DR2k+1)
och motivera varfor
den ar ett udda tal.

1306 a) Pastdendet dr sant.
Bevis:
n+(n+D+mn+2)=
=3n+3=3n+1)
3(n + 1) dr delbart med 3,

b) Pastdendet dr falskt,

Motbevis:
24+3+4=9
9 dr inte delbart med 6.
1307 Sant.
Motivering:
Symbolerna betyder

”P medfér Q som medfor R”.
7P medfor alltsd R”.
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1308 A + B + C = 180° (vinkelsumma)
A+ B+ 90° =180°
A+ B=90°
sin(A + B) =sin90° =1

1309 a) Ledtrdad:
Visa att cosinussatsen ger att
a?=>b%>+ ¢ om A= 90°
b) Ledtrdd:
Visa attom a? = b? + ¢?
medfér det att 2bc cosA = 0
ochatt A =90°

1310 a) Triangeltal: n (n + 1)/2

kvadrattal: n®

b) Slutsats: Summan av tva pa
varandra f6ljande triangeltal
ar ett kvadrattal.

¢} Ledtrdd:
Forenkla t ex
m-Dn/24+n(n+1)/2

1311 Lésning:
n, m heltal ger produkten:
2n-2n+1)=22n(n+1) =
=2-2-2-m
Den sista likheten motiveras av
att antingen n eller (n + 1) ar
ett jamnt tal.
8m ir delbart med 8. V.S.B.

1312 Isista steget dividerar vi med
a+b-c=0.
Division med noll &r inte
definierat.

1313 Ledtrad:
Visa att uttrycket kan faktori-
serastill(n — 1) n (n + 1) och
motivera varfér produkten ar
delbar med 3.

1316 a) —P:nérudda.
b) -P:x+y<4
¢) =P:x#2
d) =P :Inget barn ér en flicka.
e) —P:Minsten ko kan inte

flyga.

1317 Vi spelar inte fotboll = Det dr
inte sommar.

1318 a) -Q:x>8=-P:0,5x+2>6

B)x>8=05x+2>0,5-8+
+2=6
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1319 a) “Om inget av tvd positiva re-
ella tal dr storre dn 10 medfor
det att produkten dr mindre
dn eller lika med 100.”

eller

”Om tvda positiva reella tal
bdda dr mindre dn eller

lika med tio medfir det att
produkten dr mindre dn eller
lika med 100.”

b) x ochy 4r positiva reella tal.
-Q:0<x<10 och
0<y<10
-P:xy <100

¢) Vivisaratt -Q = —=P.
0<x<10 och 0y <10
=xy < 100

1320 Losning:
P:3n +2udda
=P :3n + 2jimnt
Q :nérudda
—Q:nérjamnt
Vivisar P= Q genom att visa
—vQ = P
n = 2k (k heltal)
3n+2=3Q2kKY+2=2@k+1
2(3k + 1) ar ett jamnt tal.
V.S.B.

1321 a) Lasning:
Anta: Ingen pase har 4
godisbitar eller fler.
Totala antalet godisbitar
dr d& maximalt 3 - 7 st vilket
motséger att det r
22 godisbitar.

b) Ledtrad:

Visa att om bade a och b ar
negativa eller ingen av dem
sé gerdetattab =0

1322 Antagande: P

Slutsats: Q

I ett direkt bevis visar man att
P=Q genom att utgd frin P
och visa att slutsatsen Q 4r sann.
I ettindirekt bevis visar man

att P = Q genom att istéllet
visa att -Q = —P

1323 Ledtrad:
Anta att x = 0.
Visa att VL > 0 varfor x
inte kan vara en 16sning.

1324 Ledtrad:
Anta att a®= b?+ ¢ daraar
hypotenusan. Visa att detta
leder till att 2bccosA # 0
och att A = 90°.

1325 Ledtrad:
Anviand ett indirekt bevis.
Anta att a dr ett jamnt tal 2n.
Visaatt (2n)2-2-2n+ 7 ar
ett udda tal.

1326 a) Forklaring:

2b?% 4r delbart med 2,
da dr a®det med.
Om a? ir jamnt s
ar a det med, se 1314.

b) Om bide a och b gér att dela
med 2 motsédger det att a/b
ar forkortat sd 1dngt det gar.

1327 Lasning:
Antaatta®-4b = 2,
Det ger a? = 2(2b + 1),
dvs a? och a r jaimna.
Sétta = 2c ger
4c2-4b =2
2(c2-bh) =1
VL dr ett jamnt tal, HL ar 1
vilket ger motségelse.

Historik: Fran Euklides till Gédel

1 a) Entriangel
b) 270°.

1405 a) x = 41° och x=139°
b) x=41° och x=-41°

) x=41°+n-360° eller
x=139°+n-360°

d) x =+ 41° + n-360°
1406 a) x = 52,1° + n - 360° eller
x = 1279° 4+ n-360°

b) x = -20,0° + n - 360° eller
x = 200,0° + n - 360°
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q

1407 a) x
b) x

+ 64,0° + n- 360°
+141,3° + n- 360°

n

1408 a) x = = 69,5° + n - 360°

b) x = 20,5° + n - 360° eller
x = 159,5° + n - 360°

) x=-12,7° + n-360°eller
x = 192,7° + n - 360°
Ledtrdd:

Skriv forst om till
ekvationen sinx =-0,22

d) x = £129,8° + n - 360°

1409 a) x = £22,1°+ n-120°
Losning:
cos3x = 0,40
3x = £66,42° + n - 360°
x= *£221°+n-120°

b) x =-18,4° + n - 180° eller

x =~ 108,4° + n-180°
Ledtrad:
sin2x = - 0,60 ger
2x = -36,87°+ n-360° eller
2x = 216,87° + n - 360°

1410 a) x =~ = 318,8° + n - 1080°
b) x = 540° + n- 720°
Kommentar:

Svaret kan dven skrivas
x=-180°+n-720°

1411 I enhetscirkeln dr radien = 1.
Storsta méjliga sinusvérde dr 1
och minsta ar -1.

1412 Jonna glémmer att dela
perioden 360° med 2. Jonna
glommer att ven
2x =-60° + n-360° geren
16sning.

1413 0°, 360°, 720°

1414 a) x = 95,4° + n - 360°
eller
x = 186,6° + n - 360°
Ledtrad:
x—51,0° = 44,4° + n - 360°
eller
x-51,0°=
= 180°-44,4° + n- 360°
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b) x = -5,4°+ n-360°
- eller
X =-96,6° + n .360°
Ledtrad: .
x + 51,0° = 45,6° + n - 360°
eller
x+ 51,0° =
~—45,6° 4+ n - 360°
) x=99°+n-72°
eller
x = 54,6°+n-72°
Ledtrdd:
5x-71,3° =
~-21,72° + n - 360°
eller
5x-71,3° =
= 180° - (-21,72°) + n - 360°
d) x = 179° + n- 720°
eller
~-151,1° + n-720°

1415 a) x = 323°
Ledtrdd:
Los forst ekvationen full-
standigt. Préva sedan for
olika heltalsviirden pi n
vilka av 16sningarna som
ligger i intervallet.

b) x = 224°

1416 a) Saknarlésning iintervallet.
b) x = -584° och x=-496°

1417 a) Tex sinx = 0,64
Motivering:
sin760° = 0,64

b) Tex cos2x =0,5

1418 Ja.
Motivering:
sinx = 0,5 har tvé 16sningar
iintervallet
sin4x = 0,5 har dtta 16sningar
iintervallet.

1419 a) 559°, 611°, 739°, 791°
b) —-76° -19°, 14°, 71°.
c) 378° 522° 558°, 702°
1420 a) x = 35° + n - 180° eller
x =55+ n-180°
Ledtrad:

2x =70° + n - 360° eller
2x = 110° + n - 360°

b) x =0°%+ n-180° eller
x =45°+n-90°
Ledtrad:
3x=x+n-360° eller .
3x = 180°-x + n - 360°
¢) x=-=30°+n-360° eller
x=10°+n-120°

1424 a) x = 0° + n - 360° eller
x =180° + n - 360°
vilket kan sammanfattas till
x=n-180°

b) x=*=90°+ n-360°

vilket kan sammanfattas till
x=90°+ n-180°
Kommentar:
Pricka in lésningarna
ienhetscirkeln sa blir det
enklare att se hur de kan
sammanfattas.

¢) x =n-180° eller
x =90°+ n-180°
vilket kan sammanfattas till
x=n-90°
Ledtrdd:
L6s ekvationen
sinx = 0 och cosx = 0.

1425 a) x =n - 180° eller

x = 17,5° + n-360° eller
x = 162,5° + n - 360°
Ledtrad:
sinx—0,3 = 0 ger
sinx = 0,3

b) x=90° + n-180° eller
X =*60°+n-360°

c) x=90°+n-180°
Ledtrad:
2sinx—5 = 0 saknar l9sning

1426 a) x =n-180° eller
x = 48,6°+ n-360° eller
x = 131,4° 4+ n- 360°
Ledtrdd:
Brytutsinx

b) x =90° + n-180°

Ledtrad:
Skriv om till
cos?x—5cosx =0
och bryt ut cosx

1427 Lisning:
Formeln f6ér dubbla vinkeln ger
VL = sin2x.
sin2x har storsta virde 1 varfor
ekvationen saknar l6sningar.
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1428 a) x =n - 180°
Ledtrad:
Ekvationen kan skrivas om till
2sinxcosx—2sinx =0
vilket ger
sinx =0 och cosx =1.

b) x =90° 4+ n- 360°

Ledtrad:
Sétt sinx =t vilket geren
andragradsekvation.

1429 x = 270° 4+ n - 360° eller
x = 19,5° + n - 360° eller
x =~ 160,5° + n - 360°
Ledtrad:
Anvind trigonometriska ettan
och sitt sedan sinx =t

1430 x = n - 90° eller
x = *+36,3° +n-180°
Ledtrad:
sindx =sin (2 - 2x) =
= 2s8in2xcos2x

1431 x = 30° + n - 360° eller
x =150°+ n-360° eller
x =~ -11,5°+ n-360° eller
x = 191,5° + n - 360°

1432 x = 90° + n - 180° eller
x==%120°+ n-360°

1433 x = 180° + n - 360° eller
x =~ + 70,5+ n-360°
Ledtrad:

Ekvation kan skrivas

1+ 2cosx + 2cos’x-1=
=1-cos’x

Forenkla och sdtt cosx =t

1434 48,2°,96,4°, 35,4°
Ledtrad:
Triangelns vinkelsumma ger
0° < 3x < 180° Anvénd detta
tillsammans med sinussatsen.

1435 a) A = 82,8192°
B = 41,4096°
b) A=2B
Ledtrad:
Anvind cosinussatsen och
sambandet
cos2x = 2cos’x—1
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1502 a) 60%s

b) 1,55

¢) 0,5s
Ledtrdd:
Fran A till C dr vridningen
30° vilket med hjilp av a)
ger svaret. Alternativt 16s
ekvationen y = 1,5
déar y = 3sin 60t

1503 a) 120° <v < 240°

b) 0° <v < 30°0ch
150° <y < 180°

1504 k kan ha virdet
k=28°+n-360° eller
k=148°+n-360°

1505 Ja.
Motivering:
Forn=14r(1-n)?=0
Forn=2ar(1-nP2>0

1506 45 m
Ledtrdd:
Rita figur. P 5 min snurrar
hjulet 5/3 varv eller 600°.

1507 a) Storsta varde = 25
Minsta varde = 21
Ledtrad:
-1<sinx<1 ger
-2 <2sinx <2

b) Stérsta mojliga varde = 200
Minsta mojliga viarde = 25

1508 Ja,v =n'180°.
Ledtrad: ,

sinv .
tany = —— om sinv =0
cosv

1509 1<a<4
Ledtrad:

g3

1510 5
Losning:
sin?10° + sin?80° =
= sin?10° + cos?10° = 1
sin220° + §in?70° =
= §in?20° + c0s?20° = 1
sin?30° + sin?60° =
= §in?30° + c0s230° = 1
sin?40° + sin?50° =
= §in240° + c0s?40° = 1
sin?90° = 1

1511 Losning:

1 1)
(1 T n A)(l T s A) =

1 1 2

> 1 > 1 > 2

1512 a) Lisning:
Bevis:
Supplementvinkeln ar
180°-A.
sin(180°-A) =sinA
cos(180°-A) = —cosA
dvsom A ér snéll s dr supp-
lementvinkeln det med.

b) Losning:

Motbevis:
A =90° geratt Adrsndllda
sin90° =1 och c0s90° = 0.
i 45° ar inte snéll d&
sin45° = cos45°= %

4r ett irrationellt tal.

+ >5
cos A + sin A sin 2A

Diagnos 1

1 a) T ex 40° och 140°
Ledtrad:
sin (180° —v) = sinvy
b) Nej.

2 a) v=634°
Ledtrad:
tanv = sinv/cosv = 2
b) a = 0,447
Ledtrad:
cosv

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

3 a) cos900°=-1
Ledtrdd:
900° = 2 - 360° + 180°

b) sin(-270°) =1

4 a) 1:aoch 4:eeller 2:a och 3:e

Ledtrad:

2:a l:a
kvadranten kvadranten
3:e 4d:e
kvadranten kvadranten

b) 1:a och 3:e eller 2:a och 4:e

5 sinv = 0,92 eller sinv = -0,92
Ledtrad:
Anvénd trigonometriska ettan.

6 a) (-b,—-a)

b) Ledtrdd:
Utveckla HL med subtraktions-
satsen for cosinus.

7 A1-B6,A2-B3, A3 B4,
A4-B2,A5-B1,A6-B5

8 "Vi dter inte glass medfor att det
inte &r soligt.”
eller
"Om vi inte dter glass dr det inte
soligt.”

9 Lisning:
Antag attx < 3.
Detta ger att
2x+3<2-34+3=9
Vilket ger en motségelse
eftersom 2x +3 =9,
Antagandet att x < 3 ar
felaktigt, dvs x = 3.
V.S.B.

10 a) x = = 60° + n - 360°

b) x = -14°+ n-360°
x = 194° + n - 360°

¢) x=23°+n-360°
x = 157° + n - 360°

d)x=n-180°

e) x = 127° 4+ n- 360°
x =—-67°+n-360°

f) Losning saknas.

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

11 Nej.
Ledtrad:
Los ekvationen sinv.e= 0,1
fullstindigt och underssk
for n =1 och 2.

12 a) x =30°+n-360°

x = 150° + n - 360°
Ledtrad:
Skriv om tédljaren i vansterledet
med hjélp av formel for dubbla
vinkeln och férkorta.

b) x = £90° + 1+ 360°
x = * 70,5 + n - 360°
Ledtrad:
Bryt ut cosx och anvand
nollproduktmetoden.

13 Storstaviardet =1 (v =90°)
Minsta virdet = 0,17 (v = 170°)

14 180°+ n-360° <v < 360°+ n - 360°

Blandade évningar 1A

lay-1 b1

2 x =~ 15° x = 165°,
x = 375°% x = 525°
3 x=n-360°
40,12
Motivering:
sin™! (0,12) ger vinkeln vars sinus-

virde ar 0,12 och sinus fér denna
vinkel dr 0,12.

5a)x<32 b)sinx#0,5

6a) —-P:x<2 =Q:2x+3<7

b) Ledtrdd:
Visaatt 2x + 3 < 7 gerattx < 2

7 sinx + cosx

8 b,c,a
Motivering:
Se enhetscirkeln.

c0s460° = cos100° < 0
sin885° = sin165° = sin15° < sin24°

9 Ledtrad:
Sitt u=v=A

10 ”Om minst en blir godkdnd klarade
minst en provet.”

¥7

11 cosv=-+1~

Ledtrdd:
Anvénd trigonometriska ettan.
90° < v < 180° geratt cosv < 0.

12 cOsZicééZ
8

Ledtrdd:
" cos2x = 2costx—1

13 Ledtrad:
Visa t ex att hoger led kan skrivas
om till vinster led. Borja med att
bryta ut sinx.

14 Lésning:
Motségelsebevis:
Antag att sinv + cosy > {2
vilket ger (sinv + cosv)? > 2
Omskrivning ger vanster led
sin?y + 2sinv cosv + cos?v =
=1+sin2v<2 dd sin2v<1
vilket motséger antagandet,
dvs sinv + cosv < 2.

15 Ledtrad:

Skriv om vénsterledet. Férldng

den forsta termen med 1 + cosx

och férenkla nimnaren till sin®x.
cos®x
sin?x
och sitt pd gemensamt brék-
streck. Bryt ut cos?x i tdljaren och
forenkla.

Skriv om andra termen till

16 a) x = 56,1° + n - 360°
x = 123,9° + n-360°

b) x = * 48,4° + n - 180°

17 a) Texsinx = 0,927
b) Texcosx =-0,139

18 Losning:
Om k och n dr heltal kan
differensen skrivas
2k+1-@2n+ 1) =2k-2n-=
= 2(k —n) vilket dr ett jAmnt
tal eftersom k—n érett heltal.

19 Ne;j.
Motivering:
sl sy
tanx sinx " sinx
(to)
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20 c0s95° + cos55°
Ledtrad:
Uttrycket kan férenklas till
2 cosacosbh

21 a-b b)b

22 Nej.
Motivering:
x = 141° + n - 900°
eller
x = —-191° + n- 900°

23 Nej.
Motivering:
tan89° = e ~ 57
cos 89°
i Qo
tango,9° = S8 __ 575
cos89,9°

Nérv ndrmar sig 90° ndrmar sig

cosv 0 och tanv vixer obegrinsat.

24 ledtrad:
GOr ett indirekt bevis
och visa att om n ar ett
jamnt tal s ar n® ett jamnt tal.

25 Nej, Anders har fel.
Motivering:
En fordubbling av noll ir
noll vilket ger att vinklarna

v =n-180° motsédger pastaendet.

° Ledtrad:
Los ekvationen 2sinx = sin2x.

26 a) x =n-360°och
x=20°+n-40°
Ledtrdd:
5x = 4x +n - 360° och
5x = (180°-4x)+ n - 360°

b) x =n-180° och
x = 270°+ n-360°

27 a) 1
b) Vérdet av uttrycket blir 1.

c) Uttryckets virde ar 1 for
alla x # 90° + n - 180°.

28 Ekvationen har

* 4I6sningardd a > 5 och
dé a < -5.

* 216sningardd a =5 och
dd a=-5

* 0losningardd -5<a<5
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Blandade dvningar 1B

1 x = -310° x = -50° x = 50°
x = 310°
Ledtrad:
x = *50°+n-360°
Prévamedn =-1,00ch1

2 x=15"+n-180°
x=75"+n-180°
Ledtrdd:
2x =30°+n-360°
2x = (180°-30°) + n - 360°

3 a) sinv =3/5
b) cosv =4/5
¢) sin(90°-v) = 4/5
d) sin2v = 24/25

Ledtrdd:
Anvind formeln for sin2v.

4 a) x > 3 ger att
6(x+1)=26-B+1)=24
b) Ledtrad:

Visa att 6(x + 1) < 24
gerx < 3.

5 a) 0,77
Ledtrdd:
€058320° = cos (-40°)
b) 0,77
Ledtrdd:
c0s (90°-v) = sinv

60
Ledtrad:
Anvéand additions- och
subtraktionssatserna.

7D

8 0,94
Ledtrad:
Anviand additionsformeln for sinus
och att sin (110°) = sin (90° + 20°)

is

9 siny = -
Ledirdd:
I tredje kvadranten &r sinv < 0.
10 Ledtrad:
1
Antag att
& 1+

>1
xZ

och visa att det ger
x* < 0 vilket 4r oméjligt.

11 Ledtrdd:
Skrivt ex om VL genom att férst
bryta ut sinx och sedan anvdnda
formel for dubbla vinkeln.

12 Tex cos3x=1
13 k=1,5

14 x = 37° och x =~ 323°
Ledtrdd:
c0s (37°) = cos (-37°) =
= cos(-37° + 360°)

15 a) v = 210° och v = 330°
b) 210° < v < 330°

16 Tex A = 0,287
Ledtrdd:
sin10,1 = 5,739°
A-20° = 5,739°
Kommentar:
Loser vi ekvationen
sin20A = 0,1 farvisamtliga
virden pi A.

17 Nej.
Motivering:
Kvadraten av ett udda tal dr udda.
Summan av tvd udda tal &r jimn,
dvs om vi bara har udda tal s ar
VL jémn medan HL 4r udda, vilket
ger motségelse.

18 a) x =n-180°

b) x = 13,9° 4+ n-90°
x = 47,1°+ n-90°

19 Enhetscirkelns ekvation &r
x2 +y>=1 vilket med
x =cosv och y =sinv ger
trigonometriska ettan.

20 a > 2/3 eller a<-2/3
Ledtrdd:
Losning saknas om cos3x > 1
eller cos3x < -1, dvs3a/2>1
eller 3a/2 < -1

21 Ledtrad:
Gor ett motsigelsebevis.
Antag att VL > 4 ochvisa
med hjélp av formel fér dubbla
vinkeln att det ger en motségelse,

22 Tex sindx =
= 4sinx cosx (1 —2sin%x)
Ledtrad:
Formeln fér dubbla vinkeln ger
sin4x = 2sin2x cos 2x

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

23 x = = 65,5° + n-360°
Ledtrad:
Skrivom VL till (1 - cos®>x)/2 och
sédtt cosx =t g 2

24 Ledtrad:
a>+3=@0@-Dae+1)+4
Motivera varfor HL ar delbar
med 4.

25 a) 46,6°

b) Formeln ger

sin‘i ==
2 32

med l6sning A = 46,6°

¢) Ledtrdd:
Formel fér dubbla vinkeln

cosA=1-2 sinzg

Kombinera detta med
cosinussatsen.

26 180°om a =-1 eller a=1.

27 a) (2cosv, 2sinv)

b) Ledtrad:
Satt in koordinaterna frin a)
i cirkelns ekvation x? + y? = 22

2102 a) Perioden ar 360°%/10 = 36°
Kommentar:
Nér x gar frén 0° till 36° s
gér 10x fran 0° till 360°.
b) Perioden dr
360°
0,1
2103 Ja.
Motivering:
Béda funktionerna har
perioden 360%3 = 120°.

= 3600°

2104 a) 90°
b) 480°
c) 180°

d) 1080°
Ledtrdd:

k=1
3

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

2105 a) Ay
1 y=2sinx

. : 5
90° \/fsm

b) Stérsta viarde = 2
Minsta viarde = -2

¢) Amplituden = 2

2106 a) Amplitud = 4
Period = 360°

b) Amplitud = 100
Period = 144°

¢) Amplitud = 50
Period = 72°
Ledtrad:
Amplituden &r alltid ett
positivt tal.
Amplituden =
_ stOrsta vardet — minsta vérdet

2

d) Amplitud = 10

Period = 80°

2107 Tex y = 2,55in 1,8x
Ledtrdd:

360° _ 200°

2108 a) b)
2 4 y=2sin4x

2109 a) Kurvorna ér identiska men
férskjutna 90° i forhéllande
till varandra.

b) 45° < x < 225°

2110 2) Ay
1 y=-sinx
{ - %

9g° T 360°

b) Storsta varde = 2
Minsta varde = -2

2111 Ja, ekvationen har
en losning x = 0° + n - 180°.
Motivering:
VL=HL=0 om sinx=0

2112 -1,2 <A< 1,2

2113 720°
* Ledtrdd:
X +x, = 180°
X5 = 360°—x,
X4 = 360° ~x4

2114 3,3
Ledtrdd:
Alla termer har samma varde.

21150
Ledtrad:
$in359° = sin (-1°) = -sin 1°
sin358° = —sin 2° 0.s.v.
Addera par som har summan 0.

2117 x = 91,1°

2118 Tva.
Motivering:
Graferna skér varandra pa tvd
stéllen.

2119 Avléds tex avstindet mellan tva pa
varandra f6ljande maxpunkter.
Perioden = 600°

2120 a) 0<a<1
Ledtrad:
Linjen y = a ska skéra
kurvan y = sinx pétva
stéllen i intervallet.
b)a=1
oa>1

2121 a) b)
x; =510°% x,=570° x5 =690°
Ledtrad:
Ekvationens l6sning ar
x ==30°+n-180°

2122 k =-0,5
Ledtrad:
cosx =-0,5 harlosningen
x =120° och x = 240°
iintervallet.

2123b<-3 och b>3

2124 Antal l6sningar = 2k
Ledtrdd:
Varje period ger 2 10sningar.
2126 a) y = sinx forskjuts 5 enheter
uppat.
b) y = sinx forskjuts 2,5 enheter
nedaét.
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c) y = sinx forskjuts 55°
at vénster.

d) y = sinx forskjuts 35° at
héger.
2127 a) y = sinx + 3
b) y = sin (x + 60°)

2128 Stérsta varde | Minsta virde
a) 5 il
b) 7 -1
c) —4 -6
d) | -9 -11

2129 Tex y = 11sinx + 1
Ledtrad:
Borja med att berdkna
amplituden.

2130 a>5 eller a<-5
Ledtrdd:
Kurvan y = 5sinx ska
forskjutas uppat eller nedat mer
dn amplituden 5.

2131 a) y = cosx forskjuts 60° &t
vénster och 3,5 enheter
uppat.

b) ¥ = cosx férskjuts 20° &t
héger och 1,5 enheter nedét.

2132 y = sin3 (x - 36°)
eller y = sin (3x-108°)
Ledtrdd:
I kurvans ekvation y = sin3x
ska x ersédttas med (x — 36°)

2133 Viktoria har ritt.
Motivering:
Forskjuter vi en sinuskurva
isidled fér vi en cosinuskurva,
tex y = sin(x + 90°) = cosx

2134 a) y = sinx ska forskjutas 180°
at hoger eller vénster.

b) ¥ = cosx ska forskjutas 90°
at vinster eller 270° at
hoger.

2135 A=3,v=30°
Ledtrdd:
y(0) =-1,5 ger
-1,5 = 3sin (-v)
—v =sin (-0,5)
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2136 25° at véinster.
Ledtrad:
cos (2x + 50°) = cos2(x + 25°)

2137 a =3 eller a=-3
Ledtrdad:
Vi far storsta viardet dd
sin2x = -1 eller dd sin2x = 1.

2138 a) Att sinx = cos (x + 270°)
b) Lasning:
Additionsformein for cosinus
ger cos(x + 270°) =
= cosx+cos270°—-sinx- sin270° =
= cosx - 0-sinx- (-1) = sinx

2139p=1, gq=-2 eller
p:-]_) q:_2

2140 a) Kurvans ekvation kan
skrivas y =1
Motivering:
Trigonometriska ettan.

b) Kurvans ekvation kan
skrivas y = 2cosx
Motivering:
sin (90° —-x) = cosx

¢) Kurvans ekvation kan
skrivas y = 2sin (x + 30°)
Motivering:

Period = 360°

y =0 déxirtex-30° 150°
eller 330°.

cos150° + 43 -sin150° =0
Storsta varde dd x = 60°
cos60° + Y3 - sin60° = 2

2143 a) y = 4 sinx

Motivering:
En sinusfunktion med ampli
tuden 4 och perioden 360°.

b) y = 2sin2x
Motivering:
En sinusfunktion med ampli
tuden 2 och perioden 180°.

2144 a) y = sin0,5x + 1

NS

i
360° 1 720°

Ledtrdd:
Amplitud = 1
Period = 360%0,5 = 720°
y = sin0,5x forskjuts
1 enhet uppét.
b) y =2cos2x+ 2
4

Py
2.
X

a0°  180°

2145 4 perioder
Motivering:
En period dr 90°.

2146 y = 2 sin6(x—10°)
2147 B,D,E

2148 a = 36° b = 300, ¢ = 500
Ledtrdd:
a dr halva perioden,
b &r forskjutningen uppét och
c dr storsta virdet.

2149 y = 1,5sin2(x + 30°) -1
Ledtrad:
Amplituden &r 1,5 och perioden
180°. Jimfért med y = 1,5sin2x
ar grafen forskjuten 30° &t
véanster och 1 enhet nedét.

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

2150 Ay

/

Ledtrdd:
Funktionen kan skrivas
y=1-0,5sin3(x-30°)

2151 Ay

2152 Putte har fel.
Motivering:
sin (-x) = —sinx ger
f(=0) =Asink(-=x) +b =
=-Asinkx+b
—f(x) =-(Asinkx + b) =
=-Asinkx-b
2155 a) 180°
b) 90°

c) 540°
Ledtrad:
180% (1/3)

d) 900°

2156 a) x = 31,0° + n - 180°
b) x = —78,7° + n - 180°

2157 a) x = 26,2° + n- 90°
b) x = -7,3° + n- 60°
Ledtrad:
tan3x =-0,4
2158 a) x = 22,6° + n - 360°

b) x = —204,6° + n - 540°
Ledtrad:

tanX = -2,5
3
2159 a) x = 38,7° + n - 180°

b) x = 26,6° + n - 180°
Ledtrad:
tanx = 0,5

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

2160 Nej.
Motivering:
sinx -
tanx = ——
cosx

Nar cosx narmar sig noll kan
kvoten bli hur stor eller liten
(negativ) som helst. .

2161 T ex 45°och -135°
Ledtrdd:
45° minus en period dr -135°

2162 0,75 (%)
0,8
2163 Riknaren visar Ma Error eller
liknande.
Motivering:
tanx dr inte definierat dd
cosx =0, dvsda
x=90°+n-180°

2164 k=6
Ledtrdd:
Perioden dr 30°.

2165 15
Motivering:
tana = tan{a + 180°) =
= tan (a + 360°)

2166 a) x = 71,6° + n - 180°
b) x = -21,8°+n-180°

2167 0
Ledtrdd:
tan 190° = tan 10°
Sni0" tan10°
cos10°

2168 x = 204° och x = 264°

2169 Nej, graferna Gverensstimmer
inte.

2170 90° < x < 180°,
270° < x < 360°

Motivering:
sinx

tanx = ——
cosx

I andra kvadranten ir sinx

positiv och cosx negativ.

I fjirde kvadranten tvéartom.
2171 a) y = tan0,5x

b) y =1-tanx

2172 Ja, graferna 6verensstdmmer.
Bevis:
T
* tan (x + 90°)
cos{x + 90°)

T sin(x +90%
cos x ¢os 90° — sin x sin 90°
sin x ¢0s 90° + cos x sin 90°

sin x
= —| - = tanx
cos x

2173 a = 208,8
Ledtrad: —
Finn den minsta lésningen som
dr storre n 180°.

2174 x = 135° + n - 180° eller
x = 71,6°+n-180°
Ledtrdad:
Ersdte 11HL med cos?x + sin?x.
Division med cos®x och forenk-
ling ger tan®x—2tanx—-3 =0
tanx = -1 och tanx =3

2175 x = 2
3

Ledtrad: il 2x
tanv = 2x

cosv =
1+x 1

Anvind Pythagoras sats.
2177 a3 b 19 o 65 d) 97

2178 a) y = 10sin (x + 53,1°)
b) y = 265sin (x + 67,4°)
) y = 17 sin (x — 61,9°)
d) y = 130 sin (x - 52,1°)
2179 -51
Ledtrad:
Skriv om till
y=10+61sin (x +v)
Ymin = 10-61
2180 Forklaring:
sinx och cosx ar forskjutna
iforhéllande till varandra och

har inte sina storsta virden
samtidigt.

2181 x = 90° och x = 330°
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2182 y = 1,5sin(x + 36,9°)
Ledtrdd:
Graferna dr y = 1,2 sinx och
¥y =0,9 cosx.

2183 Nej.
Motivering:
sinx och cos2x harolika
perioder.

2184 a) a = 20
b) x = 43,6°

2185 a) x &= —42° 4+ n - 360° eller
x = 115° + n - 360°
b) Ingen l6sning.
Ledtrad:

Omskrivning och forenkling

, 27
er sin(x + 674°) ===>1
g ) Tz

¢) x=90°+n-360° eller
x = 143° + n - 360°

2186 y = 2 sin (2x + 30°)
Ledtrad:
€0s 2x = cos?x —sin’x

2187 y = 2 sinx + 2 cosx
Ledtrdd:
Forskjutning 45° ger a = b.

2188 Ledtrad:
Jamfor med hirledningen
fér y = asinx + b cosx och
justera den.

2189 Ja.
Motivering:
Funktionen gar att skriva
y = csin (x + v) och alla sinus-
funktioner kan skrivas som en
foérskjuten cosinusfunktion.

2204 &) Multiplicera med —~
180
180° = mrad ger

o

1°=-"_radianer
180

b) Multiplicera med 180°
n
180° = mrad ger
lrad = 180°
n
2205 a) 0,60 ¢ 12,18
b) 3,38
2206 a) 16,2° ¢} -573,0°
b) 328,9°
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2207 a) Motivering:
180° = nrad ger direkt

90° =2 rad
2

b) Motivering:
1 varv motsvarar 2x rad.
2 varv motsvarar 4x rad
eller 720°.

2208 a) Losning:
300° = 300~ =
180

_300m_30m_5m

180 18 3
b) Losning:
2n_2m 180° 120°
3 3 T
2209 a) sin2° = 0,03
b) sin2 = 0,91

2210 Forklaring:
Se t ex enhetscirkeln,
sin 1° dr ett litet virde néra 0.

lrad =180 57°
sin57° dr betydligt storre.
2211 0
2212 a) x = 0,41 + n- 2x eller
x=273+n-2n
b)x = 045 +n-2n

) x =-0,20+n-2r eller
x = 3,34 +n2n

d)x=137+n'n

2213 a)x = /2 +n- 2w
bbx=n'=xn
Ogx=mn+n-2rw
dDx=n/2+n-n

2214 a) x = n/12 + n-w eller

x=5n/12+n-1

Ledtrad:
Se tabell for exakta varden.

b)x=n/8 +n-n/2

) x =n-2n eller
Xx=n/2+n2x

dx=n/6+n-xn

2215 a) % (eller

2216 Ja, 0° = Orad.

Losning:
tan (~61m) + cos (

=tan0 + cos

V2

=0+ ¥£ N

b)1~Q
2

2

):

2217 a) t = 8,8 och t =~ 15,2

Ledtrdd:

Los ekvationen fullstandigt.
Undersok, med olika n,
vilka losningar som ligger
iintervallet.

b) t = 2,1 och ¢t = 3,5

2218 a) Negj
b) Ja

2219 a) x =n -7 eller

x=Z4n-n
4

22200,11 (0,112...)
Ledtrad:

Motivering:
v =tan!'x ger tanv =x

(tanx)~! = —
t

x==+xZ4np.9x
3

Ledtrad:

Anviand formeln fér dubbla
vinkeln. Faktorisering ger
sedan sinx =10

eller cosx = 1
2

Ledtrad:
Ekvationen kan forenklas
till sin2x = 1.

Bégen &r i enhetscirkeln lika
14ng som vinkeln i radianer.
Bestdm vinklarna som ger
cosv = 0,4 och cosv =0,5.

2221 a) Om x ér en vinkel s8 4r

b)

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

f) =x

X

1

f(x)

1

2,283

¢) Forklaring:

Cos X

Om cosx = k och

cos 'k = x sd maste

cos x begrénsas till ett
intervall dér varje tilla-

tet k bara gerett x.
Viharvalt 0 < x < m.

For x > w aterfarvidet x i
detta intervall for vilket
cosx = cos 4.

2223 a) 2,9m 9,5 m?
b) 9,3 m 30,2 m?
¢) 18,7m 60,6 m?
d)19,6m  63,8m?

2224 a) 1,5°
b) 68°

2225 2,3 langdenheter
Ledtrdd:

Om radien dr 1 s8 4r bigen lika
med vinkeln i radianer.

2226 30,5 cm (30,47...)

Ledtrad:
v:——3660 ,O0=2r+b

2227 2,7cm (2,72..)

2228 3-10° km
Ledtrdd:
For en s liten vinkel
ar diametern = cirkelbdgen.

2229 Forklaring:
Bégen ér 2a cm. Definitionen

ger att bigen dr a cm om medel-

punktsvinkeln &r 1 radian. For-
dubblas vinkeln sé férdubblas
bégen.

2230 a) 6150km (6148,11...)
b) 69,4°

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

2231 a) 1%"rad ~ 59 rad

b) r=15cm: v = 2000 rad/min

. r=16cm: v=1875rad/min-
Ledtrdd:
Bestdm hur manga varv
hjulen roterar per minut,
1varv =2rrad. -

2
22324 = ’E (v - sinv)

Ledtrdd:
Anviand areasatsen.

2233 (ﬂ + E) m>
3 2
Ledtrad:
Berdkna bada cirklarnas area
minus gemensam area.
Den gemensamma arean kan
delas upp t ex i en cirkelsektor

(se fargad area i figur) och tva
cirkelsegment (ofdrgade).

2303 a) f' () = 2 cosx
b) f'(x) = -3 sinx
Q) f'() = 5sinx
d) f'(x) = -9 cosx
2304 a) f'(x) = —2sinx + 5 cosx =
=5 cosx -2 sinx
b) f'(x) = 2 sinx + 1,3 cosx
c) f'(x) =3-0,2cosx
/ 1, sinx
d) fo) = 3 + 5
Ledtrad:

1 1
X) = Zx-=cosx
fG) Sl

2305 Vi miste anvanda vinkel-
enheten radianer.

23064a) f'(0) =-2

Ledtrad:
Bestam forst
f'(x) = 2x-2cosx
Berédkna sedan
f'(0) =2-0-2cos0

b) h'(m) = -0,7

¢ s'(1,2) =-1,7

2307 a) 1
Ledtrad:
Derivatans virde da x = 0.
b)y=x
Ledtrad:
y=kx+m
k=1 och(0,0) ger m=0.

2308y=—x+g

<.)c<3—1t
2

2309a) 2
2
Ledtrad:
Kurvany = sin x avtar i detta
intervall.
b) Motivering:
Derivatans véirde ar
negativt, dvs under x-axeln,
iintervallet.

2310x:’—2°+n-n

Tolkning:

For dessa x-vdarden har tangen-
ten lutningen O, dvs funktionen
har lokala max- eller min-
varden.

2311 1,5
Motivering:
() = 1,5 cosx
har storsta viardet 1,5.

2312A=5,B=4

231312 12 _5{2
776 12

2314 x = 0,30 + n- 27 eller
x=284+n-2n
Ledtrad:
Extrempunkter har y' = 0.

2315 a) sin0,11 = 0,11

b) Nej.
Motivering:
sin0,11° = 0,0019
2316 Texy = 0,5x + NERE
2 6
NE

Y= 05x= =g

2317 @) lim ©8h=1_
h—0 h

lim % =0,01745 ...

h—0

b) y' = 0,01745 cosx

269




2318 y' = —sinx
Ledtrad:
Stéill upp differenskvoten och
anvind additionssatsen for
cosinus.

2319 cosx
Kommentar:
Denna differenskvot dr symme-
trisk runt punkten (x, sinx) och
ger samma resultat som
sin (x + h) —sin (x)
h
2320 a) Ja,a = 1
b) Nej, f/(x) =1 fér x <0
och f'(0) = 0.

¥
1

/"‘

2 | /2

2322 a) Yttre funktion: y = sinu
Inre funktion: u = 2x
y' = cos2x-2 = 2cos2x

b) Yttre funktion: y = 2 cosu
Inre funktion: u = 0,5x -1
y' =-2sin(0,5x-1)- 0,5 =
= -sin (0,5x - 1)
Yttre funktion: y = u®
Inre funktion: u = x° + 4
y' =503+ 4)*-3x2=
= 15x%- (x® + 4)*
d) Yttre funktion: y = u?
Inre funktion: u = cosx
y' =2cosx- (-sinx) =
= -2 cosx-sinx

C

N2

2323 a) y' =9 cos9x
b) y'=-0,35in 0,3x

2324a)y' =5 cosX
Ledtréd: 1
Inre derivata &r =

b) y' =-6msin2nx
2325a) y' =10cos(5x + 1)

b)y'=-2=n sin(gx—S)
2326 a) y' =2 sinx - cosx

b) y' = -3 cos?x - sinx
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2327 k=2
2328 y = coskx ger y' = —ksinkx

2329 A (produkt av funktioner)
D (kvot av funktioner)

2330a) y' =-4sinx (1 + cosx)®
b) y' =3x?cos (1 + x?)
2331 a) y' =8cos(2x-1) - sin®(2x—-1)
Ledtrad:
y = (sin(2x-1))*
Inre derivatan ar
2cos(2x-1).

b) y' = —cos (cosx) - sinx

2332 a) y'=n(1 +sinax)"!-acosax =
=nacosax (1 +sinax)"-1!

b) y' = Ab cos (bx + ¢)

2333y = 2x + §2E—3
Ledtrad:
k=2

3n
x=—gery=-3
2 ger y

2334 a) Tex F(x) = -0,5cos2x
b) Tex F(x) = 2sin0,5x

2335 SJXC = 5= cos:x = 0,01745 cosx
Tolkning:
Med vinkelenheten grader har
sinx derivatan
I cosx = 0,01745 cosx
180

2336 F'(m) =0
Ledtrdd:
Fi(m) =f'(g) - g'(m) =
=f'(cosm) - (~sinm) =

=f'(1) - (=sinm

2337 Ledtrad:
y'=2ksinkx - coskx = k sin2kx

2402 a) 0,70 A

b) 0,02
Ledtrad: 5
Period, T = L
100xw

2403 a) Hogsta = 120 mmHg
Ligsta = 80 mmHg
b) Amplitud = 20
Period = 1,25 (21/5,2)
o) y(3) = 102
¥'(3) = -103

Tolkning:

Vid tiden 3 s &r blodtrycket
102 mmHg och minskar med
hastigheten 103 mmHg/s.
Kommentar:

Blodtrycket varierar med
hjértas slag varfor forand-
ringshastigheten blir hag.

2404 Vivill ofta bestimma férind-
ringshastigheter och radianer
ger en enklare derivata.

2405Tex y=4sinx+ 1

2406 a) 0,3°C (0,25)
b) Lagst: k106.00 (-4 °C)
Hégst: k118.00 (13°C)
o) y'(16) = 1,1
Ledtrad:
Tt T

y' = -8,5co0s (ﬁ)ﬁ =

=_Un s (m
24 12
d) K116.00 stiger temperaturen
med hastigheten 1,1 °C/h.

2407 1,142
Motivering:
y'=1,1425in0,571x
har storsta viardet 1,142
eftersom sin0,571x < 1

2408 Sant.
Motivering:

. 27 .. . ..
Perioden == 4r mindre 4n 2
omk > T.

2409 2) y = 20 sin (Ex) + 40
Ledtrad:
Amplituden = 20,
Perioden = 4 ir,
Mittlinjen y = 40.
b) 20 st

2410 JN
¥=4000 + 2000 cos(t/6)

4000 7~

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

2411 a) 6
Ledtrdd:
Bestdm perioden.

b) v'(t) = ——0’83 " os (%t)

Tolkning:

Derivatan ger hur snabbt
luftstrommens hastighet
forandras.

0 O’B'Sﬂ ~ 0,89 liter/s?
d) Amplituden 0,85 ékar och

perioden minskar,

dvs k= giﬁkar.

2412 x =0 och x = 0,88
Ledtrad:
Los ekvationen grafiskt.

2413 1
Ledtrad:
y' = cosx-eiin¥
2414 y'(x) =0
Forklaring:
y () kan forenklas till 1 med
hjalp av trigonometriska ettan.

2415 a) 18,5h
b) 6h

¢) Dygn 80 och dygn 267, dvs
21 mars och 24 september.
Ledtrad:
y = 12 ger efter omskriv-
ning ekvationen

. 2m(x—82) _ _
sin ~aes 0,04
,_ 5m 2n(x-82)
dy =21 2TX — 62)
)Y =126 565
Tolkning:

y' (x) beskriver hastigheten
som dagens langd dndras
med.

2416 a) 366 dygn
b) ¥ max = 0,095 for x = 81,
dvs 21 mars 0kar dagens
lingd med 0,095 h/dygn.
Ledtrad:
y' drstorst d&
cos (0,017165x-1,394) =1

2417 a) y = 6,0 for 0 <t < 4 och
12 <t < 16.
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b) K111 och kl 23 stiger vattnet
med hastigheten 1,0 m/h
(n/3). -

* K105 och k1 17 sjunker
vattnet med hastigheten
1,0m/h (5/3).

Ledtrdd:

n LT
'=—-=+20-sin=({t-2
y 5 6( )

2418 0,36 A
Ledtrad:
t = 0,001 665

2419 Skirningspunkternas
koordinater ges exakt av
(n-m, n-m) dar
n=0,-1,1,-2,2,..
Ledtrad:
Vi soker de x-virden da
sinx = 0 (se enhetscirkeln),
y = x ger y-koordinaten.

2420 nrad
Motivering:
y kan skrivas om till
y =2,5sin2x.

2421 a) y = 9sin (0,524x-2,0) + 8
Ledtrad:
¥y =9sin (7—6[ (x—3,8)) +38

b)y (8) = 15
Vid ménadsskiftet aug/sept
ar dygnsmedeltempera-
turen 15 °C.

)y (8 =-27
Vid ménadsskiftet aug/sept
sjunker dygnsmedeltempe-
raturen med 2,7 °C/manad.

2422 Tex y = sin 3x

5y =5sin (2100 - 105- )

6 a) Storsta viarde = 5,57
Minsta viarde = 5,57
b) Storsta virde = 3
Minsta virde = -3

7 Ja,oma =6

.8 Nér a < 6 har alla lokala max
y = 2 ochallalokala min y = -2.

Néra > 6 dr storsta viarde 2 och
minsta virde -2, vi har dock
lokala max med mindre virde 4n
2 och lokala min med hégre varde
an-2.

Diagnos 2

Tema: Radiovigor

1 a) 99,7106 st
b) 1,00 1085

¢) 3,3-1073s
Ledtrdd:
Radiovédgens hastighet dr
3108 m/s.

2 Mellan5 - 105 s och 0,05 s.
3 1-10°Hz =1 GHz
4 3m

1 Period = 400°, amplitud = 15
2 a) Period = 1 080° amplitud = 4

b)
7

270° 1480°

-4

¢) 90° < x < 450°

3 Sant.
Motivering:
De har bida 2 skidrningspunkter
med y =1 iintervallet.

4 A=200, b=1,5 c=40° d=100
Losning:
Amplituden &ar 200.
360 _ 940°,

Perioden ar

o

Grafen ar forskjuten 40° at
vénster.
d ar "mittlinjen”, 100.

5a=2
Ledtrdd:
tanax = 1 ger
ax = 45° + n -180°

7n
6 a) — = 3,67
a) 3

b) 229°
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7a)x==*=0,64+n-2n

b) x = 0,44 + n-n eller
x=1134+nn
Ledtrdd:
2x = 0,879 + n- 2x eller
2x = (r~0,879) + n-2n

Ax=104+n'mn

d) x = 0,15 + n-n/4 eller
x = 0,52+ n-n/4

14

14

n

8 Lisning:
Formel med vinkel i grader:
b=—"_2xr
360°
viradianer ger:

b=—"2nr=vr
21

9 a) y' = -5sinx- 3 cosx
b) y' = 6x + 4 sinx

10 -3
Ledtrad:
Derivatans virde dd x = g

11 a) f () = 10 cos 2t

b) y' = -6xsin (x> + 1)
120<x<2
2

13 a) 15 min

b) 2,8 <t<4,7
Ledtrad:
Nérér d < 0?
Los detta t ex grafiskt.

14 Ja.
Motivering:
Ymax = 2—(=0,5) = 2,5
y'=-1,5c083x ¥y ..=15

>

Blandade dvningar kapitel 2

1 a) Period = 180° eller & rad.
Amplitud = 3

b) Period = 720° eller 4r rad.
Amplitud = 4

2 a) y' = 10 cos 5x + 3 sinx

b) y' =302+ 1)?- 2x = 6x(c2 + 1)2
3 420°
4 8,6 cm
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5x=g+n-6n eller
x=2%1n.6n
2
6a)C=4
b) C=24
7B

8A=2k=3,b=1
9 sin25°, F cosE, tanZ
4 5 3

Motivering:
Y1/4=1/2=0,5

Enhetscirkel och tabell ger
tann/3 =3 >1
5in25° < sin30° = 0,5

cosE=0,5 <cos¥<1
6 5

10 x =28
Ledtrad:

f'= 0 ger ekvationen
cos2x = 0,5.

IIB
2

12 10
Ledtrad:
Bestdm c om y skrivs
pé formen y = csin (x + v)

13 Tex y = sin2x eller y = 0,5 sin4x
Ledtrad:
y'=k-Acoskx
Utnyttjatexatt cos(n-2m) =1

2n 8n
14 x, === Xy = —
) ® 9
_x _l4n
%273 YTy
Ledtrad:

2x=x+rwn/3+n-2n
2x=7m—-(x+n/3) +n'2n

15a=8,¢c=4
16 x,= 13° x, = 73°, x; ~ 133°
17 Falskt.
Motivering:
Om kurvan ar férskjuten i hojdled

sé dr det storsta viirdet storre eller
mindre &n amplituden.

18 a) 45 cm?
Ledtrad:
Anvind t ex areasatsen.
b) 29 cm?

19 Tex k=4
Ledtrad:
T ex ett virde mellan n och 2z ger
sink® > 0 och sink < 0.

20 a) Ca 6 ar och 7 manader
(78,5 mén).
b) — 25 renar/ménad (-25,4...)
Ledtrad:
Derivatans virde da t = 14.

21 y=3sin4x-1

22 Ekvationen har 6 16sningar.
Ledtrad:
Rita graferna till y = sin2x och
y =x%/10-1 och avlis antalet
skdrningspunkter.

23 Ja.
Motivering:
Lutningen gesav y' = 2cos2x + 1
som har stérsta virde 3.

24 a) k120
b) mars, oktober
¢) 30 mars, 30 september

25 Férklaring:
Vénsterled dr bara lika med noll
om tdljaren dr noll. Téljarens
minsta virde dr 1 sa ekvationen
saknar l6sning.

26 0,21 <t < 0,79

27 a) 3 nollstillen
b) x, = 0°, x, = 180° x, = 360°
¢) 5nolistillen
dx; =0 x, =107°
x, = 180° x, = 253°,
xs = 360°
e) 5nollstdllendd -2b<a < 2b

3 nollstdllen da
a <-2b och a=2b

I

28 a) I mitten av juni.
Ledtrdd:
Gor en tabell med dagens num-
mer och ldngd i timmar.

b) Dag 170, d.v.s. den 19/6.

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

Blandade dvningar kapitel 1 — 2

14n

2-1
Ledtrdd:
Anvand enhetscirkeln.

3y = cos2x
4 -2
5 x; = 110° och x, = 430°
Ledtrad:
Losningarna ar
x = 70° +n-360° och
x = (180°-70°) + n - 360°

6 Ledtrad:

Visaatt 16 -2x <x-8

ger attx > 8.
7 0,28

Ledtrad:

cos2x = 1-2sin’x
8a=2,b=-1
9x=xlLyn .28

3

Ledtrad:
Skriv om till cos3x = 0,5.

10 cosx —sinx
11 a) y = 2sin(x—30°)

b) Ja.
Motivering:
Vi kan forskjuta sinuskurvan
ia) ett helt antal perioder
eller beskriva grafen med en
cosinusfunktion t ex
y = 2cos(x-120°

12 x=-2
Ledtrad:
Tangentens ekvation 4r
y=-0,5x-1

13 Tex y = 25sin2x eller
y=sin2x + 1

14 a) Ledtrdd:
Anvind tex
sin2x = 2 sinx cosx och
"trigonometriska ettan”.

b) x = 45° + n- 180° eller

i

xX==+n-m
4
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15 x = 45° + n-90° eller

n 2
x‘= Z +n- 5 o

Ledtrad:

Los ekvationerna

sinx = cosx och sinx = —cosx.

Alt: sin?x-cos?x = 0" ger
cos 2x = 0.

16 Ledtrad:
Skrivom 1-42 cos (2x - n/4)
med additionsformeln, formeln
for dubbla vinkeln och
trigonometriska ettan.

17 Ledtrdd:
Gor ett indirekt bevis.
Visa attomn druddasd d&rn®+ 5
ett jimnt tal.
Utnyttja att ett udda tal
multiplicerat med ett udda tal
ar ett udda tal.

18 x = 0,55 och x = 2,59

19 13 cm
Ledtrad:
Anvind cosinussatsen.

20 x = 45° + n- 180° eller

x=24n-n
.

Motivering:
Ekvationen kan skrivas
tanx = 1.

21 a) y' () = 0,52 cos 0,26t
b) ' (10) =-0,45

o) y' (10) = - 0,45 betyder att
temperaturen kl 22.00 sjénk
med hastigheten 0,45 grader/
timme.

22 ¢cos 95° + cos 55°
Ledtrdd:
a=75° b=20°

23 3,5m
24 y = 3000 cos18x + 6000

25 Det finns en vinkel, v = 12°,
som uppfyller villkoren.

26 Motivering:
Zoomar viin grafen dir x =0
serviatty nidrmarsig 1 ddx
ndrmar sig 0.

27 Texgrafen y = cosx geren
kvadrat med arean 0,55 a.e.
Ledtrad:

Vifren kvadrat omx = y.
Lis t ex ekvationen x = cosx
grafiskt med ridknaren i radianer.

28 Ledtrad:
Inséttning ger
1 . 1 - 1
cos?x  sin’x  cos®x - sinx

Visa att VL kan skrivas om till HL.

29 _I3_5n
3 9

30 25in0,25 = 0,495
Ledtrad:
Om M ér cirkelns medelpunkt
sa dr vinkeln BMC 1 radian.
Randvinkelsatsen ger vinkeln
BAC.
Hojden fran sida BC till A ger
en ratvinklig triangel.

31 &) Yy = 1,5+ 4,5=6,0
Ymin =— 1,5 +4,5=23,0
byA =106
¢) y=Asinx+ B
Ymas =A+B=A+3A=4A
Ymin=—A+B=-A+3A=2A

32 a) Tex A=20° ger B=70° och
sinA + sinB + sinC =
= sin20° + sin 70° 4 sin90° =
=~ 2,28

b) Summans storsta varde ar
1 + 2. Minsta viirde saknas.
Ledtrdd:
Understk y = sinx + cosx -+ 1.
Anvind derivataiiintervallet
0 <x < m/2 ellerskrivom till
y:ﬁsin(er 459) + 1
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3103 a) y' = 5x*—24x2

y" = 20x®-48x
b) y' = 16x + 8e*
y"=16 + 16e*
. _ 1
Qy=-x*= g
y'=4x5= is
x
d)y' =-6x2+2/3=
=25 4273
x
0 _ 4 _ 18
y'=18x"*= F
Ledtrdd:
L 3x?
x2
3104 a) 0

b) 20e2* + 32e%

3105 y'(20) = -0,59
Tolkning:
Ar 2025 minskar befolkningen
med hastigheten 590
personer/ar

3106 a) y' = 16x(x? + 1)7

Ledtrdd:
y'éar produkten av den yttre
och inre derivatan.
y'=8(x*+1)7-2x

by =(@2x+1)-e >

¢) y' = 3x2 cosx?

d) y' = -2+ (cosx)® - (~sinx) =
_ 2sinx

cos3x

Ledtrad:

—— = (cosx)2
cos?x

3107 f'(2) = 23
Losning:

3108 y = 0,5(x% + 4x%)
Y =052x+4) =x+2

3109 a) Tex y = 2x
b) Tex y = -x?

3110 a) 5,98 b) 3,30
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3111 Lésning:
1

:—:x
g & 1 1
'=-0,5x1 == —=
1 2 X1
=-——— V.SV
2xyx

3112 a) f' () = 10e2x
f'(3) = 4034,288

b) 4 061,237

c) 4034,288

Kommentar:

Ett mindre vérde pa h ger bittre
noggrannhet i b). Noggrann-
heten i rdknarens svar kan bero
av instidllning/inmatning.
Kontrollera hur din riknare
fungerar.

3113 a) y' = 0,8¢%%

Ledtrad:
Potenslagar ger y = ¢%8x
e o 2
b) y' =-2¢ 2*——;
; _ 2x
C) y :_(x2_2) 2'2x=——(x2_—2)2
d)y' =2x
Ledtrdd:

Bryt forstut x? itdljaren
och férkorta.

3114 a =2
Ledtrdd:
i 1

4 =\I2x+a

3115 a) y = 2ne*
Losning:
y= er
y' =y® = 2leg2x
y'=y® =22eX o5V
y(n] — 2"€2X

b)y(n) = (_1)!112371
.x—(n+1) = (_l)n.n! .x—-(n+1)
dir n!=1-2-3-...'n

Losning:

1
Y=< xt
y = y(l) = (1) -x2
Yy =y® =
= (D) xP =
= (1)2-1-2 x3
Y= y® =

=D ) xt =
=(131-2-3-x%osv
y(n) =(D*1-2-3-...-n-
Ly~ D = D" -n! -+ D
(n! = n-fakultet =
=1-2:3-...-nm)

3116 a) f(“’l)z;l O=h) _oax + b

b) For en andragradsfunktion
ger en central differenskvot
exakt derivatan.

3117 a) Losning:
Differenskvoten =
fle+h) + gl + ) - (f(x) + g(x)
h
_feth)—fO0) +gbc+ ) -gld _
h
e+ W) -0 | glet h) -g()
h h
Differenskvoten gar mot
F'0) +g'(x) narh—0

b) Losning:
Differenskvoten

_fx+h) - f) _
h
11
LelbEmh)E= 22 =
h
_x -+ hP
T h(x+hP2x®
_ 2x+h
T+ hPxE T
2k
T+ x (et X

Differenskvoten gar mot
2

- ndrh—0
x

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

3119 a) y' = x - cosx + sinx
b)y' = i
=x2 (=3sin3x) + 2x- cos 3x,=
= 2x cos3x - 3x?sin3x

3120 a) y'=6x>+ 2x+ 6
Ledtrad:
y=Q+20-2x+2-3+x»
by =6x?+2x+6
Ledtrad:
y=2x3+x*+6x+3
3121 a) y' = -2 sinx
b) y' = -2 sinx
¢) Kommentar:
Produktregeln méste vi an-
vénda nér vi har en produkt
av funktioner som beror av
tex x. Arden ena faktorn

en konstant si ir det enklare
att anvianda sambandet i a).

3122 a) y'= 2 sinx cosx

b) ¥' = sinx - cosx + cosx - sinx =
= 2 sinxcosx

3123 a) y' = 5e%
Losning:
y' = er 5 3€3X + 2€2X o eBx —
= 5e>*
b) y'= 5e5
Ledtrdd:
y= eSx

3124 Petter har rétt.
Motivering:
Derivatan dr en summa. En
summa férdndras inte om ord-
ningen pé termerna dndras.

3125 a) y' = x - cosx
b) y' = —2xsinx

3126 a) x=-1
Ledtrad:
Faktorisering av derivatan
ger eX(x+ 1) =0 och
eX> 0 forallax.

b) x=10 eller x=-1/2

3127 a) h'(3) = 28
Ledtrad:
@3 =3 +g®)
b) h'(3) =193
Ledtrdd:
H@)=f(3)-g(3) +f'(3)-g3)

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

3128 f'(4) = 6,5
Ledtrad: r
f@@-—JZ'go®«+2J4 4C)
3129 a) A'(t) = 8cos 2t +
8cost cos2t — 6sint —
4 sint sin 2t

b) A'(5) = —4,95
Efter 5 sekunder minskar
arean med 5 m?2/s.

3130 x - e¥

3131 a) y' = x?- cosdx—x3 - sinx -+ cos2x
b) y' = 2x- (sinx - 2e?* +

+ cosx-e?) + 2 -sinx:e? =
= 2% (2x - sinx + x - cosx +
+ sinx)
Ledtrad:
Anvénd produktregeln
i produktregeln.

3132 a) fg
Losning:
f+el-(F-g _
4

g r2fe- - +2fg _
4

=/8
b) Lisning:
y=f8=
F+g)* f-o°
4 4
Kedjeregeln ger: y' =

2+ +g)
4

2(f-8)(f"—-g) _
4

22U+ fer+gf +gg)
4
200" - fg' —ef "+ 88" _
4

4/’ +4f P
E fg4fg=fg+fg

3133 Losning:
fgh +f(gh+gh) =
= f'gh + fg'h + fgh'

3134 a) AV=Af-gh+f-Ag-h +

+fg-Ah + fAghh + AfAg -

-h + AfgAh + AfAgAh

Ledtrdd:

W= (A

(g Ag) - (h + AR) —fgh

b) lim 2 = fgh + fe'h + gl

Ledtrad:
Stéll upp differens
kvoten AV/Ax och bestdm
de olika termernas griins-

virde. Jamfor med metod
2 pd sidan 105.

Historik: Leibniz och

produktregeln
1 a) f'G) = 2x
u-v=2x-0=0
b) f'(x) = 5x*

u' - v'=2x- 3x% = 6x3

Q) fle)=3x2+2x+1
u'-v'=1-2x=2x

2 a) Produktregeln ger derivatan:
cx+d)@2x+b +ck?+bx)=
= 3cx? + (2bc + 2d)x + bd
Parentesmultiplikation ger:
o3+ (bc + d) x% + bdx
vars derivata 4r:
3cx? + (2bc + 2d)x + bd

3 Om u och v ar konstanter blir
derivatan i bida fallen 0.

1-x?

3136 a) f'(xY) = m

—sinx ' x—cosx
b) f/(9) = X X_cosx
x
_ sinx:.x 4 cosx

=t xz

3137 a) f'() = Cos 2x - 2); —sin 2x
x
b) /G =
_=sin2x- 2 - e*—cos2x - 2 _
(e%)?
_ _2sin2x + 2 cos2x
= e2x
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3138 a) y = 2X_—°
X
by =2x- >
X
0-x*-1-3x" 3
3139y = X -1 3
ay NG e
by = —3x 4= -3
X

3140 /' (g) =4
Ledtrad:
Tex ff() =1+ tan?x
tabell ger tan (n/3) = 3

3141 y'= 3x*>-1-bx?, dvsderivatan
beror avb men inte av a.
Ledtrad:
y=x3-x+a+b/x

3142a=38

Ledtrad:
Kvotregeln ger

feo=-

a
(- 1)*

3143 @) y'=-2x2 e ¥+ 2x e =
_ 2x—2x?
- eZX

Ledtrad:
y= x2 5 E*ZX
b) Ja.
Motivering:
¥ =f0/g(x) =f () - (gL
3144 Ledtrad:
. _ —sin*x—cos®x
sin®x
3145y = (ﬁﬁ—zlﬂ +8 5
b3 T
Ledtrad:
(1 + an®x)x—tanx

n/5-1_ 8r-16

(/) = =
g w/4F
3149 a) y' = 1/x
b) y'=4/x
oy =1/x
d)y' =4/x
Ledtrad:
Kedjeregeln ger

y'= l4 < 4x® eller
x

logaritmlag ger
y=Ilnx*=41nx
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3150 a) y' = 2&*°

b) y' = 5¢-In5
) y'=3000-1,12"-In1,12 =
~340-1,12¢
d)y' =10%-1n10-2 =
~ 4,60 - 10%

3151 ) y' = 210X
X

b))y =2/x
gy =2%1In2-(-1)=
=-In2-27%
dy =2 In2-2%
Ledtrad:

Skriv forst om till y = 22,

3152a)y'=-Gx+ D2-5=

S
(5x + 1)2
2
by = B
Ledtrdd:
y =2
' [
o)y = _CosX
) sin?x
Ledtrdd:
y = (sinx)!
4o
Dy =-——=
)Y =t 1y
Losning:
y=(*+ 1)
y ==2-(¥4+ 13 2=
4e2x
T e+ 1)?

3153 a) y' = e“(z Inx + %)

i_ €
b)y' = "
3154 Hassan har ratt.
Motivering:
Inax har derivata
L.,-1
ax x

3155y =x-1

Ay
14
%

0.0
A

Losning:

y') =1/x

y =1

y=0
Tangentens ekvation
y-0=1x-1)
y=x-1

3156 f'(e) =0
Ledtrddi'
; nx-1
DY) 7
3157 a) N'(7) =377
Tolkning:
Efter sju dygn insjuknar
ungefir 38 personer/dygn
Ledtrad:
Anvénd rédknarens
deriveringsverktyg eller
derivera for hand.
62250e
(1 + 249¢7)?
b) N"(7) = -23,7
Tolkning:
Efter sju dygn minskar
antalet som insjuknar
varje dag med
24 (personer/dygn)/dygn
Ledtrad:
N'(®®) =

_ 31000500¢™ — 62250¢ (1 +249¢ 1)
(1+249¢)°

N'® =

3158 ==
2y cos?2x
eller
y' = 2(1 + tan?2x)
by = 2 tanx

C) ! = ﬂ = —tanx
Y oS x

P S S
Oy = Inx x xInx

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

Ledtrdd:
. 1-21
Y = 1z2Inx
B
Tangentens lutning = y'(1) = 1

3160 x = e = 0,717
Ledtrad:
3x?lnx +x2=0
x*@Glnx+1) =0
Obs, x>0
! 1
3161 y' = W
Losning:
y=x ger y?=x
2yy'=1
y'=1/2y
, 1

" 2x

3162 a) Lisning:
y=a*
y= elna x
y' =Ina- e *=1ng a*
b) Losning:
y=a
Iny =x-1lna

1.

~-y' =lIna

y

y' =lna-y=Ina-a*

3163yv:xlr}10

Motivering:
y=lgx
10 =x
In10-10Y-y' =1
, 1 1
y o e— e ——
In10-10 Inl10-x

3164 a) Losning:
VL =y? =tan’x =

_ sin®x _
cos? x
_l-cos’x 1 1=
cos? x cos® x
= HL

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

b) Lésning:
2sin x
2yy =
o4 cos? x

2 sin x
2y cos® x

) 2sinx

Y T otanx costx

_ 2sinxcosx 1
2sin x cos’x  cos’x

3165 Nej, y = x - Inx har ett minimi-
virde —e™! = —0,3679.
Losning:

Sitt fO) =x-lnx x>0

fG) =Inx+x- 1_ Inx+1
6 =0 -

ger Inx = -1 vilket ger
x=e1

160 = % >0 fér x > 0

x = e”! ger minimivirde

fom =€ l-lnel = el =

~ —0,36787...

x-Inx > -0,3675 gdller ej for
alla x > 0.

3166 Maximipunkt: (e, €/¢)

A (e ele)

Losning:
y(x) = xlix = elnx 1/x

, Linx( =1
Y @) =e (;x+%)=

x
i(l—lnx)
x

y' () =0dalnx =1,
dvsda x = e.
Maximipunkt: (e, e /)

3169 a) dy _ cost—1
dt

dA
DL
)dt )

3170 ) 4 = 0,075
dt

b) da _ 2nr
dr g
) %‘ ~094) @n-2-0,075)"
s Tolkning:
Nar radien 4r 2,0 m
Okar arean med hastig-

heten 0,94 m?/s
3171 a dv _dV dx

dt  dx dt
b Y s 5dmi/h
dt

Ledtrdd:
v _, , dx
dt de
Omvandla till samma ldngd-

enhet, tex dm, dm/h

3172 a) 36 cm%/min
Ledtrad:
A=x?
dA dx
el Pt
dt dt
c) 0,19 cm/min
Ledtrad:
dx dA /
Xalox
dt dt
3173 0,0074 cm/s
Ledtrdd:

A4 4mr? iid
dt de

v dh
dt dr

dav
de
dv o dr

71?=9TI:T‘E

3174 a)

b)

dr
2nrh a?
o

3175 a) Sidan &r 6 cm.
Volymen minskar d& med
216 cm®/min.

b) Det ér inte sékert att den
smélter med konstant hastig-
het.

3176 a) Om radien minskar med Ar
minskar volymen med klo-
tets area multiplicerat med
Ar. Jamfor t ex med att skala
bort ett tunt skal pa en 16k.
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b) A= mwr?
dA dr .. .
=F = 2nr gt dar 2nr ar

cirkelns omkrets.

Om radien #ndras med Ar
dndras arean med omkret-
sen multiplicerat med Ar.

3177 Hojden stiger med 0,39 cm/min.

Losning:
v _n _ap2y.dh
&~ 3 @3y
& o ono—p &
ar =n-h(9-h) a ger
av

dh _ __dt

dt nh(9—h)

_ v _
h = 4,5 och o = 2,5 ger
dh _ 2,5

F il o w i

3178 Vitskenivan sjunker med
0,35 cm/min
Losning:
For ”vattenkonen” med
radien r och hdjden r géller

_nrtr _owr?
V="3"=7
d_V = 37”'2 i :nrzg
dt 3 dr dt
av
dr _ dt
ger p—;
dv
s -360
_ dr -360
r=18 ger ar 718
= -0,35

3203 a) x=—2 eller x=1

b) y"(-2) =-9 < 0 dvslokal
maxpunktdd x=-2
¥"(1) =9 >0 dvslokal
minpunktdd x =1

c) Kontrollera att grafen har
lokalt min (1; 0,5) och lokalt
max (-2, 14)

278

3204 a) Ledtradd:
Visa atty' = 2cos2x dr 0 da

x=Z och x=3—1t
4 4

b) _y”(%t) =_4<0 dvs

lokal maxpunkt dd x = ‘E}
3n
"N=]=4>0 dvs
y(4)
lokal minpunkt dd x = 2L
¢) Kontrollera att grafen har

lokalt max (E, 1) och
lokalt min (%Tn’ -1

3205a) 1,3,4
b) 5
o 1,6
d)2,3,5

3206 a) Ay

i

v

\J

b) y dr vixande for x < -1 och
x=1
Ledtrad:
Derivata ger lokalt max
(<1, 2) och lokalt min (1, -2)

3207 (1,-0,5)
3208

3209 Ay

¥ [\
T
1

\ia

Ledtrdd:
Kurvan har lokalt max
(1,5; 2¢1%)
3210 a) Energidtgingen per meter
minskar.
b) 6 m/s.
Ledtrad:
3

y= S har sitt minsta

- x3 .
virde dd y = —— harsitt
minsta virde.

3211 a) b)

=5
x 1

8Er Ymin = _ﬁ = -0,037

3212 (5?“ %"— . 2\/§)

3213 a=16
Ledtrdd:
. 2x3—-a
—

y'skavaranoll d§ x = 2.
Visa atty"(2) > 0.

3214 a) A(v) =

= 144-2-sinv-cosv =
= 144sin2v, 0 < v < /2
Ledtrad:
Hojd = 12 sinv
Bas =2-12cosv

b A () = 2x /144 — x?
0<x<12

¢) 144 cm? fo6r v = /4 och

x=72.

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

3215 x = 12 ger y,u.
Losning:
z u-z

Pythagoras sats ger
y2 = x2 +u?
(uppvikta triangeln)
{(16—x)2 + g% = x2
u? = (u-g)?+ 162
(fargade trianglarna)
P o
Y 2x-16"
S8k minimum for y 2.

8<x<16

Sétt y? = z, sék minimum

for z.
2x°
Tax-160 85X <16
g = 2x-16)6x" —2x -2 _
(2x —16)
_ 12x° —96x* —4x°
(2x —16)*

_ 8x*-96x*  8x*(x-12)

(2x —16)* (2x —-16)*

z' =0 for x = 12
iintervallet.

Teckenstudium av 2’ ger att
det blir minimum.

3219 a) 11
b) -9
c) 4,92

32204a) f(3) =1, f(-3) =5
b) x=9 eller x=-5

3221 a) y

|
X

=

T c E

y=Ixl 1y=u-m

b) Kontrollera graferna med
din grafriknare.
Anvind tex y = abs(x)

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

3222 Fiona har fel.
Motivering:
J0| =0 é&rinte ett positivttal -
men x = 0 ger |x| >0.

3223 a) A
Motivering:

L 5 ar inte definierat
dd x=-2

b) A - stérsta och minsta virde
saknas.
B - storsta varde saknas,
minsta virde ar 2.
Motivering:
A —véxer resp avtar obe-
gridnsat ndr x nirmar sig —2.
B - saknar storsta virde d&
(x + 2)2 kan bli hur stort
som helst. Minsta virde dr 2
dd (x + 2)? 4rnoll.

3224 3) x=5
b) Kommentar:
Ménga riknare har be-
gransad upplésning varfor
graferna kan bli konstiga
nar man zoomar ut.

32252) Tex y=1/(x-2)
b) Tex y=yx-2

o Texy= |x-2|

3226 y = |0,5x + 5|
Ledtrad:
Bestam linjens ekvation for
x> -10.

3227 a) Definitionsméngd: x > -2
Vérdemingd: Alla reella
taly.

b) Forklaring:
y=ln(t2) oeY=x+2
x < -2 geratt In(x + 2)
ej ar definierat eftersom
e¥ > 0. Om x ndrmar sig
-2 kany, som motsvarar
en exponent, bli hur litet
som helst, t ex e 190 dr ett
litet positivt tal. Nar x 6kar
véxer y férst snabbt och
sedan ldngsammare, t ex
e? =74 e~ 20,et= 55

3228 Motivering:
Bade |x-y| och |y-x| ger
avstdndet mellan de reella
talenx ochy.

3229a=-2,b=4
Ledtrdd:
Xx =0 gerskirningen med
- y-axeln.

3230 =-4; i7= 1 ochc=2
3231a=4/3
~ Ledtrad:
Min.virde -2 ger att triangelns
bas &r 3. Bestdm linjens lutning.
3234 a) x-axeln
b) x =-1 och x-axeln
c) y-axeln och y = 0,5x
d)x=n/2

3235 a) y-axeln
b) y-axeln och y = -1,5x
Aoy=-1

3236 Forklaring:
En asymptot dr en rat linje som
grafen ndrmar sig nér avstan-
det till origo 6kar. Tex y = e~
nérmar sig x-axeln nér x 6kar.
x-axeln (y = 0) &r en asymptot.

3237 a) A
10 V

=2x+8
y—2X+X

¥

a

Lokalt max: (-2, -8)
Lokalt min: (2, 8)
b) Ja, y-axeln ochy = 2x

¢) Nej, ndrx nérmar sig O frin
héger vixer y obegrinsat

3238 a) For stora |x| dominerar 3x,
y = 3x &r en asymptot.
Fér smé |x| dominerar =,
y-axeln 4r en asymptot.®

Ay

L/

/)
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b) For stora |x| dominerar —x*
Foérsmad |x| dominerar 4x?

Ay

AVARF

3239 ; AY

2~V
=

Lokalt max: (-2, -1)

Lokalt min: (2, 3)

Asymptoter: y-axeln och
y=05x+1

3240 a) Extrempunkter saknas
eftersom derivatan saknar
nollstallen.

Asymptoter: x- och y-axeln

b) Lokalt max: (0,5;-4)
Asymptoter: x- och y-axeln,
x=1

3241 a) y-axelnoch y = —x
by= l—x
X

3242 Nej, Johan har fel.
Motivering:
y =sinx +x har y =x som
“mittlinje”, dvs grafen varierar
kring denna men narmar sig
inte mer och mer nér x kar.

3243 y = tan'x har asymptoterna
y=m/2 och y = -n/2
Motivering:

Nér x 6kar ndrmar sig tan'x
vardet n/2 eftersom tanx
Okar obegrinsat ndr x ndrmar
sig /2. P4 motsvarande sétt
nirmar sig tan'x viardet —n/2
nar x ——o.
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3244 a) Tex y =e*+ 2 eller
y=2+1/x
1
b) Texy = DD +x
3245 Grafen har lokalt max: (0, 1/4)
och asymptoter x = + 2
och y=1.
Ledtrdd:
Y'(©0) =0,y"(0) <0
Undersok for vilka x uttrycket
inte dr definierat samt vilket
vérde y ndrmar sig ndr |x| blir
stort.

3302 a) Losning:
y=5-¢*gery'=10-e*
VL=y'-2y=

=10-e*-2-5-¢*=0=HL
b) Lésning:
y =4cosx, y' =—4sinx,
y"=-4cosx
VL=y"+y=
=—4cosx+4cosx=0
=HL

3303Tex y"+y'+y=0
3304 a) Losning:
VL= — 4 et
dx
HL=ky=k-A-e*=VL
b)y(0) =A-ek0=A
3305 Ne;j.
Motivering:
y=x-€, y'=x-e<+e*
VL=
y’—y=X'6x+€x—X'exzex
HL=xy= x-x-e° =x%-¢*

VL # HL
3306 A =12, k=-0,03
3307 k=3
Losning:
y = coskx didr k > 0
y' = —ksinkx

y" = -k?coskx

y'+9y =0 ger
—k2coskx +9coskx =0
coskx(9-k*) =0

9-k?=0

k2=9

k=3, k>0
3308r=2 eller r=-3

Ledtrdd:

y =e™ drenlésning om

r2+r-6=0

3309a) -
b)A=0, B=20
cA=1,B=-3

3310 Ledtrdd:
e—x

I (1 +e™)?
3311 a) Tex y = e och y = 10e%*
b) Kommentar:
y= Cl eO,lx + Czeo,lx
iren l6sning for alla
vérden pa C; och C,.
3314 a) Losning:
y =150-e7%20¢ ger
y(0) =150 -e7020°0 =150
b) Ldsning:
VL=
= ¥ _150. (0,20 - 02
dt
HL = -0,20y =
= (=0,20) - 150 - -0 =
=VL
3315 a) Ar 2010 var folkméngden
45 miljoner.

b) Folkméingden ékar med
hastigheten 1,2% per ar av
den aktuella folkméngden.

3316 a) k = 0,15
b) Ca 33000 st
Ledtrdd:
Berédkna y(8).
3317 a) -
b) C=44000

3318 a) y' = -0,20y
b) y'=ky, k>0
o y=k(20-y), k>0
3319 Lasning:
= vyt + at?/2
s'=vy +at
s"=a
3320a) A=-4
b) Lovméangden nérmar sig
4 g/cm?.
3321 a) -

b) Begynnelsevirdet,
dvs méngden féroreningar
vid t = 0.

c) Den tid det tar innan
méangden fororeningar ar en
tiondel av begynnelsevirdet.

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

3322 a) % = 260 individer/ar

d
b) d—{
©) 0 <y < 5400
d)y > 5400
&) y = 5400

= —900 individer/ar .|

3323 a) Antalet bakterier ar fran
bérjan 100 st och de ékar
med hastigheten 8% per
timme av det aktuella
antalet.

b) y = 100 098¢
3324 a) En kopp te har frdn bérjan
temperaturen 85 °C. Den
svalnar sedan med en
hastighet proportionell mot
skillnaden mellan teets

temperatur och rumstempe-
raturen.

b) -
¢) Temperaturen vid ndgon
tidpunkt t > 0.
3325 Ledtrdd:
dy. __k__
dt 2kt +C
3326 2) % = kih, k>0
b k=2
Ledtrdd:
Jamfor (ji—]; med vyh

c) h(0) =81 cm och h(9) =0,
dvs tanken dr tom efter 9
minuter.

d
33279 -1-01
it 1y

3403 a) Tex F(x) =x3/3 + 3x
b) Tex F(x) = 0,6e**
¢) Tex F(x) = 2 sinx— cosx
d) Tex FGo) = —%‘
3404 a) F(x) = 4sinx-x*+ 1
Ledtrad:

F(x) =4sinx—x*+C
Sdtt F(0) =1 och bestim C.

b) F(x) = 2e%/3 + x*/2 + 1/3

3405 Forklaring:
Béda har derivatan f(x) = x.
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3406 Forklaring:
Finn en primitiv funktion’till
fx) = x2. F(x) =x3:8 |
Beridkna F(2) —F(1), dvs

feoecl]-(BH5)

3407 a) 1
b) 8¢-8

3408 a) %6 a.e.~ 153a.e.

Ledtrdd:
Berdkna integralen
3

j(lO + x—-x2)dx
1
b) (4-2¢) a.e. = 3,3 a.e.
Ledtrad:
Berdkna summan
0 1

I(x + 2)dx + ].Ze*"dx

-2 [

3409 2ae.

3410 a) Tex F(x) = ){155 -0,2x

b) Tex F(x) = 41n |x| —8yx
Q) Tex FOO) = 2=

In2
5—X
d) Tex F(x) = —=——
) Tex F(J In5
3411 200/3 a.e. = 66,7 a.e.

Ledirad:
Ovre integrationsgréans
ar funktionens hogra nollstélle.

3412 a) 20-y5 a.e.
b) (1/3 +In2) a.e.

3413 a) Ledtrdd:
Derivera F(x)

b) 2e2
Ledtrad:
Berdkna F(2) -F(1).
3414 q =4
3
Ledtrad:
/4
Ia sin2xdx = £
) 2

3415 F/(Jn) =1
Lb'sning:[
FO = j cos (x?) dx =

0
=GE-G)
ddr G'(®) = cos (t2) och
G (0) ar en konstant.
F'(t) = G'(t) + 0 = cost?
F'(r) = cos (x/E)Z =
=cosmw = -1
3418 2,5
Ledtrdd:

Bestdm arean under grafen
med hjélp av rutorna.

3
3419 a) jefzf dx = 1,22

-

2

b) j sin?x dx =~ 1,19
0

3420a) 1,5
Ledtrdd:
Anvéind formeln
A b(h; + h,)
2

b) 1,75
Ledtrad:
Rektangelns hojd ar
£(0,5) =1,75

¢) Riknaren gerca 1,67.
I detta fall ger mittpunkts-
rektangeln ett béttre ndrme-
virde.

3
342111 < [f() dx <19
1
Ledtrad
De tvéa rektanglarna under
kurvan har en area som bildar
en undersumma medan de tva
6ver kurvan ger en fversumma.
8
3422 [f() dx =~ 15
6
Ledtrad:
Uppskatta arean med tva
parallelltrapetser.
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3423 a = 3,6
Ledtrad:
Summan av arean under
kurvan frdn x = 0 till
x=a skabli3.

3424 Med mittpunktsrektanglar
och/eller en indelning med fler
rektanglar.

Motivering:

Kurvan vixer varfor mitt-
punktsrektanglar ger en béttre
approximation dn gversumman
ifiguren. Fler rektanglar ger en
area som ndrmar sig den stkta
arean.

3425 Ca 10,0 a.e.
Ledtrdd:
Bestdm integrationsgranser
och integralen med hjélp av
raknaren.

3426 k = 1,84
Ledtrdd:
Prova dig fram.

3427 Cal,69a.e.
Ledirdd:
Bestim grafiskt x-koordinaten
for kurvornas skérning, a.
Arean ges av

[ (3-2x) dx~[sin () dx
0 0
172
3428 [ tanmx dx saknar vdrde.
0
Motivering:
Integralens virde motsvaras av
en area som inte dr begrdnsad
eftersom kurvan y = tanmx
vixer obegransat ndr x ndrmar
sig 1/2.
2
3431a) [ +2-0,52) dx

-2

b) 13 4 a.e.
3

34323) 1% ae.

Ledtrad:
— 1 — 2
Y= ; =

2
Berdkna ] (62 —x2)dx
1
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1
b) 5= a.e.
) 3 a.e
Ledtrad:
Overfunktion y = 0 ger
1
= [0-062-3ndx=

-1
1

= I(—x2 + 3)dx

-1
3433A=2ae. B=6bae.

3434 A och B har samma vérde
eftersom (4-x%) - (2-x) kan
forenklas till (2 + x-x?)

3435A=0,5 B=15 C=2

3436 ° y

a) Forx = 0 ochx = 1.

b) '1[(4—x2—(4—x))d_x =
= j[(x—xz)dx

c)1

6 a.e.

3437 4/3 a.e.

3438 (1-n/4) ae.
Ledtrdd:
Beriikna arean under y = cosx
och subtrahera triangelns area.
n 1 50 1
3439a) (E’ f) och (?, 2)
b (V3 - g Yae.

3440

N

.d
i
==

Y=

Arean ér 5,5 a.e.

3441 3% ae.

Ledtrdd:

Arean kan bestimmas med tva
integraler

1

I(4x —0,5x) dx +

[}
2

+ [(5-x2-0,50 dx

1

3442 1,5a.e.

3443a = 1,70
Ldsning:

NN
In2 In2
2¢-1=-In2
_ _In(1 —1In2) ~1
In2 ’

70

3444 a) Det firgade omrédet dr
hilften av en rektangel med
arean, dvs g .

n/2
) [ @-sin®x)dx =
-n/2
n/2
= J cos® xdx =
—n/2
n/2 1
= J §(1+c032x)dx =

—n/2

. /2
1 ( sin 2x )} T
= |l x4+ = B
[2 2 = 2
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3445 55

¥y

A9\

1

Losning:
Integrationsgranserna far du
genom att berdkna skdrningen
mellan kurvorna.

3x2%2-x% = 0,5x3
3x%2-1,5x3 =0

1,5x%(2-x) = 0

X, =0, x, =2

Kurvan y = 3x2-x?3 skir
x-axelni (0, 0) och (3, 0).
L&t de bdda omradenas areor
vara A och B.

A= j(3x2—x3—0,5x3) dx =
0

(3x* —1,5x) dx =

S—n

4
27 19
B==--2===
4 4
Forhallandet A_2 _ 8
19 19
4
3
3446b =¥ ~ 1,08
Ledtrdd:
Los ekvationen
Vb
[(@-x2-G2-b)dx=3
—ib
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3448a) 0
5
MDA=B= =
) 4

-~

) Tolkning: .
Integralen dr noll eftersom
arean §ver x-axeln &r lika
stor som arean under

x-axeln.
34492) a = %" ba=Z

3450 a) Visa att VL = HL = 24
b) Visaatt VL=HL=mn/2-1

3451 a) Positiv
Motivering:
Arean ovanfor x-axeln ar
stérre dn arean under
x-axeln

b) Negativ
Motivering:
Arean ovanfor x-axeln dr
mindre dn arean under
x-axeln

¢) Positiv
Motivering:
Arean ovanfor x-axeln dr
mindre dn arean under
x-axeln

3452 a) 24 b) 100 c) 68

3453a) 2 + g 1
T
B2+ g do

3454 q) - 2

Ledtrad:

2

[fo0 ax =

1

= jf(X) dx - jl'f(x) dx

b) 12

3455 a) Ne;j.
Motivering:
Linjeny = 4x — 6 skir
x-axelnvid x = 1,5. Minsta
1n;(’jjliga virde ges av

[ (4x-6)dx = =

i 2

b) Ja. (a = Eﬁ)

3456 8 a.c.
Ledtrdd:
J\y

&

L b

Béda areorna ir 4 a.e.

3457 2
n+1

3
3458 Tex 2-4 + J.—(x3 —3x?%) dx
2

eller [((x* -3x™) - (-4)) dx +

3
+ J —(x® —3x?) dx
0
3459g(4) =-1,5
Losning:

&'t dx = [g]’, =

=gW-g-2)
Ur figuren fér vi

.
[¢/G0dx =-45
g@-g(2)=-45
g@ =-45+3=-1,5

3460 Minsta virde dr -2
Losning:
f0) =x%-3x (x>0)
flG) =3x2-3=0 for x=1
f'(1) = 6-1 >0 minpunkt
f =-2
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346100 = 15x2%, a = 217°
Losning:

Jfwdt = [F® =

=F(x) -F(a = 5x3-10
Deriveras bada leden fir man
F'(x) = 15x2, dvs f(x) = 15x?

Alltsa j['15t2 dr = [sﬁ]z N

= 5x3-5a® = 5x3-10

ger 5a = 10
a® =2
a = 21/3
4,0
2464a) [10tdt
3,0
b) 35m
Ledtrad:

Berdkna integralen i a).

3465a) 10s b) 100 m

3466 a) y(5) = 32
Tolkning:
Efter 5 dr okar antalet
invanare med hastigheten
32 invAnare/ar.
5
b) | 25e005% dx ~ 140
0
Tolkning:
Under de fem férsta dren
Okar antalet invénare med
ca 140.

3467 4,8m/s
2
3468a) [v(Odt=1,5
0
Tolkning:
Under de tva forsta
sekunderna fardas

foremalet 1,5 m.
4
b) [v®dt=0
[
Tolkning:
Efter fyra sekunder dr
foremélet tillbaka dar det
startade.
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3469 Ca46°C.

Ledtrdd:
10

Integralen J—7e*°>“dt ger
o
temperaturférdndringen.

3470 a) y(1,5) = 0,85
y(3,5) =-0,425
Tolkning:
Vid t = 1,5s andas perso-
nenin 0,85 1/s.
Vid t = 3,5 s andas perso-
nen ut 0,425 1/s.

b) 1,61
Ledtrad:
3

[0,85 sinZE dt.
: 3
3471 Ca 24 Joule
Ledirdd:
Uppskatta arean genom att
rékna rutor eller med hjélp
av rektangel- eller trapets-
metoden.

3472 a) Ca1000J
Ledtrdd:
Uppskatta arean t ex med
fyra parallellirapets
(1015)

b) Ca1000J
Ledtrdd:
Skrivinvirdenaien
tabell och 14t rdknaren
anpassa en funktion.

Beridkna sedan
25

[r@ade

5

Fjardegradsfunktion ger
ca 999 J. Sinusfunktion
ger ca 1009 J.

3473 1730 kr

3474 Ledtrdd:
Bestdm primitiv funktion till

v eller
t

I(ax +v,) dx
[\

3475 Ca 2,8 manader
Ledtrad:
Bestdm a sé att

[y@ade =200

0

3476 K=C-50 + 50 2a + 1

Ledtrdd:
i 50
K=C+ dx
ors

3477 a) AA = 2nx - Ax

b) J-zrcxdx = n[xzjl(; =nr?
0

¢) Ca900000 personer.
Ledtrdd:
4

130 - 02 2mx dx

0

1 (x-110

-e 28
8+2n

1
0,2242n

3481 a) f() =

(x-1,65)
e 20227

b) f0) =

3482a) 0,54
b) 0,29

3483 a) 0,77
Tolkning:
Sannolikheten dr 77 % att
ett slumpvis valt virde
ligger mellan 4 och 9.
Ledtrad:
Anvind rdknarens inte-
gralverktyg.

b) 0,24

Tolkning:
Sannolikheten dr 24 % att
ett slumpvis valt virde
ligger mellan 50 och 60.

3484 3a) 39%
b) 49%

3485 a) F(x) = —e>¥
b) F(x) = —e 0:2x

3486a) —e®+1=0,998
b) —e 28 + 04 % 0,61

3487 a) Cal5%
Ledtrad:

Berdkna
10

[0,04 - e-00% dx
5
b1
Motivering:
Sannolikheten 4r 100 %
for att livsldngden ligger i
intervallet (0, )
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3488a) Cab61%
Ledtrad: .
Anvénd den standardiserade
normalférdelningen och

beridkna
1,2

1 =
—— e 2dx

A

b) Ca41%

3489P(p+ 100) = 1
Tolkning:
Vikan férsumma vérden som
ligger utanfor intervallet
u =+ 10c
Ledtrdd:

Berdkna
10

1
I —-e 2dx
20V2m

3490 a) Ca80%
b) Ca10%

c) Cal0%
Ledtrad:
Anvind normalférdelnings-
kurvans symmetri eller
sétt den Gvre integrations-
gransen till p +10c (9500)
eller mer.

3491 a) Ca37%

b) Ca50%
Ledtradd:
Den generaliserade inte-
gralen

[ 0,023 - e-002¢ gx

30

har grinsvirdet e %%,

se 10st exempel 3480 b).
¢) P(<a) =1—e 0023

Ledtrdd:

P(<a) =

a

= 0,023 - e-002x 4

[

3492 a) Ledtrad:

Visa att
' 60 -x
I dx =
5 1800
b) Cal8%
2
O P(<ky=K __K_
30 3600
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3493 Ledtrad:

Visa att j B-eMdx,
N 0
har grinsvardet 1,

3494 Ca 6300 timmar
Ledtrad:
Sok a sd att
1.
4 5042
Multiplicera sedan med antal
timmar/laddning.

3495 f(x) = 1/6
Ledtrad:
Arean for hela intervallet ska
varal.

3502Cal5m

35034a) -8
Ledtrdd:
F(3) -F(-1)

[

ar, )
=30 dx = 0,10

b) 8
x3
3504 f(x) = g—cosx +3

3505 120 m
Ledtrad:
Rita figur och uppskatta
3,0
[v@de
4]
med 5 parallelltrapetser.

3506 180 m3/s
Ledtrad:
Arean (m?) - hastighet (m/s)
ger flodet.

3507 a) Ledtrad:
Derivera F(x).

b) Ledtrad:
Beriikna F(n/2) — F(0)

3508y, = 3
Motivering:
En kvadrat kan aldrig bli nega-
tiv och det finns ett x-virde s&
att parentesen blir noll.
(y =€ skar y=-x)

3509 a). Grafen ser ut som den rita
linjen y = 2x-3.
Forklaring:
e dat0
dx+3
_ (2x-3)2x+3)
2x+ 3
b) Linjen &r inte definierad d&
x =-1,5. Grafen har ett
“h4l” sd rikraren bor ge "un-
defined” eller liknande.

3510 a) Ay

2x-3

y=11+2xl

¥

b)

A B

Asymptoter: x- och y-axeln

Y 3
y=14sin 2x|
1
Y
n =
2
3511 a) 144
Ledtrad:
Kurvan ar symmetrisk.
Ay
y=2x
0-
%
2
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b) 7
Ledtrdd:

3512 b=1/3
Ledtrad:
Triangeln har basen 4/b och
hojden 4/(b + 1).

3513 F(x) = 3(xe*—¢%)

3514 41
Lésning:

jg(X) dx =

-4

= }(f(x)+ 3) dx =
-4

B8 8
= [fe) dx+ [3de=
-4 -4
=5+36=41

3515 a) Nej.
Motivering:
f1(0)=g'©) +R'0
b) Ja.
Motivering:
f1(0) = g(0) - h'(0) +g'(0) - h(0)
Omtex g(0) <0 och
h(0) <0 &r f'(0) > 0.

3516 Ca7,641l.e.
Ledtrad:
Anvand grafritarens integral-
verktyg.
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3517 x=0,x =5-50,x =5 + {50
Tolkning:
For dessa x-vérden ér inte-
gralen noll vilket kan tolkas
geometriskt som att i interval-
let (0, x) 4r arean ovan x-axeln
lika med arean under.

3518 Lisning:
VL = 36sinx + 105 cosx =
= 111 -sin (¢ + v),
dvs har maximivardet 111.

HL = 3x2-2x + 112 har

minimivirdet 11 1%

3519, =12

min
Ledtrdd:
Satt t = xsinx och

2
studera g(t) = 4t+9

Bestdm t,,;,och g, . Visaatt

min

det finns x-varde i intervallet

som ger t,;, = xsinx vilket dd
ger att fmm Emin

3520 Ca 190 cm
Ledtrad:

Berédkna sannolikheten med
integral, anvand rédknare och
prova dig fram.

3522 a) Ca 16,7 km

b) 20km
Losning:

3523 Ja, planket dr 1 m?
Ledtrad:

garmot nollda x — o

3524 a) Nej, gransvérdet ar

b) Ja, gransvardet dr 1

¢) Ja, gransvardet ar 2

d) Ja, griansvérdet ir 2¢°
3525 Integralen gér mot oédndlig-

heten fér 0 < k < 1 ochhar
andligt virde for k > 1.

3526 Det stimmer.
Ledtrad:
Visa med berikning att

[30-0,96%dx < 1000
1
3602 a) AV = txAx
Ledtrdd:
Skivan &r en cylinder med

radie & och hojden Ax.
4

b)) v= Inxdx
0
c) 8nv.e.

3603 a) % v.e.=152v.e.

Ledtrad:
3

V:jnx“dx
1

b %(ez— 1) ve. = 10,0 v.e.

Ledtrad:
1

V= Ine”‘ dx
0
3604 a) AV =myAy
Ledtrdd:
Skivan dr en cylinder med
basytan m-x? =1 -y och
hojden Ay.
4

b V= Inydy
0
c) 8mv.e.

3605 a) 12,5 v.e. = 39,3 v.e.
Ledtrdd:

5

=[nE-ydy

[

b) 3?[ ve.=20,1ve.

Ledtrdd:
2

2
V= Imczdy = I‘n:y“dy
0

0

3606 a) 21mv.e. = 66,0 v.e.
Ledtrad:
4

= [n(5-x)2dx
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b) 31Tnv.e. ~19,5ve.

Ledtrdd:

2
V=[ne)de
1

161
c) 15 v.e.=3,4v.e.

Ledtrad:

Kurvan till y = 2x - x? skidr
x-axelndd x=0 och x=2
vilket utgdr integrations-
granserna.

3607 21
15

v.e. = 0,42 v.e.

Ledtrdd:
1

1
Beréknajnxzdx— chx“dx
1 0 0
eller [0 —x#)dx
0

3608%% =157 ve.

Ledtrdd:

Rita en skiss.
0

=[n@y + 1)dy

-1

3609a) y = Vrr-Ge-n2= A 20r — a2
AV =my2Ax = t(2xr-x*)Ax
2ar
b) V = | m(2r - x) dx
0
4mrs
3
d) 610000 m® (605280,1...)
Ledtrad:
as
= [n(110x-x?) dx
0

V=
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3610:t=4
Losning:

V0 = [n©-y)dy=
2

tZ
=n(9t——-16
7( 2 )

V() = 12 ger ekvationen
-18t+56=0 2<t<9
t=4 (t=14

3611 nve. =3,14ve.
Ledtrad: :
yE=xltoy=Soxt==

X

1 2961t

3612 ———v.e. = 814,3 ve.

3613 321 v.e. =101 v.e.
Losning:

En godtycklig skiva har
volymen

= (my?-m2%)Ax

Ve j(144 4)

6
:n[ %‘—44 =327

2

3614 9 v.e. = 28,3 v.e.
Ledtrad:
Integrationsgriinserna dr
0 och 31iy-led.

7297‘c

3615 —===v.e. = 654 v.e.

3616 n(e? + 1)/2v.e. = 13,2 ve.
Ledtrad:
Den stkta volymen kan
beriiknas som skillnaden i
volym mellan en cylinder och
en rotationsvolym som bildas

nér kurvan roterar runt y-axeln.

3617 t~1,10

3n? 1) -
B 3618 (4 +,2 v.e.=8,97 ve.

3619 a =15/32
Losning:
o

v, = [ra - dx = 1028

-a
a?

4
v, =|ma?-yydy = -
0

V.=V, ger a=15/32

3620a=1/3

2

3621 a) 7 | (4-x?)2dx

-2

Losning:

Jl_uln
ﬁ\ ey

] X
2 12
En godtycklig skiva har
basradien
r=5-(x2+1)=4-x2
AV =mr?Ax = t(4 -x*)*Ax
2

V=[n@4-x3"dx

-2

b) Tc:[(:(—sﬁ—z)zdy

Historik: Riemanns summor och
integralens definition

1 a) Oversumman = 3,75 a.e.
b) Undersumman = 1,75 a.e.
c) Integralen = 8/3 a.e. = 2,7 a.e.

2 Areanir 2,625 a.e. dvs en bittre
approximation dn 6ver- och un-
dersummani 1.

3 Teo har rétt. Arean under kurvan
ar en parallelltrapets med area
h(a + b)/2. Mittpunktsrektangeln
har héjden (a + b)/2 och basen h.
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Diagnos 3

1 a) y' =x%-cosx + 3x?-sinx

b) _1+1/x-1Inx

(x + 1)?
<) y' = g
* 1
dy'=
] 2x+1
2a=2/3
3 Nej.
Motivering:
/ -1
X)) = —
6 =25

f'(x) = 0 saknar l6sning

4 x=0,5ellerx=2,5

AY I
y=13-2xl

y=2\

1-
4

1

5 Lisning:
y=e*-eXx=e*(1-x)
y=0gerx=1
y'=-eX—e*(1-x)

V' =-e1<0 =y, ddx=1
yD=el=1/e

6B
Motivering:
For stora |x| dominerar x*
Forsma |x| dominerar—4x? + 1

7 Fille har ratt.
Motivering:
Nir x okar s géry mot 2x efter-
som e~* gir mot noll.

8 Tolkning:
Bilens véarde sjunker med hastig-
heten 12% per ar av det aktuella
vardet.

9k=0,5

10 % a.e. = 3,83 a.e.

60

11 j(zs cos 50t + 400) dt = 24000

0
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Tolkning:
Under 60 s avger motorn totalt
energin 24000 J.

12 45a.e.
Ledtrad:
En period dr m/2

13 a) -10
Ledtrad:
En rektangelarea under x-axeln.

b) 8
Ledtrad:
En triangelarea.

14 Ca39%
Ledtrad:
Obs olika enheter.

15 4
Ledtrad:
G(x) dr ocksa en primitiv
funktion till f(x), G'(x) = F' (x).

16 Ja.
Motivering:
0 <sin?x < 1 ger storsta virdet
4+4+1=5

17 167 v.e. = 50,3 v.e.
Ledtrad:

3 3
Berikna jn(zﬁ)de = In4xdx
1 1

Blandade dvningar kapitel 3

1 a) y' = 6cos2x
b) y'=-6(5-2x)?

2x
oy = 22 Inx + &
x

dy =1
Ledtrad:
Forkorta forst.

2 _
34
4 Ja, Andy har rétt.
Motivering:
Uppskatta arean med en area

storre 4n den under kurvan, se
figur. Ett parallelltrapets ger

2

[f(x) dx < 2@ +55) 7,5
[ 2
Ay
f{x)
2-
%
1 ] T "L
1 2 3
5 f(x) = 0,5x* + cosx + 2
Ledtrdd:

Alla primitiva funktioner ges av
fx) =0,5x% + cosx + C

6 x =70 eller x=30
Ledtrdd:
0,1x=7 eller 0,1x=3

7x=0 eller x=1

Ledtrad:
s _ 2xe™ - DxPe™  2x - 2x?
[ez\'):‘! eZX
y'=0 om téljaren dr noll.
8 Ay
y=3x+2/x M
=3x
3- y
X
1

Asymptoter: y = 3x och y-axeln.
9 a) y'=2(In0,1x + 4) - L =
X

_2In0,1x+38
x
b) y'=2%-1n2-3
10a=4
11 1,5
Ledtrdd:

Arean ovanfor x-axeln — arean
under x-axeln.
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12 Ca3,2
Ledtrad:
Grafen visar en primitiv funk-
tion, f(x) till 1 + Inx. Avldsoch
beridkna f(3) -f(1).

13 Ledtrad:

Skrivom till y = 2%
cosXx
och anvand kvotregeln.
14 W) =0
Ledtrdd:
h(0) =5

R0 =2f(x) - f10) + 2g0) - g'(0)
Andra punkten ger h'(x) =0 for
allax, dvsh(x) =5

15 13

16 a) 1,5m%h (1,471..)
b) 17m® (17,293..)

17 a) Nar personen hamnar i vattnet

ar kroppstemperaturen 37 °C,

b) -

c) t = 16,
Tolkning:
Det tar 16 minuter for
kroppstemperaturen att sjunka
till 30 °C.

d)y'(5) = —0,45.
Tolkning:
Efter 5 minuter sjunker kropps-
temperaturen med hastigheten
0,45 °C/minut.

18 a)

it X
(-1,-0,74y | 1

b) Ledtrdd:
Visa att y'(=1) = 0 och

YD) >0
19 a) Ca50st
Ledtrad:
Sannolikheten ges av
20
1 _(x—zo);
Lo 20N dy
IL 1,542

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

b) Kurvan forskjuts i sidled om
medelvirdet p dndras. Kurvan
blir "smalare” om stgndardav-
vikelsen o minskar,

Ledtrdd:
Undersok t ex

1 a0y
(-\' = «p 2-1%
o 1,5v2n

variera p =20 och 6 =1,5

20 Omréde Il r storst.
Lisning:

V,= ITE(O,sz)de =1,6m=5,03
Vv, = InJ— dy = 4m ~ 12,57
105

21 a) y (18) = 600

Tolkning:
Férbrukningshastigheten k1 18
dr 600 m?/h.

b) y'(18) = -79
Tolkning:
Foérbrukningshastigheten
minskar kI 18 med 79 m3/h
perh.

c) 7200
Tolkning:

Fran midnatt till k1 12 for-
brukas 7200 m? vatten.

22 a) Te)(y:i
x-1

b)Texy=1+l eller y=1+¢~
x

23A:ia.e, B=§a.e.
3 3

24 Cal5%

25 Ca 3100 cm?/s
Ledtrad:

dA dA dr dr

= . =2nr-—

dt dr dt dt
26 a) Cald4a.e.

: a.e = L a.e.
0,5In4 In2
Ledtrad: 0%
Primitiv funktion &r ——
In4-0,5

27 a) Tolkning:
g (3) dr arean som begransas
1
1+1¢%
koordinataxlarna och linjen
t=3:

b) §(3) ~ 1,25

avkurvan f () =

1
28 Arean = 13 a-e
Ledtrad:
Tangentens ekvation ar

y = 1,5x +0,5.

- 4
29 Arean = 31 a.e.

Ledtrad:
k=2/3

30 70 = 3,3 mm
Ledtrad:
Prova dig fram med rdaknaren.

31 2~ 67%
B

Ledtrad:

Rita i ett koordinatsystem en
rektangel med basen x = 0 till
x =4 ochhéjden y = 0 till
y=2.

Hur stor del av denna area ligger
under kurvan y = {x?

32 b Pagrafentilly = 2x-e?* dr
derivatan noll i punkten med

koordinaterna (—1, ~1)
2 e

LS
b Funktionen y = %-e“ har
e 1
minimivardet e

) Minimivérdet dr alltid o
33 Forhallandet mellan areorna
ar % och detta géller for alla

positiva a och b.
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Blandade dvningar kapitel 1 — 3

1a)y'=-2sin2x

by =1

x

¢) ¥y =5%1n5-5x*

d) y' = x - cosx + sinx
2 21

9
3a0

b) 6,5

4A=10,b=4, C=30

52/3
6 Tex y'=-3y
7 A y
(-1, 3)
h »
M1, -n
y=|x3-3x+1
Ledtrad:
For stora |x| dominerar
x3 — termen.

Forsmad |x| dominerar—3x + 1
Derivata ger extrempunkterna.

8 %v.e. = 27,2v.e.

Ledtrad: |
Berdkna _[Tt(2 + x)2dx
)

9 Ldsning.
Antag att 4 + 3sin2x > 7.
Detta ger
3sin2x >3
sin2x > 1.
Vilket dr falskt eftersom
-1 <sin2x < 1.
Vart antagande ir fel, vilket ger
att 4+ 3sin2x <7.
V.S.B.

10 Ledtrad:
Visaattf'(n/3) = 4.

290

11 x = n-n eller
T

=3 +n-

X 3 n'm

Ledtrdd:

_r_ . .
2x3 _3+n2n

12 1/6a.e.

13 a=2e
Losning:
J1/xdx=1
2
Ina-In2=1
In(a/2) = lne
a=2e

14 Ledtrdd:
Visa att F'(x) = f(x)

15\/§5n

2 6
Ledtrdd:
Bestdm minsta virdet for
sint—t/2

6a=+v6, b=6-+6
Ledtrdd:
Hela arean ér 18 a.e.

vilket tex ger [2xdx = 6.
0

17 a) x=0,23 + n- 7 eller
x=134+n-n

b)x=2,50+n-2xn
18 540 mm (543,75...)
19 cosx = iﬁ

Ledtrad:
Trigonometriska ettan.

20 Tex y =sin3x
Ledtrdd:
y = sinx har lokalt max for
x = 90°

21 a) 70h (6,962..)

b) y'(80) = 0,1.
Tolkning:
Den 21 mars ékar dagens langd
med hastigheten 0,1 h/dygn
(6 min/dygn).

) Arets langsta dag, den 20 juni
(x = 171), 4r 17,6 h lang.
Arets kortaste dag,
den 20 december (x = 354),
dr 6,4 hling.

22 a) 0,685 a.e.
Ledtrdd:
Avlis skdrningspunkternas
x-koordinater, x, ochx,, och
bestdm med rdknare

j (2 sin2x— 1) dx

X

b) (ﬁ-g)

23 x = 276° eller x = 366°

24 (1,1/2)
Ledtrdd:
, 1-x2
y'=——=——4drnoll
(x2% + 1)2

da téljaren ar noll.

25 a=—lﬁmo,40
4

Ledtrad:

In(ez")zdx =x

0 .
ger ekvationen
n-e¥ ¢

4 4

26 Motivering:
y=Inx ger y'=1/x om x> 0.
y=In(=) ger y =-1/x om x<0.
y=Inix| ger y'=1/x omx #0,
dvs géller dven x < 0.
Alla primitiva funktioner ges av
F(x) =1n |x| + C d& Cinte péver-
kar derivatan.

27 2sinx - 2sin®x

1,11683
28 j (" - x*) dx = 0,787

o

29 a) ¥y'(0,8) = -0,4 (-0,421..)
Backens lutning 4r 0,4 km /km.

b) y" = 0 ger
ae ™ - (2ax?-1) =0
¢ a=0,5
2
30 a)a=—
Da In2 _
Ledtrad:
f(2) == ger
2 2 g
ef—e =—
2 2
Sétt e* =¢q
b) —
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31 v = 68,5°
Ledtrad:
I parallelltrapetset &r h = 5sinv
och b =10+ 2-5 cosv. Stall upp
en formel och finn det storsta
virdet grafiskt.

32 cosl = 0,54
Ledtrad:
Tolka gransvirdet som
en derivata.

33 For n=4k, k=1,2,3,...

3da)bza
Ledtrad:
Bestdm lutningen i origo.

B2 cp<q
5n

Ledtrdad:

eRE a
4
b>ki1‘iguren,T=2—7t
a
A2
| =&
35 v
1 i:ﬂ
A, 1
A
m==n
A, 1

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

4103

a) Rez=4 Imz =7
b) Rez=0 Imz=2

¢) Reg=1 Img=-1
d)Rezg=-2 Img=6

e) Rez=5 1Imz=0

f) Rez=2 Imz=-y2

4104 Ja.

4105

4106

4107

4108

4109

4110

4111

4112

4113

Motivering:
Vera har ritt eftersom de kom-
plexa talen dven innehéller de
reella talen.

a)z=2+ 3i 0 Z=T=
b)z=-1+4i d) z=+3i

a) a dr ettreellt tal R, b=0
b) a=0,bérettreellttal R

2, =3 Z3=-2+1
2, =1+20 z,=-i

a) z, =12i gz,=-12{

b) z, = 4i %y = —4i
&)z, =431 z,=-y3i
d)z=x8

a)z,=-2+1 z,=-2-1i
b))z, =-3+4i 3z,=-3-4i
)z, =-2+4i z,=-2-4i
d) zl=‘l}+ﬁi z =1 Ei

4 24 4
x, =3+ 2i x,=3-42i
Ledtrdad:
Ekvationen kan skrivas

x2-6x+11=0

(-1 + 302 + 2(-1 +43i) + 4 =
=1-3-2{3i-2+2y3i+4=0

Forklaring:

Ekvationen har 16sningen
x==-2*{4-a. Om a>4
kommer talet under rottecknet
att vara negativt och dérmed
kan vi inte fi ndgra reella
rotter.

Historik: De komplexa talens
-historia

1 a) x(12-x) = 45 ger
x?-12x+45=0

S bD)x=6=x3i

2a)x2-20x+125=0
b) x =10 + 5{

3 a)5i/3 Q) i%?
b) i

4116 a) 3 ) —4-2i
b)-1+i d) 4-5i
4117 a) -2 + 2i
b) 8-6i
c) -8+ 6i
d) -7 + 22i

4118 a) 48 + 64i
b) —21-20i
c) -5-12i
d) 5+ 12i
e) 26
f) 5

4119 a) z=-1+1i
Rez =~1, Imz=1

b)z=-3

Rez=-3, Imz=0
0 z=~-1-7i

Rez =-1, Imz =-7
d)z=5

Rez=05, Imz=0

4120 a) z = 4-i, |z| =17
Ledtrdd:
Skillnaden mellan z och
konjugatet z dr att imaginér-
delen har motsatt tecken.
Absolutbeloppet berdknas

¥+ 12
b) z=-3-2i, |z| =413
Qz=-1+1,|2| =42
dz=2, ]z =2
e z=1i |z =1

f) z2=42-v3i, |z| =45
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4121 L4t z = a + bi, ddraoch b ar
reellatal. DA 4r —z = —a - bi,
z=a-bi och ~z=-a+ bi.
Dessa kan illustreras grafiskt
pé foljande satt

Alm
-Z=-a+ bi z=a+ bi
. ®
Re
¢ L]
-z=-a-bi z=a-bi

4122 a) x=1 y=1
Ledtrad:
Realdelarnalika: 2x +y =3
Imagindrdelarna lika:
x-y=0
b)x=-1 y=3
4123 a) L -3
13 13
Ledtrad:
Forling med ndmnarens
konjugat och férenkla.

by - 215
) 3t

7 1.
) =—=1
)5 5

@129
3 3

4124 Motexempel:
Om z=1+1 sdér
z=1-i och-g=-1-i
Z# -3
4125 |z| =12
4126 a) Rez=0,Imz=1
Ledtrdd:
Forling med ndmnarens
konjugat.

b) Rez=%,1mz= 1

¢} Rez = i, Imgz = 3
10 10

d) Rez=0,Imz =1
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4127 Ja.
Motivering:
Ett komplext tal vars real-
och imaginardel 4r lika kan
betecknas z =a + ai
dér a ér ett reellt tal.
g_a+ai= (a +ai)(a+ai)
z a-al (a—ai) (a + ai)
_ a%) _ ;

(2a%)
4128 a) z=1+ 2i c) z=6-61

b) z = 0,5i d) 4i
4129 a) 1 b) 2

4130 a) 63 + 161
b 49, 219,
169 169

3131 3i-08+0p6i
5'5

4133 306
4134 a) 23 ¢) {68
b) 20 d) 40

4135 Losning:
VL =(-1-30D%+ 3(-1-3i)?
+12(-1-3{)+ 10 =
= (26 +181) + 3 (-8 + 6i)
—-2-36i=(26-24-2)
+ (18 +18-36)i = 0 = HL.

VSV
4136 a) b=1,a>-2
b
b)a=-2
) a B
4137 -1_34;

4138 Losning:
HL = % (2-3i-(2 4 30) =
1
=X 6y =<3=ling=VE
20
V.SV,

4139 Losning:
HL =4z z=+(5-20( + 20) =
=y25-4i2 =429 = |z| = VL

V.S V.

4140 Losning:
a) Lit z =a + bi,ddra ochb ir

reella tal.

DA dr z =a-bi och

zZ=a + bi.

Déirmeddr VL=z=a + bi =
=z = HL vsv

b) Lat z=a + bi,w =c +di,
déra, b, ¢, d ar reella tal.
Dadr z—w=a+bi—(c+di) =
=(a~-c) + (b-d)i och
z2—-w=(a-¢)-(b-d)i
HL=z-w=a-bi-(c-di) =
={a-¢g-(b-d)i=VL
VSV

¢) Lit z=a + bi,w=c +di,
déra, b, ¢, d drreelia tal.
Dadr z-w=
=(a+bi)c+di) =
= (ac—-bd) + (ad + bo)i
och dirmed
z-w = (ac-bd) — (ad + bo)i
HL=z-w=(a-bi)(c~-di) =
= (ac-bd)-(ad + bo)i = VL
VSV

d)Lat z=a + bi,w = c + di,
déra, b, ¢, d drreella tal.
Didr z=a-bi,w=c—di

ch _z_=a+bi=
w  c+di
_ (@4 bdGe-di _
(c + di)(c—di)
= (ac + bd) + (bc—ad)i
c?+d?

o)

= (ac + bd) - (bc—ad)i

c? +d?
HL:é:a_bf =
w  c—di

_{a-bi)(c+di) _

T e—di(c+d)

_(ac + bd) —(bc—ad)i

E c?+ d?

Déarmed d4r VL =HL V.S.V.
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4141 Losning:
a) Lit z = a + bi, ddr a och b 4r reella tal.

Dédr |z| =vVa®+b* och 2=a-bi _ -
HL = |z] =+a® + (-b)2 ={aZ+ b2 = |z| = VL
VSV
b) Lt z =a + bi,w =c + di,dira, b, c, d ér reella tal.
Da dr zw = (a + bi)(c + di) = (ac-bd) + (ad + bo)i
VL = |zsw| = {{ac-bd)* + (ad + be)?
= {(ac)? + (bd)* - 2abcd + (ad)? + (bc)E + Zabed =
=y (ac)* + (bd)* + (ad)?+ (be)*
HL = |z| - jw| =Va2 + b2 {2+ d2 = {(@® + b2 + &2) =
=y(ac)® + (ad)* + (bo)* + (bd)?
Dédrmed 4r VL. = HL. VSV

¢) Lt s =a + bi,w =c +di,déra, b, ¢, d ir reella tal.
z_a+ bi _ (a + bi)(c—di) o (ac + bd) — (ad - be)i

D& ar - = =

w c+di  (c+di)(c—di) ¢+ d?
VL = ‘5 _ J(ﬂc + bd)?* + (ad - be)? B

wl (c* +d*)*
_ Jtac)? + (bd)? + 2abed + (ad)® + (bc)® - 2abed _

(@ + d?)?
_(ac)* + (bd)* + (ad)? + (bo)*
o2+ d?

HL = E]_ - qlﬂz + b2 — raz + b2 =J(a2 + b (c? + d?) _
w] Jee+d® N2+ dz V(2 +dD(2+d)
= V{ao)* + (bd)* + (ad)* + (bo)*
c? + d?
Dédrmed &r VL = HL VSV

d) Lit z =a + bi, ddr a och b dr reella tal.
VL=Rez=a

1, -
HL==-(z+2) =
2( )
=Lla+bitva-bi)=
2
=—+2a=a

Dédrmed 4r VL = HL VSV

4202 a)
u+v=3+3i u-v=5-i
lu+v| =18 lu—v| = 26
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4203 Nej.
Motivering:
lu| =676 = 26
|2| = {625 = 25
4204 a)

d)z+2z2=2a
Motivering:
z=a+bi
Z=a-bi
z+z=a+bi+a-bi=2a

42052a) |z-4| =4
Ledtrad:
Cirkelns medelpunkt ar
4, 0) = 4 och radien &r 4.

b) |[z—(4 +4i)| =4

Ledtrdd:
Cirkelns medelpunkt ar
4,4) =4 + 4iochradien
ar 4.

4206 a) Teckenfel i viansterledet.

4207 Tex z = 10i eller

z=+/50 ++/50i
Ledtrad:

Viéljetttal zsd att |z| = 10
meninte g =10 eller z=-10
eftersom det 4r reella tal.
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4208 a)

9]

Re

4209 a)

b)

c)

d)
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4210 @) | [ Ml
il
ot

(SIS Re
- e
W
|
|

b) TR, ST T |

4211 74 och /50
Ledtrdd:
Berdkna |u + 2| och |u-—z|

4212 a) Uttrycket saknar mening.

b) z ligger ndrmare origo dn w.

4213 a) Alm

4214 a) |z+w| =5

|z| = V10 =3,2

lw| = /5~2,2

|z| + |w| =54
b) Ja.

Motivering:

Tex z = 2i och u = 3i
ger z+u=>5i

|z] + Ju] =2+3=5
|z+ul =5

4215 a) Alm
4i40Q
i
2i4P
-
Re

1

Ledtrad:

Punkterna ska ha samma
avstand till
P=2i=1(0,2) och
Q=4i=1(0,4)

Ledtrad:

Punkterna ska ha samma
avstand till P=1i= (0, 1)
och Q=2=(2,0).

De bildar en linje som gir
genom mittpunkten pa
linjen PQ och ar vinkel-
rdt mot denna.

4216 a) Summan av avstanden frén
punkten till (-4, 0) och fran
punkten till (4, 0) &r 10.

b)

PA+PB=10
Kurvan kallas en ellips.
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Historik: Argand och det
komplexa talplanet

1a)-1
b) VD
o1
d) -1
a%u+ﬁb
0%H+Bﬁb
2

c)

d)

4220 a) z = 4(cos 180° + i sin 180°)

b) z = 4(cos 90° + i sin 90°)

) z = 2(cos 270° + i sin 270°)

d) z = 3(cos 0° + i sin 0°)
4221 a) z = 5(cos 45° + i sin 45°)

b) 2 = 8(cos 120° + i sin 120°)
4222 a) z = 3,54 + 3,541

b) z =-1,37-3,761

¢) z=410-2,87i

d)z=-2
4223 a) -1 o 2 e) 3

b) —3i d) y3i f -1
4224
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a)z= \/§(cos 45° + isin45°)

b) z = 2(cos60° +,isin60°)

¢) z = 2(cos30° + isin30°)
d)z= \/ﬁ(cosli’)S“ +isin135°)

42252) |z| = V41 o |z| = V5

b) |z|=% d) |z] =1
4226 a) 36,9° c) 236,3°
b) 111,8° d) 291,8°

4227 Forklaring:
Theo har last av argumentet
medurs, medan Leo har last av
argumentet moturs.

42283 |z| = V2 b) |37 = 2

c) argz = —-n/4 (vilket dr
detsamma som 71/4)

d) argz = n/4
4229 a) z = 2(cosg + ising)
S Iy 4 sin= &
z = 2(cos( 2) + isin( 2))

b) z= T, isin®
) 2 x/i(cos4+1sm4)

= = _By Ly ieinn T

z—\/E(cos( 4)+151n( 4))
¢) z=3(cos 0 +isin0)

z =3(cosQ + isin0)

_ ST, i DTy
d)z= \/8(cos—4 + 1sm—4 )
_ _3r ceio OF
= /8(cos( —4)+ISIH( e )]

= 3n, ... 31
z = +/8(cos== + isin=
V8( 7 4)

4230 a) n/2 c) 5n/4
b) n/4 d) n/3
4231 Alm
9
G Re
] >
b
Ve

4232 a) Losning:

z=-2+ 21 liggeriandra
kvadranten med

argzz§E
4
51
b)argz—j
Lésning:
po_ 2 _ 204D _
1-i Q-1+
_-2-2i
12

z=—1-1 liggeritredje
kvadranten med

4
423383 4 1
22

Losning:
2 .. 2¢; 1. .43
Z=C0s " +1sm—3 =-5tis

i
=St T T

4234 ) argiz =5 b) arg-i9 =7

4235 Likheten stimmer eftersom tva
vektorer som har samma ldngd
men med vinkel v respektive
—v ér speglingar av varandra
iden horisontella axeln. Nir
en vektor ses som ett komplext
tal innebir en spegling i reella
axeln att man byter tecken pé
imagindrdelen dvs man har
tagit dess konjugat.

42393) 6 1,5

b) 60° & 30°
4240 3) 72 02

b) « d) n/3
4241 3(cos(ﬁ) +i sin(ﬁ))

6 6
Ledtrdd:
r,3n_2r 9n_ lin

32 6 6 6
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4242 z - u = 0,8(cos 40° + i 5in 40°) 4251 a) n=2 4259 a) 10° Lésning: .
u/z =1,25(cos 320° 4 isin 320°) Lésning: Losning: g — 4308 a) - szllrn 4313 o) Z"_ 4 .
Kommentar: z" dr reelltom Imz" =0 arg f (z,) —argf(z,) = |z] = X" +y* =y+1 = e ._vz" = (i)ls':l—ni%;’ B
Vi kan dven skriva argumentet Det betyder att argz" ska =2-20°-2-15°=10° kvadrera bada sidor z Nz = 2" (C;S (135°- ) +
som —40°. ZaiaZO" 211_162382020': . b) 2§° | x2+y*=y*+ 2y + 1 férenkla [ \ Re’ 4 isin(135°- n)
4243 a) 12(c055—n + isin 5—”) & & Losning: _ x?-1 (y = -0,5) /I Imaginardelen 4r 0 om argu-
.6 6 byn=3 argf (z,) —argf(z,) = Y 2 - mentet dr delbart med 180°
Ledtrdd: —5-.90°—5-15° — 25° ~_| G iy ; ’
on . m_4n .7 5n On=18 4304 2) 2% = 625 - tinon.l.provn.l'ng serviatt
2 n_an R_on 4260 Lésning: n =4 drdetldgsta virdet
3 6 6 6 6 4252 k = -3/2 m_ i & som ger detta,
7 7 Ledtrad: Wy = 8i Z_ =4 P . b) Alm bl n=12
b) 15(cosZE + isin’ ) Imaginirdelen till z maste 4i = 5" (cos 180 +1sin180%) = £ ) n= ‘
6 & vara 0 =625 (-1 4+ 0i) = -625 Pl Ledtrdd:
Ledtrdd: ’ Wy *_;L“ F Re b) 24 =8+ 83 i ;’/ Uttrycket i parentesen kan
Sm,m_5u_ 2n_7n 4253 51/12 4 Lisning: { Re skri\\/lzis 5
6 3 6 6 6 ] i 1+43 3-1.
4255z, = 4 + 2i ' 7 =24(cos%“+isin%"): 2 ;;z T2 2!
4244 2) 6i b) 10 Zy=-5+2i G =B N | 2
. 3= -2 2 _16c-1+ Byo _giada 7 4314 a) Alm
4245 cos70° + isin70° Ledtrad: sz
4256y, Skriv vektorerna z,, z, och z, 4305 a) z = 2(cos 120° + i sin 120°) - n T \
4246 a) Absolutbeloppet ir 6 1 i polir form. b) 25 = 32(cos600° + i $in 600°) 4309Tex z= Z(COSZ + iSinZ) N 40" ‘\ fe
Argumentet ir | 4261 s ) a0 -y M 7 >
i i : z =15 c) 2°=-16-16~/3i 4310 a) 2 c) -4 \
b) Absolutbeloppe; arl,5 TR ; Losning: Ledtrad: b) 0 d) -8 N ] .
Argumentet r = Talet ska ha beloppet 1,5 och cos600° + isin600° = Ledtrad: J I
¢) Absolutbeloppet &r 18 argumentet 990' o . = €05 240° + 5in240° I ¢) och d) kan det 16na sig att
Argumentet Ar L 4257 ) u o Z__l 15’.5(COS 2y + IS 4306 a) —128- 128 /3i g4 dver till polar form. Kommentar:
3 Motu.;er'mg:’ . = 2t Lésning: Nér vi 0kar exponenten med 1
4247 2) 1 = 0,2(cos315° + i 5in315%) el torto 4262 a) 9(cos 90° + i sin 90°) " 4311 w = 729 kommer argumentet dka med
i z . motsvarar en vridning 90 b) (2 + 2\/51) = Losning: 60° och beloppet multipliceras
LedFrad: o i positiv riktning. ’m =4+83i-12= 26 =3%(cos * + isin ) = med 1,1. Punkterna bildar en
Skriv talet 11 p9l§r form s 9i _ LG 4 4 utitgdende spiral.
1 =1(cos0° + isin0°) - =-8+ t 3n .. 3%
Motivering: s = 729(c057 + isin ?) = b Alm
b) L = 0,5(cos45° + isin45°) Division med i motsvarar , (3 + 2\'3’] = = 72900 i) = —720i
u en vridning 90° i negativ I Re N (—8 4. 8\[51‘)'! - i
0 & = 2,5(c0s90° +  5in90°) rikening, * 4312 a) Absolutbeloppet ir V8 n K"’\i :
u - =64 — i —192 = : 2
Ledtrad: v —_ ‘ 64128731 ~192 Argumentet 4r & 1 >
: Kan 4 Kri Motivering: =-128-1283i Ledtréd: 4 k 5//1
Argul;nentet an dven skrivas Multiplikation med —i 2, = 3(cos45° + i sin45°) 1 z=2+2i T
—270°. motsvarar en vridning 2z, = 3(c08225° + i 8in 225°) b) —128-128 3i b) Absolutbel 4r5+/5
d) Z = 1(cos 90° + i sin 90°) 90° i negativ riktning. . Lésning: ) Absolutbe oppet 4r 55 )
== oS Lsin 4263 0m z =x + iy s ér Argumentet r 4,40 L@ty
z dw 2 (4(cos 60° + i 5in 60°))* = P ’ Nér vi 6kar exponenten med 1
4248 a) cos 144° + i sin 144° —_— =x-1 _ o4 isi o Losning: P .
Motivering: y=" = 256(cos 240° + i sin 240°) 1 + 20" kommer argumentet 6ka med
b) cos 216° + i sin 216° i’z=-2 i 1 3. z= a-2i° = 60° och beloppet multipliceras
Ledtrdd: i55E y m =265 -5 0= med 0,9. Punkterna bildar en
Utnyttja att 2% =22+ 2 Im T G, ({/5(c0s1,107 +isin1,107))12 intgdende spiral.
B =-128- i = =
¢) cos 288° + i sin 288° 5 g : 4307 3) 64 (5 (cos (-1,107) + isin (-1,107)))°
d) cos 0° + i sin 0° . i \‘ J Re Ledtrad: RS ISSHINIS SRimATiny
4215 x i a & | Re 1 = Boie __(J5)"(cos13,286 + isin13,286) _ b) cos 3v = 4 cos® — 3 cos v
a) z2 =i Q z°=-i T T = oL i : (/5)? (cos (-9,963) + i sin (-9,963)) Ledtrdd:
b) gt = 1 D1 h = 2(c0s330° + i5in330°) Utveckla ( + isinv)? pd
=_ = 3 _ - veckla (cosv + isinv)? pa
’ b) -128 + 128i B S\EFCOS%S’ZS + i5in23,25) tva sitt, Dels med de Moivrzs
{2 A 3 Ledtrad: Argumentet i radianer = ’ .
4250 1= (cos— +i Sm_) ol — 9395 =92325_3-21 =440 formel, dels direkt. Realdelarna
3 4 4 2-2i= . . ’ ’ ’ respektive imaginirdelarna
= {8 (cos315° + i 5in315°) lika ger sambanden.
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4316 a) sin5v =

=16 sin°v—-20sinv + 5sinv
b) cos5v =

=16 cos’v—20 cos®v + 5 cosy
Ledtrad:
GOr pd motsvarande sétt som
i féregdende uppgift.

4317 2 cosnv

4319 a) r>(cos5v +isin5v) =

= 32(cos180° + i sin 180°)

b)r>=32dvs r=2
5¢v =180° + n - 360°,
dvs v=36°+n-72°

0) %, = 2(cos36° + i 5in36°)
%, = 2(cos108° + isin108°)
%5 = 2(cos180° + i sin 180°)
2, = 2(c0s252° + 1sin 252°)
25 = 2(c0s324° + i sin 324°)
Ledtrad:

Fem rotter till en femte-
gradsekvation.

43203a) z, =4
2, =—2+ 2¢3i
25 = —2-243i
Ledtrad:

Skriv bida leden i poldr
form. Vifér r® = 64 och
3v=0+n-360°

b) z, = 3i
2 =333
2 2
25 = —3‘5—%1’
2
Ledtrdd:

Skriv bada leden i polar
form. Vi féar 13 = 27 och
3y =270° + n - 360°

4321 a) w =271

b) De Ovriga rotterna har
samma absolutbelopp som z;
och argumenten 30° + 120°
respektive 30° 4+ 2-120°
Motivering:

Rétterna till ekvationen

2> = w 4drhornienregel-
bunden triangel med medel-
punkt i origo.
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¢) %z, = 3(cos150° + isin150°)
25 = 3 (c0s270° + i5in 270°)

d

P

4322 z, = cos?’:+151n3—n
z3=c055—n+ i sin 2%

4 4

m n

z4_cos—+/sm—
4 4

Ledtrad:
Rotterna till ekvationen z4 = w
dr horn i en kvadrat.

Argumenten ar T tnZdar
n=0,1,2,3
4323 a) z, = 2,2, = 21,
3y =-2,2,=-2i
b) z4 =
Motivering:
Fyra rotter ger att ekvationen

r av fjdrde graden. En rot
z, = 2 gerekvationen z*= 16

4324 a) Trerotter: n=10,1,2

z= cos(n 2_) + lsm(wz—n)
3 3

b) Femrotter: n=0,1,2,3,4
z:cos( +n- 2—")+

5 5
+isin( +n- E)
5 5

¢) Fyrarotter: n=0,1,2,3
z=cos(E+n-E)+
8 2
+ isin(E+n-E)
8 2
d) Sexrotter: n=0,1,2,3,4,5
2= 3(cos(n -E)+ isin(n ] ED
3 3
e) Fyrarotter: n=0,1,2,3
z = Z(COS(E + n-E) +
4 2
+ isin(E + n-E))
4 2
f) Trerétter: n=0,1,2

z—a\r(cos( +n- %)+

+isin( +n- 2—”))
6 3

4325 a) 4(cos90° + isin90°)

b) 2, = 2(cos45° + i sin45°)
2, = 2(cos225° + i sin225°)
som ocksé kan skrivas
z = +2(cos45° + i sin45°)

9] Alm
A
£, = 2(cos 45°+isin 45°)

» 2

Z,=-2,

4326 2% = 1251
Losning:
Figuren visar att ekvationen
har tre 16sningar. Den ar alltsé
av tredje graden. En 16sning ar
%, = 5(c0s90° + i sin90°).
2% =125 (cos270° + i sin270°) =
=-1251

4327 a) Tva reella och tva icke-reella
b) Enreell och fyra icke-reella
¢) Enreell och atta icke-reella

d) Tvé reella och 98 icke-reella
Ledtrdd:
Endast rotter med argumen-
tet 0° och 180° dr reella.

4328z10=-1

4329z, = V2 (cos30° + i sin30°)
2, =2 (c0s210° + i 5in210°)
Ledtrad:
Skriv forst hogerledet pé for-
men a + bi och skrivsedan om
bdda leden i polér form.

4330 a) 17
Motivering:
Ekvationen har 17 komplexa
rotter, eftersom de komplexa
talen omfattar dven de reella
talen.

b) 4
Motivering:
Rotterna ar
z = cosv + isinv, dér
v=2E K, k=0,1,2,... 16
17

For k=15,6,7 8 liggerdei
andra kvadranten, 4 rotter
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4331z,,,=5" (005(9 +p- 3?100)

+ lsm(90 D KIS0 ) déar
n /)
p=0,1,2,...,n-1
4334 a) z = 5e™2  b) z = 5efdw4

u = Sef3w2 u = Seism4

4335 a) ev?
Losning:

. .. T
l=COS—+lSlH£=€'"/2

b) 2e®
C) 3e7i31r/2
%) \/Eein/4
4336 a) -1 b)1
1(1,3.)
9] 6_3[54_‘?:) 2

= 0,025 + 0,043
d) e(cos1+isinl) =

= 1,47 + 2,29i

4337 |z| =6
argz =m/3
Rez =3
Imz =33
Losning:
—6. i =
z2=6 (cos3 + 131n3)
J3

—e.(li¥35_ ;
=6.(5+50) 3+ 33

4338a) i =i%-i=—i
b) Trerottern = 0,1, 2

— pin/2
z, =e'

— pl7n/6
Z,=e

— pillw/6
Zz3=¢e

4339 3) 2-eib b) eln2+im/s
4340 a) 15e®v15
b) 13841287201

4341 a) exp(2 + 3xi) = e?*3ni =
= e2-¢*3m = g2(cos (+ 37) +
+isin (£ 3m) =
=e?(cos (M) + 0) = —¢?
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b) exp (M) = o V2+im4 —
4
= \/z_el'vtm — i
. \/E(COS%+isin%) =

= Je L i1y
—Jé(ﬁﬂﬁ)

_ |€ :
= \/;(1+1)

4342 a) z =i(g+n-2n)

_ln2 .

b) z= 5 +1(4+n Zn)
e"+e 1

4343 a) — =3

(cosv +isinv + cos (-v) +
+isin () = %(2 cosv) =
= cosv

Ledtrdd:

Kom ihdg att

cos (-v) = cosv och
sin (—v) = —sinv

w — v 1
by £ -e” _ 1
) h b (cosv +

+isinv--cos (-v) —

—isin (—) = % (Qisiny) =

=sinv

Historik: Euler — en produktiv
matematiker

1 Felet bestér i att man antagit att

rotlagarna géller for negativa tal.

2 Eulers formel ger
e'™ = cosm + isinw =
=-141-0=-1 ochdédrmed ar
e"+1=-1+1=0.

3 a) 8ein/2
b) zefin/6 = 261'111[/6

C) 16ein/3

4 Alm
- J'-.-{_
Z21~ 7
NPT
N
b g
~ |~
5 a) Geir/o

b) gze-in/s . 2_7€i111t/6
4 4

6 a) e®(cosl +isinl) =~ 10,9 + 16,91

b) e(cos— +isin ?m)
4 4

1 1~) i
=e[-L+Liy~-1,92+192i
(\F 2
7VL=etT=c2 et =
(COS +lSlIln)
3 3
_ (1 .\/5)_12 3
==+ i |==e2(1 +iy3) =
e(z i 26( iy3)

=l
8 a) cosi =4 ¢

._1_
b) sini =&

) lni=i%
) 2

d) it = e ™2
Ledtrad:

a) och b) Utgé fran Eulers
formel

¢) Utgd frdnom z = Ini sd ir
I .
e?=1ioch g=i=
2

d) Utgd frén if = eilni = ¢ 2

4403a) x=+5 d) x =450
b) x=+£5i e)x=%2
c)x=i\/5_6~i f) x==%2i
4404 a) x =4+3i
Dx,=1 x,=7
¢) x=5+£2(
d)z=-2+5i
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4405 Tex (x-3)(x-3i) =0
som kan skrivas
x2-(3+3)x+9i=0

4406a) x;, =i x,=-3i
byx; =i x,=-2i
Q) x,=1/2 x,=-2i
d)x, =2i x,=-6i
4407z =1-5i
Motivering:
Rotterna dr konjugerade tal.

4408 Per har fel och Stina har ritt.
Han glémmer att koefficien-
ternd maste vara reella for att
rotterna ska vara konjungeran-
de tal. Losningsformeln ger att
z=-2i+3i
z, =1 2, =-5I

44090m z?=w
a) 7, = 4e* gz, = 4eiSv
b) 2 =+ 5(cos 36° + isin 36°)

som ocksd kan skrivas

%, = 5(cos36° + i sin36°)

7, = 5(cos 216° + i sin216°)
) z= i\/ﬁ (cos 5° +isin 5°)
d) z, =3e™? g, =33

4410 22-10z+29=0
Ledtrdd:

Rétterna dr konjugerade tal.
z-(5+2)z-6-2i)=0

4411 a) g = 17 b)z=4+i

4412 a) z;=1+1 z,=-1-i
Ledtrdd:
Los ekvationen pd tvé sitt;
med hjilp av de Moivres
formel resp genom att
ansdtta
z=a+ bi.

b) z, = J2-+2i

%y = —\E + 421

4413 z, = 2i, z,=-4
Ledtrdd:
— 21 —21i\2
z:_ui\((u) tgie
2 2
=-2+i+{3+4i=
=-2+ix{@2+1)?
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4414 a) Rotternas summa = 20
Rétternas produkt = 109

b) Rétternas summa = —p
Roétternas produkt = g

4415z, =3-2i, z,=-3+2i
Ledtrad:
Ansitt z =a + bi

4417 201 _ g7 ) @ =167

3
4418 a) Kvot = 62
Rest =5
b) Kvot = 1178
Rest=6
4419 a) Kvot =x% + 4x + 3
Rest =0 :
b) Kvot =x% + 3x-4
Rest =0 b

4420 a) Kvot =7x + 8

Rest =0

b) Kvot=4x>+x+ 1
Rest=-6
Ledtrad:

Skriv 4x® - 3x? + 0x -7
idenliggande stolen.

4421 a) Kvot = x3 + 2
Rest=x-6
b) Kvot =x%*+3
Rest =-3x+1

4422 a) 17
Losning:
5:3+2=17
b) x*-4
Q) x°+3x3+3x2+x+6
Losning:
3+ 2)(x2+3) + (x24+x) =
=x54+3x3+3x2+x+6
4423 a) k=12
b)k=-6
Ledtrdd:
Kvoten = x2-3
) k=-4
d) k=40
Ledtrdd:
Kvoten =
=x%-2x% + 4x?—8x + 20

4424 Kvoten blirz? + iz—1 + i

4425 p(x) = (c + 2)(x + D(x-4)
Ledtrad:
Dividera polynomet med
(x—4).

4426 Resten kan hogst vara ett
andragradspolynom.
Motivering:
Divisionsalgoritmen stannar
ndr resten dr mindre 4n
divisorn x? + 1. Fér polynom
betyder mindre &n att graden
hos resten ér ldgre dn hos divi-
sorn.

44293a) x; =-4 x,=2 x,=5

b) (x + 3)(x-6)2=0 somkan
skrivas x®*—9x%+ 108 =0

44304a) x-1
Motivering:
p(1) =0 betyder att
(x—1) en faktortill p(x).

b) x = —4

4431 a) Sant
Motivering:
p2)=2-3-2-2=0

b) Falskt

Motivering:
pED) = ((1P-1-2=-4
Polynomet r inte delbart
med x-1)=x+1
Resten blir—4

¢) Sant
Motivering:
fay=5

d) Sant
Motivering:
g(-10) =0

4432 a) 8 b) 0 -4 d)-2

4433a) f(1) =0 A p2=0
b) gD =0 dyh(=3)=0

4434 Ja.
Motivering:
x = 3 dr ett nollstélle till
polynomet, f(3) =0
Det betyder att (x—3) dren
faktor i polynomet.

4435 f(x) = 2x% + 2x? - 4x
Ledtrad:
fOO = kx-Dx-0)(x +2)
fED) =4 gerk=2
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4436 a) Om ett polynom ar delbart
med polynomet x?-4
s& maste de ha samma
nollstéllen x = + 2.

b) g0 =x*-3x*>-4
h(xX)=x3+x2-4x—-4
4437 a) f(3) =0
b) p(-1) =0
¢) h(2i) =0 h(-2i) =0
d) g(-5)=2632 g(2) =0 g(3) =0
Kommentar:
g() ar delbart med x -2 och
x-3
4438 a) k=-4

b) k=1,5
Losning:
3P +k- 32—k =3)+9=0
12k =18
k=15

o) k=2 eller k=-1
d) k=3 eller k=4

4439 3a) a =12 b) Allaa.
4440 x®-4x-11

Historik: Carl Friedrich Gauss

1 Ekvationen har fem rotter.

2 Alm

3 Vi har ett polynom f(x) med
hogsta grad n.
Enl algebrans fundamentalsats
finns det minst en rot x; till
f =0
Enl faktorsatsen r (x-—x;) en
faktor till f(x) sa
FOO = Ge—x gl
ddr g(x) &r ett polynom med
hogsta grad n- 1.
Resonemanget upprepas n
génger och vi har visat att det
finns exakt n rotter till f(x).
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| 4444 Ekvationen har 30 rétter.

4445x, =1 X,=-2 Xx3=-5
. Ledtrdd: ~
Dividera polynomet med (x— 1).

4446x,=-5 x,=-1 x3=1
Ledtrad:
Dividera polynomet med (x + 5).

4447 p(2-5i) =0
Ledtrad:
For polynom med reella
koefficienter &r icke-reella
rotter konjugerande par.

44482, =0 z,=2+1 3,=2-1
Ledtrad:
2(z>-4z+5)=0

4449 a) 4 rotter

Motivering:
Ekvationen &r av fjarde
graden.

b) x; = 3i
X, = -3i
X;=x,=1

4450-6i och 4+
Ledtrad:

For polynom med reella
koefficienter dr icke-reella
rotter konjugerande par.

4451 x, = -2, x,, = % 1 =430
4452z, , = *+i, 2,=3,%, =2
4453 a = 7 gerlésningarna x; = -1,
Xy = —% Q =y231)
4454x,,= +1,x,, = % (3 =430
4455x, =1, x,=-2, x3=3
44562,,=1%1, z5,= *1

4457 7, + 31, 75, = -3 % i

4458 Losning:
(-3)-2-4=-24=
= konstanttermen med ombytt
tecken.
3 +24+4=3=
= koefficienten framfor x? med
ombytt tecken.

4459 Losning:
Bryt forst ut 4 sa att vi firen 1:a
framfor tredjegradstermen:

4(x3—1x2—3x+§)=0
-4 | 4
3
3.(-y3)-==-2=
Y3 (43 ¢ 4
= konstanttermen med ombytt

tecken.
1 1
Y3+(=3)+====
- 4 4

koefficienten framfor x? med
ombytt tecken.

4460 Antag att ekvationen
Xt a, x4 a, x4
+a;x+ay,=0
har rétterna py, py, Ps .-« Pp-
Dé géller
Ay 1 ==(P1+Ps+ps+...+p,)
ayD" = (py Py P3P

4461 x®-x*>+4x-4=0
Ledtrad:
Anta att rotterna till den givna
ekvationen &r py, p,, ps.
D4 ér rétterna till den sokta
ekvationen p?, p2, p2.
Anvind sedan de tre sam-
banden mellan rétter och
koefficienter pa sidan.

4502 U = Re {1550}

4503 a) 50 Hz

b) Med 230 V menar man att en
likstromskrets med span-
ningen 230 V ger samma
effekt som vaxelspdnning
med amplitud 325 V.

4504 1 = 10 cos (10mt)
I = U/R = Re{30e!0m/3} =
= Re{10 e }=10cos(10xt)

45051 = 1,9 cos (20nt + n/2)
005 o,)&w 0,20
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4506 1 = 9,5 cos (100nt —n/2)

/X\.
0.0 0,020 Ww

4507 Han vet att om man multi-
plicerar med i sd 4r det samma
sak som att vrida ett komplext
tal 90° (n/2 radianer).

4508 En kondensator med
C =~ 0,000 64 H

En kondensator fasvrider
n/2 radianer.

For att strommen ska ha
amplitud 5 krévs att

wC50 =5

50nC50 =5

C=1/500n = 0,00064F
4509 En spole med induktans

L =095H.

En spole fasvrider med
—-n/2 radianer.

For att strommen ska ha
amplitud 1 krévs att

30 _

Lo

30 _

L50m
L=095H

4510 [ =iU =i Ae™ =
- ein/z . Aeimr - Aei(mlﬂt/z)

_ ﬂ_ i iory
4511 U=L15 = L5 (™) =

= LIjioe"" = iwL]
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Diagnos 4
1a)2 d) 5
b) -4 e) 26 + 7i
c) 5-1 f) -14 + 23i
2a)0,3+0,1i

b) 6/29 -15/29i
©) 14/37 -27i/37

3 Konjugerade tal har samma

realdel, men motsatt imaginérdel.

Tex 2 + 4i och 2-4i
4 a) -i b1 i

5a , A

b) |z, =¥20 |z, ={13

|21 -2, = Y37
Ledtrdd:
%1 —%, =6-1
6 a) Im
s N

b) Im
| e

1

C) ‘ in

7 a)z=
=5 (cos 53,1° + isin 53,1°)=
= 5(c0s 0,927 + isin 0,927)
b)z=
= 13 (cos 202,6° + i sin 202,6°) =
=13 (cos 3,536 + i sin 3,536)
Q) z=
= 20(cos 116,6° + isin 116,6°) =
= +20(cos 2,034 + isin 2,034)
d)z=
= V29 (cos 338,2° + i sin 338,2°) =
= 29(cos 5,903 + i sin 5,903)

8 . A

/ -"—u .
z

9 a) 1 Skrivhoégerledet i poldr
form.

-~z

2 Sétt z =r(cosv +isinvy)
och anvind de Moivres
formel.

3 Bada leden 4r nu i poldr
form.

a) Séatt absolutbeloppen lika.
b) Séttvinklarna lika och ta
hénsyn till perioden.

4 De n rotterna har alla
samma absolutbelopp (de
ligger pé en cirkel). Punkt 3b
ger argumenten.,

b) z; =2 (cosn/3 + isinrw/3) =
=1+i3
z,=2(cosm+isinm) =-2
zq =2 (cos 51/3 + isin 57/3) =

=1-i43
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10 a) z, =2
%, = 2(cos%+isin%)
Zq = 2(cos43—n+isin%)
b) 3, = cos i%rc +isin %
z, = COS 7—87[ +isin %t
24 = COS % + isin %
2, = COSs % + isin %

11 a) cosm +isinm
b) e%(cosn/3 + isinn/3)
¢) e(cos(-2) + isin(-2))

12 2=3+1i
Losning:
z=a+bi ger
3@+ bi) + (a-bi) =12 + 2i
3a+ 3bi+a-bi=12+2i
4a +2bi=12 + 2i
Realdelarna lika ger
4a =12
a=3
Imaginardelarna lika ger
2b=2

b=
13 &) x =22 L3
2 2
b) x, =71, x, =-i
Ledtrdd:
Los ekvationen med
pg-formeln.

A x= iiz(1+i)

Ledtrdd:
Skriv om béda leden
ipolar form.

14 a) Resten =5
Ledtrdd:
Berdkna f(1)

b) Resten = f(-2) =-16

156,=0 x;=-1 x3=-3 x4,=2

Ledtrdd:

Ekvationen kan skrivas

x(3 +2x2-5x-6) =0
Dividera uttrycket i parentesen
med x + 1 for att hitta vriga
rétter.

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

Blandade dvningar kapitel 4

1a)5+9i
b) 9-4i
o -1
Lésning:
202 (-2 =2-(1)-i*=
=-2+1=-1
d) 12-16i

2 Alla
Motivering:
Alla talen dr komplexa tal, efter-
som de komplexa talen omfattar
dven de reella talen.

3Tex 2=6+2i
4 a) 0,2+ 1,4i b) 1-5i

5 a) z betyder konjugatet till z
Om z=a+bi sédédr z=a-bi

b) |z| betyder absolutbeloppet avz
vilket innebir avstandet fran
origo till z.

62, =0, 2,=-2+3i, 25=-2-3i
Ledtrad:

Borja med att bryta ut z.
72=-3+3i=

- \fl@(cos%" +i sin%") =

— \Iﬁem"/“

8a)Tex z2-22+5=0
b) Tex x2-2x-3=0

9 Nej.
Motivering:
En division gér jimnt upp om
resten ar noll.
fOO =x*-3x+2x2-1
DA f() dividerasmed x-1 &ar
resten = f(1) och f(1) =-1

10 Ja.

Motivering:
(-1) -1z .
2D _ds

2
i 1

1

12

13

14

15

16

17

18

19

a) z=r(cos(=) +isin(-v)) =
=r(cosv—isinv)

b) =z =r(cos(v + 180°%) +
+ isin(v + 180°)) =
=r(-cosv—isinv)

¢) 2% =712 (cos2v + isin2v)
d) z-z=r2(cos0 +isin0)
a) Tex i och —2i

b) Tex 5i och 1 +1i

Ja.

Forklaring:

il=i i?=-1, i®=-i, i*=1
5=1 i°=-1,1"=-1, =1 osv

Ur monstret kan vi t ex se att

i*" =1 (nérettheltal) vilket ger
att 100 ={*25=1 och

§102 = j100. 32 = 1. (1) =1

z=0,5-4i

Ledtrad:

Sittin z=a + bi och 3 =a-bi
i ekvationen, férenkla VL och
jamfor med HL.

X, =2 X, =1 Xy =1
Ledtrdd:

Dividera polynomet med x -2
for att hitta 6vriga rotter,

t=-1/3

Ledtrad:

zirreelltdd Imz =10

Losning:

6e 3 = 9e-i2W3 —
3e?

_(a+bi)’ —(a=bi)’ _ 4qbi
a+ b a*+b?

z

Ledtrdd:
Skriv p4 gemensamt brakstreck
och forenkla.

Ledtrdd:

Faktorisera (a® + b2) och (c? + d?)
(@® + b = (a + bi) (a-bi)
Forenkla sedan

(a + bi) (c—di) (a-Dbi) (c + di) dill
(ac + bd)? + (bc—-ad)?
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20 2 =29 +13i

21 a) Absolutbeloppet = 2
Argumentet = 30°

b) Absolutbeloppet = 4

b) z, = 1 (cos 67,5° + isin 67,5°)
2, =1 (cos 157,5° + isin 157,5°)
%5 =1 (cos 247,5° + i sin 247,5°)
z,=1(cos 337,5° + isin 337,5°)

29 Lasning:

Alt 1: Man utfér divisionen P&

och ser om resten drnoll, *~ 3
isé fall &r (x — 3) en delare.

36 Duska visa att f(x) = 0 for de

x-véarden som ar nollstéllen till
tredjegradspolynomet, dvs att
f0)=0,f(0,5 =00chf(1) =0

b) T exen funktion med nollstéllena
x, =2 x,=i och x;=-1i

© En tredjegradsfur‘l.ktion med
dessa nollstillen ar tex

Blandade ovningar kapitel 1-4

1a)-2-12i a1

. Alt 2: Man berdknar p(3). 1., . N R . ; o
Argumentet = 60 Alm Om p(3) =0 4r (x-3) endelare. 37 3 ;hgger tomride G = GEUG=DEER0 b Taek >t E:g(it'iadi
¢) Absolutbeloppet = 5 Lésning: som ocksi kan skrivas ve
Argumentet = 270° il 2 V2 +ni/4 1 il =39y 2 3) y' = 2.cos0,5x
i 30¢ 1 - y=x3-2x?+x-2
hiEsolulbelgpeet = 125 % Losning: R #ooAron o Jimfor med méjliga grafer till b) y'=x - Inx + 0,5x
frgurzpjntet =90 Re 1+i= x/E[cosZ + isinz) = - (-0,4-0,1i) - en tredjegradsfunktion. Qy =- 1
(5523‘31 T 1958 — 195; \ 1 - T (-0,4 + 0,11)(-0,4-0,11) 0 reella nollstillen &r oméjligt, x?
) = - =glMV2. eti/t = glnv2 tni/4 04 01 alla grafer skiir x-axeln minst d) y' = 20(1 + 2x)7975
o — N0 a5 1 géng.
22 a) 6 (cos 110° + i sin 110°) 2, 31 Z1:1+i=\/§(cos45°+isin45°) 0,17 0,17 gang o 32, =4+3i,2,=4-3i
b) 1,5 (cos 30° + isin 30°) . 2 reella nollstillen dr méjligt
. N . Symmetri ger b) 1 lieger i omrade F om den ena 4r en dubbelrot, t ex 4 T ex 150° och 390°
23 Vulsa att uttryckets virde dr noll L % =\/§(c05135° +isin135°) — S 188 - y= (- D(x-3)2 Motivering:
;Orkx -3 = . 26 FDO’ Klaring: 1 elvats -1+ Motivering: 3 reella nollstallen dr mdjligt, il
aktorsatsen ger dé att uttrycket 3e tre rétterna till ekvationen z=a+bi liggeril:akvad- tex y = x0r—1x + 1) sin(v + n - 360°) = sinv
har faktor (x + 3) z ; w _ 2, =\/§(c05225°+isin225°) = ranten iB. 5 3 ell 2
dr hornien liksidig tri L. . _ — 4 x=3 eller x=
24 Vilj en ekvation med icke -reella ] 1angec =-1-i 11 _ a-bi Sokayihex z 9 och g =Git (ges
rbttertex 2 -2z 4 5 = 0 Argumenten 4r v, v + 120° och 7 a+bi 2+ 2, +2z,=3+4i Ga)§—1—4i=06—28i
e s v+ 21200, 2, =V/2(cos315°+i5in315°) — Loamd _ — 4 och 5 B
Loésningsformeln ger Detta galler ej for rotterna i Elnas . 1,. . ] =3 lza] =4 oc b) 1-5i
ma=1% Ji-5 16sning. =1-1 ;hgger14:e kvadranten. |2, + 2] =5
7 Ledtrad:

De tvd komplexa rotterna ir 27 a)x=1, x=-3 och x =3 32 2 (cosm/12 +isinm/12) ~
=1,93 + 0,52i

konjugerade tal eftersom de har 1 |1]
samma realdel och motsatt imagi- b) (x-1), (x+3), &x-3), 2 (cos 3n/4 + i sin 3n/4) = o ‘;‘ - 2| <1

nérdel. -1+ 3) =x2+ 2x-3, =2 +i2

4 a > 1 vilket
ogeasi g [l S |21+ 25| # |z1] + 2] Visaatt x> 6 ger 0,5x+ 2> 5.

Ett motexempel racker for att
visa att pastdendet ar falskt.

2

8 o dt=17/3
S ligger alltsé i omride F. I a® /
z

- ° 4 isin0° “DE-3) =x2— o o 1
25 a) 5, = 3 (cos 0° + i sin 0°) Ex S;Ex 3; x 2 49x+ 3, 2 (cos 171/12 + i sin 177/12) = b) Te: % ;}} och z, = 4i ger Tolkning:
- ° 4 ial o - + 3) = x2— . Z+z,=71 )
#; =3 (cos 1200 * l,S%n 1207 - * )1 B =-0,52-1,93i 1.. R ad ! 2 Under tiden t = 1s till t =2s
25 = 3 (cos 240° + isin 240°) samt p (x) sjalvt. 3Bn=0n=+1 9 Ehgger IEMmEEEE Bs |z1] =3 |z,| =4 och 6kar hastigheten med 5,7 m/s
z Alm 28a) ;- 443 Alm Ledtrdd: Motivering: 7y + 2| =7 9 x=+13°+n- 180"
n+0)4= %z =a + bi liggeril:akvadran- 5, + 2,] = |7,] + || Ledtrad:
i- i =n*-6n%2+ 1+ i(4n3—-4n) teniB. ; 20 .1 02 2x = + 26° + n - 360°,
2, Re Re 1 1 a + bi Talen maste ligga pa samma
_‘__b—* ¥ Loz — O e— o o o . . o
1 1 340 R 5 a=bi ~a’=bh> strale som utgar fran origo 10 Argumentet 6kar med 90° och
Ledtrad: = " absolutbeloppet halveras.
Skriv1 + i och 1 -1 pd polér form Y iogeri1:a kvadranten c) Sattervitex Ledtrdd:
2, Z=-4-3i och anviind de Moivres formel. 7 &8 ‘ ’ |A(cos o+isina)+B(cos B+isinB)| =A+B i/2 = 1/2(c0s90° + i $in90°)
Ledtrdd: b) 12 areaenheter 35x,=-3, x,,=4 TomrideBér |z| >1 och |z| = |2 ger det att 11 —cosx
Allalésningarna har samma ¢) |ab| areaenheter 60 ) ‘1‘ ll‘ |1] Tl ; T Ledtrdd:

e zl=|=l=<1 AcoscetBeosf) +({Asina+Bsinf}) = A+B B . "
absolutbelopp och dr symme- Ledtrad: _ . 4 wlegget N > || J{ B+ f) Anvand additionsformeln for
triskt férdelade i talplanet. T det givna exemplet dra = - 4 1, A , ) , sinus.

ochb = 3. 2 ligger alltsd i omrade D. vilket efter férenkling med

ab = -12. Det behévs allts eft -10 10 ' e trigonometriska formler ger 12 Ja.

absoluttecken fér att f2 ett - 4 38 a) 3reellaoch 0icke-reellalosningar .S Ledtrad:

positivt resultat. ~20 Motivering: . JA*+B*+24Bcos(a-B) = A+B Visaatt VL =HL, utnyttja att
Ledtrad: En tredjegradsekvation har tan 2x = sin 2x/cos 2x

som dr lika om
(0.—B)=0°+n-360°
dvs o= + n-360°

tre komplexa rotter. Funk-
tionen i figuren har tre noll-
stdllen. Detta ger att de
komplexa rotterna dven dr
reella rotter.

(- 5x2- 8x+48)/(x-4)2=x + 3

g ) j 0 305
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13 Ay

v

/)

Lokalt max: (-1, -3)
Lokalt min: (1, 9)
Asymptot: y-axeln,y = 3x + 3

14 16
Ledtrdd:
fG)=0,5x+2

15, =-2, x,=1-0, x,=1+1
Ledtrad:
x*-2x+4 _

x+2

X2—2x + 2

16 Lésning:
_sin2v + siny _
T 2cosv+1
_ 2sinvcosv +sinv _
2cosv+1 =
_sinv(2cosv+1) _

=siny =
2cosv + 1
= HL

VL

17 a) Minsta virde:; 0,5
Storsta varde: 0,5
Ledtrad:
Visa med derivata att
¥ <0 och avtagande for x < -1
¥ > 0 ochavtagande fér x > 1
dvs minsta och stérsta virde
ges av extrempunkterna d&
x=-1ochx=1

b) Minsta viirde: 2,5
Storsta vdrde: saknas, y vixer
obegrénsat da cosx ndrmar sig 1.

18 a) sin(B + C) = 0,6
Ledtrdd:
B+ C=180°-A.
b) cos(B+C) =-0,8
Ledtrad:
Anvénd trigonometriska ettan.

ABC spetsvinklig ger att
(B + C) > 90°.
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19 k=2

20 z, =1 och 2, =-i/2
Ledtrad:
Anséttz = a + bi, sétt in forenkla
och identifiera.

21 a) z =13 (cos 1,176 + isin1,176)
b) z = 131760
22 x = 216° och x = 306°

23 Yoax = 14, ¥y, = 6, Perioden = rad.

24 a) 4 b) 9,5
Ledtrdd:
Tolka integralen som area och
rikna rutor.

25 a=25

26 Forklaring:
n:te rotterna till ett komplext
tal ligger alltid symmetriske i
talplanet pa samma avstand till
origo. Fjarde roten ar hir —i.

27 (Z + 1114) a.e. = 2,05 a.e.
3 4

Ledtrad:

28 a) 2,4dm*® (3n/4)
Ledtrad:
2
Berikna In[Jﬁ.S_x)zdx
1

b) 4,7dm?* (3n/2)

Ledtrdd:
1 1
Berdkna [nxzdy =Jn(y + 1) dy
o] 0
29 A=3,B=10 och k=6

Ledtrad:
Perioden = 2x/k
n/6 ér en halv period.

30 Ca 66 st.

31 Ja,alla k> 8.
Motivering:
For k > 8 ar arean under x-axeln
iintervallet 0 < x < k storre &n
arean ovanfor x-axeln.

32 Tex (x=2)(x*+ D2+ 4)
Forklaring:
Icke reella rotter forekommer
i konjugerade par, dvs rétterna
Ar2, i, —i, -2i, 2i.

33 Ldsning:
A=Xx-4xe*=4x%" x>0
A' = 4xe™(2-x)
A'()=0 féor x=0 och x = 2.
A'(1) >0 och A'(8) <0
dvs derivatans teckenvixling ger
lokalt max dd x = 2.

34z =3+i z,=-3-i
2, =21 25 = 21

z3=—\/§+i z6=\/§—i
Ledtrdd:

De Moivres formel ger:
°(cos6v + i sinby) =

= 64 (cos 180°+ i sin 180°)

35 a) Ca300a.e.
Ledtrad:
Rékna rutor eller beriikna tex

arean for tva parallelltrapetser.

Utnyttja tex att y(2) = 62 och
y(5) = 30.

b) Under de 5 foérsta minuterna
rinner det ut 290 liter vatten.

36 Volymen 6kar med 0,63 m®/min
Ledtrad:

Kedjeregeln ger:
dv_dv dr
dt dr dt
Halvklot ger:
Ly % |
v B och d—v=2nr2
3 dr

37 Summan, s > 43,8 cm (24480)
Ledtrad:
Rétblock med matten
XCm Xyecm X zcm ger
xz =20 och yz=10
s=4x+ 4y + 4z =
=6x+80/x x>0

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

38 a) Nej.

b) Ja,tex z=—3 +i
39 Ca 5,3 min

Ledtrad: K

Los ekvationen I (x2+ 1dx =55
0

40a)A=1, B=-1
b) F(xX) = e*(x?>-2x + 2)

41 Ledtrad:
Lat tex y = rrotera kring x-axeln
mellan linjerna x = 0 och x = h.

42 b =1605,75
Losning:
351"
5 4 %
e

Figuren visar stérsta mojliga om-
rade som y = f (00 kan begrinsa.

Arean =
=30-59+2,2-14+15,6-8,1 +
+2,9-19,1+34,2-11 +20-42 =
=1605,75

130

[ £ dx <1605,75

43 vy = 37°
Ledtrad:
Totala kostnaden ges av
30

K=2500-——+
cosy

+ 1500 (75 -30 tanv)
Los grafiskt.

44p=1
2e
Ledtrdd:
bx? =1nx

2bx=1
X

45 K =12 = 2¢3

SVAR, LEDTRADAR OCH LOSNINGAR

46 a) Losning:
Tex z=1+2ioch w=3+4i
zw=(01+2)(3+4) =

=-5+10i

gw = -5-10i
z-w=1-20) (3-4) =
=-5-10i

b) Ledtrdd:
Beviset genomfors pé likartat
sitt med talen z = a + bi och
w=c+di,dir b#0 och

d+0
47 a) k=n-2n
b) k=n-2n/b

48 Ledtrdd:
z =r(cosv + isinv) ger
22 =r?(cos2v +isin2v)
z? drreellt om
2v =0 eller 2v =m.
dvs v=20 eller v =n/2
Imagindrtom 2y = + n/2
dvs v=+rn/4
P4 liknande sétt undersoks
23 = r3(cos3v + i sin3y)

49 g(x) = x -3 édrdelare till p(x)
dd x =3 #r nollstélle till p(x).

p(x) har d&ven nollstédllen x = -2
varfor (x + 2) ocksd dr delare.
Resterande delare dr
(x+2)(x-3)=x%2-x-6

samt de kvoter vi far nér vi de-
lar p(x) med delarna ovan.

50 ¢« A=B=2a.e.

¢ k area A area B
2 2
2 1 1

Areorna ar lika

® Visa att arean i bada fallen
blir 2/k a.e.
Ledtrad:
A (2/k-2)/2

L AL,
2

2% 2 . k 3
B: l 2coskxdy = {M}
2 k

0
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