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Talteori

1.1 Kongruensrakning

1.2 Talfdljder och induktionsbevis

Faktorisering av tal
Algebraiska férenklingar

Formler

vV v v.¥vy

Direlta och indirekta bevis

» Begreppet kongruens has hela tal
och kongruensrdkning.

» Begreppen rekursion och talféljd.

» Induktionsbevis med konkreta
exempel fran till exempel
talteoriomradet.

N\ &M

et har kapitlet inleder vi med att ta
upp primtal, faktorisering och kongru-

ensrakning. Lite forenklat kan man siga att

kongruensrakning beskriver berdkningar
som regelbundet atervander till samma
resultat. Var vanliga analoga klocka &r ett
saddant exempel, ddr samma tid visas var
12:e timme. Man kan kanske tro att det har
ar matematik med liten praktisk nytta,
0 men pa senare tid har just kongruensrak-
ning visat sig betydelsefull for att utveckla
sakra krypteringar, ndgot som blir allt
viktigare nér ekonomiska transaktioner i dag
nastan uteslutande 6verfors elektroniskt.

I det har kapitlet kommer vi ocksd att
bekanta oss med en ny typ av bevisféring,
som kallas induktionsbevis. Det ar en

vanlig metod for att visa att en viss egen-

skap eller formel géller for alla naturliga tal.

Nar du ar klar med kapitlet ska du kunna
» primtalsfaktorisera sammansatta tal ‘
» utfora division med rest

> forklara begreppet kongruens och genom-
féra berakningar med kongruenser

» beskriva talfljder med rekursiva och

‘ slutna formler

> berdkna aritmetiska och geometriska
summor

» forstd principen bakom induktionsbevis

» genomfora induktionsbevis

Sophie Germain och primtal
Sophie Germain var en fransk, sjilviird mate-
matiker, som efter revolutionsiren i slutet av
1700-talet stod for avgorande bidrag till forsk-
ningen om primtal. Vi kallar primtalet p ett

Sophie Germain-primtal, om dven talet 2p + 1 4r
ett primtal.

» Ar talet 2 ett Sophie Germain-primtal?

» Vilket dr det forsta primtalet, som inte 4r ett
Sophie Germain-primtal?

» Det finns inga Sophie Germain-primtal som
slutar pd siffran 7. Varfor?

Triangeltal

De sd kallade triangeltalen kan illustreras av
figurerna nedan.

|
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De fyra forsta triangeltalen ér alltsa
h=1t=3,=60cht, =10

» Rita figurer som illustrerar t; och t; samt ange
virdet av dem.

» Vilka idr triangeltalen t5 och #,,?

» Ange en formel for det n:te triangeltalet.




Diskret kommer av latinets dis-
cretus som betyder atskild
eller forméaga att urskilja.

Delare och faktor

Man sdger ocksa att15dren
. multipel av 5, eftersom15=3-5
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Kongruensrakning

Diskret matematik

Vad ir diskret matematik? Ordet diskret betyder ju i vardagssammanhang
oftast att ndgon &r finkdnslig eller taktfull. Men diskret kan ocksa betyda
atskild eller formaga att urskilja och det idr just betydelsen atskild som vi
avser i fallet diskret matematik. Men hur ska det tolkas?

Ett sitt kan vara att tinka pa vad som inte 4r 1
diskret matematik. Till exempel ar derivator
och integraler sidant som inte 4r diskret

Kontinuerlig
funktion

« % Diskret
funktion

matematik. Man arbetar dir med funktio-
ner som ir definierade for alla virden i ett

N

intervall. Sddana funktioner kallar vi for

kontinuerliga. Jamfor kontinuerliga funktio-

ner med diskreta funktioner, som vi intro-
ducerade i kurs 3. Diskreta funktioner ar

endast definierade for isolerade tal i ett intervall.

Inom den diskreta matemnatiken dr det vanligt att man bara arbetar med hel-
tal. Vi inleder med ndgra grundlidggande begrepp som delare, faktor och
primtalsfaktorisering.

15 .
Vi sdger att 15 dr delbart med 5, eftersom - =3 och 3 4r ett heltal. Nér ett

tal sdgs vara delbart med ett annat tal, s 4r det alltid tvé heltal som avses.
Det dr alltsd inte meningsfullt att tala om delbarhet for andra tal 4n heltal,

>

dven om t.ex. kvoten =7 ocksd dr ett heltal. Men det &r inte nodvandigt

>

att de tvd heltalen dr positiva tal, till exempel édr —15 ocksa delbart med 5.
I fortsittningen kommer vi i stort sett uteslutande att avse endast positiva tal
nér vi arbetar med delare.

Delbarhet

Ett heltal a sigs vara delbart med ett heltal b # 0, om kvoten % ar ett
heltal.

Nir ett tal dr delbart med ett annat tal, brukar man ocksa tala om begreppen
delare och faktor. Att 15 dr delbart med 5 kan &ven uttryckas som att

5 ir delare till 15 eller att 5 delar 15. Att 5 delar 15 brukar skrivas 5|15.

Men om 5 dr en delare till 15, s& betyder det ocksd att 5 dr en faktori 15,
eftersom 15=3-5.

Primtal och
primtalsfaktorisering

Exempel:

Losning:

Delare och faktor

Ett heltal b # 0 4r delare till ett heltal a, om dven kvoten % ar ett heltal.
Vi sdger att b delar a och det skrivs bla.

Ett heltal b # 0 4r en faktor i ett heltal a, om b ir delare i 5

I kurs 1c anvinde vi begreppet faktor bland annat niir vi talade om primtals-
faktorisering av heltal. Att primtalsfaktorisera ett tal, innebdr att vi skriver
talet som en produkt av primtal.

Primtal

Ett heltal p > 1 dr ett primtal om talets enda positiva delare 4r 1 och p.

De tio forsta primtalen 4r 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23 och 29. Ett positivt hel-
tal (storre dn 1) som inte &r ett primtal kallas {61 ett sammansatt tal. Ett
sammansatt tal kan man alltid primtalsfaktorisera.

Till exempel giller for det sammansatta talet 18 att det har primtalsfaktori-
seringen 18 = 2 - 3 - 3 eller, som man ofta skriver, 18 = 2 - 32. Observera att
18 =3 - 6 inte 4r en primtalsfaktorisering av talet 18, eftersom 6 inte #r ett
primtal. Det finns bara ett enda unikt sétt att primtalsfaktorisera ett tal. Det
innebir att 18 inte kan innehalla ndgra andra primtalsfaktorer &n just 2, 3
och 3. Detta resonemang kan sammanfattas i aritmetikens fundamentalsats.
Satsen kan verka sjilvklar, men ér inte helt l4tt att bevisa. Beviset av satsen dr
heller inte en del av denna kurs.

Aritmetikens fundamentalsats

Ett heltal a > 1 kan skrivas som en produkt av primtal
a=p;-p,- ... p, Faktoriseringen dr entydig med undantag for ord-
ningen mellan faktorerna.

Att faktoriseringen 4r entydig betyder att den bara kan goras pa ett enda.
sitt. Vi kan forstds skriva 18 =2+3-3=3-2-3=3-3 .2 men alla tre vari-
anterna raknas som samma faktorisering, eftersom det bara dr ordningen
mellan faktorerna som skiljer dem 4t.

Vilka tal dr delare i 122

Talen 1och 12 kallas triviala delare till talet 12

Alla tal 4r delbara med 1 och sig sjilvt. Det betyder att 1 och 12 dr tva
delare i 12. Dessutom ir 12 delbart med 2, 3, 4 och 6.

Svar: Talet 12 har delarna 1, 2, 3, 4, 6 och 12.
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Exempel:

Losning:

Exempel:

Losning:

NIVA 1

1101 Vilket tal &r produkten av

Skriv 20 som en produkt av primtal.

I kurs 1c 1oste vi den hér typen av problem genom att /ZU\
2 /10\
2 5

dela talet med primtalen i storleksordning och rita
ett faktortrid.

De yttersta grenarna ger sedan primtalsfaktorerna:
20=2-2-5

Men att faktorisera s& pass smé tal som 20 med hjilp av faktortrdd ar inte
nddvandigt. Vi kan lika girna faktorisera talet med hjilp av ett enkelt
resonemang:

Vivetatt 20 =4 - 5. Hir dr 5 ett primtal, men inte 4 eftersom 4 = 2 - 2.
Alltsé dr primtalsfaktoriseringen 2 - 2 - 5.

Svar:2-2-5

Ange samtliga delare till 45.

Alla tal dr delbara med 1 och sig sjélvt. Alltsa dr 1 och 45 tva delare till 45.

Ett sdtt att finna 6vriga delare dr att g via primtalsfaktorerna i 45 och
sedan kombinera dem p4 alla tinkbara sitt.

Via faktortrid eller pd annat sitt kan vi komma fram till att 45=3-3 - 5,
Det ger att talen 3 och 5 dr delare till 45.

Genom att kombinera primtalsfaktorerna far vi ocksé delarna
3:3=9,3-5=15 och

3:3-5=45

Som vi redan kande till 5

Svar: 45 har delarna 1, 3, 5, 9, 15 och 45.

1103 Ange samtliga delare till talen
a) 15 b) 16
c) 13 d) 30

a) de fyra forsta primtalen

b) de fem f6rsta primtalen

1102 Skriv talen som en produkt av primtal.
b) 54
d) 256

a) 52
c) 411,

10 TALTEORI© 1.1 KONGRUENSRAKNING

1104 Talet 11 &r ett primtal.

a) Vilken egenskap ar det som gor att 11 dr
ett primtal?

b) Bevisa att 11 4r ett primtal.

1105 Vilket 4r det minsta sammansatta talet?

4R

1106

1107

1108

Varfor 4r 2 det enda jimna primtalet?

Emma och Klara har fitt i uppgift att prim-
talsfaktorisera talet 90. Emmas 16sning ér:
90=2-3-3-5

Medan Klaras l6sning dr

0=2-5-3-3%

Emma péstdr att hon har 16st uppgiften ritt
och att Klara har gjort fel. Klara sédger att

bidde Emmas och hennes 16sning ér korrekt.
Vem har rdtt? Motivera ditt svar.

I Hefis mattebok finns uppgiften

Primtalsfaktorisera féljande tal:
-25 8 75

Hefi vill inte l6sa uppgiften eftersom hon
menar att det méste std fel i boken. Har Hefi
ritt eller fel? Motivera ditt svar.

NIVA 2

1109

Ett tal a har delarna 1,4d,, d,, ..., d, och a.
Om vi adderar samtliga delare utom talet
sjalvt, sd far visumman 1 +d, +d, + ... + d,.

* For vissa tal a giller att

1110

1111

a=1+d,+d,+ ... +d, Sddana tal kallas
perfekta tal. Det finns ett perfekt tal som ir
mindre dn 10. Vilket dr talet?

For ett tal a med delarna 1, d,, d,, ..., d,, och
a géller att talet kallas ett fattigt tal om
1+d +d,+ ... +d,<a,dvs. om summan
av alla delare forutom talet sjilvt 4r mindre
intalet. Om1+d, +d,+ ... +d,>a,sd
kallas talet ett rikt tal och om
1+d,+d,+...+d,=a,sd dr talet ett per-
fekt tal. Vilka tal i intervallet 25 < a < 30 dr

a) fattiga tal b) rika tal

¢) perfekta tal

Ett sdtt att definiera delbarhet 4r att séiga att
heltalet a 4r delbart med heltalet b # 0, om
det finns ett heltal k sddant att a = bk. Moti-
vera varfor den definitionen betyder samma
sak som definitionen av delbarhet pd sidan 8.

NIVA 3

1112

1113

1114

For vilka viirden pé heltalet n giller att n]0?

Om tvd pd varandra foljande udda tal ar
primtal, sd kallas de f6r primtalstvillingar. Ett
exempel pd primtalstvillingar 4r alltsd 5 och
7, medan 43 och 47 inte dr primtalstvillingar,
eftersom det udda talet 45 ligger mellan dem.

a) Ange alla primtalstvillingar upp till 30.

b) Det finns endast ett fall ddr tre p& varan-
dra foljande udda tal 4r primtal. Vilka &r
talen?

¢) Bevisa att dessa tre tal dr det enda fallet
ddr tre pa varandra foljande udda tal
ocksd dr primtal.

Lét p och g vara tva pé varandra foljande
primtal, storre 4n 2. Visa att p -+ q alltid dr en
produkt av minst tre primtalsfaktorer. Det ir

inte nodvindigt att alla tre faktorerna ir
olika.

TALTEORI © 1,1 KONGRUENSRAKNING 11




Delbarhetsregler

Delbarhetsregler och division med rest

Vi ser direkt att 8 712 ér delbart med 2, eftersom det dr ett jamnt tal.

Diéremot dr det inte lika sjdlvklart att 8 712 ér delbart med 9. Vi kan forstds
712

undersoka det genom att utfora divisionen

Eftersom kvoten

8712
— =968
9

dr ett heltal, s géller att 9 delar 8 712.
Det kan skrivas 9| 8712.

Men det finns ett annat sitt att kontrollera om ett tal dr delbart med 9 och
det dr att undersoka talets siffersumma. Talet 8 712 har siffersumman

8 + 7+ 1 + 2 = 18. Det finns en regel som séger att om talets siffersumma ar
delbar med 9, s dr ocksd talet sjilvt delbart med 9. Eftersom siffersumman
18 4r delbar med 9, sa idr dirfor dven 8 712 det. Metoder som den hir ir
anvdndbara i matematiken, eftersom det for riktigt stora tal inte pa ett enkelt
sdtt gar att kontrollera delbarheten genom division ens om man har en rakna-
re till hjilp. Anledningen till att metoden med siffersumman fungerar for att
undersoka delbarheten kommer du sjilv att {3 bevisa i kommande avsnitt.

Sedan tidigare kdnner du formodligen till ett antal regler for att undersoka
delbarhet med olika tal. Vi repeterar ndgra av dem hir:

Ett tal r delbart med ... | om...

2 talet &r jamnt
talets siffersumma ar delbar med 3

talet som bildas av de tva sista siffrorna ar delbart med 4

3

4

5 talet slutarpa Oeller5

6 talet ar jamnt och dess siffersumma ar delbar med 3

8 talet som bildas av de tre sista siffrorna dr delbart med 8
9 talets siffersumma &r delbar med 9

10 talet slutarpa 0

Som du ser finns inte 7 med i upprikningen. Det beror pa att det inte finns
nédgot lika enkelt sitt att kontrollera om ett tal 4r delbart med 7.

Division med rest

6 Kvot
25 (4
- 24
1 Rest

Observera att begreppet kvot i

det hdr sammanhanget inte ar

riktigt detsamma som det du
formodligen &r van vid.

0Om a och b &r positiva heltal,

sa galler for den principala
restenatt0<r<b

Exempel:

Ldsning:

Om vi dividerar 25 med 4, sa blir resultatet inte ett heltal. Resultatet kan
uttryckas pa flera olika sitt. Man kan till exempel ange det i blandad form

som 6 i eller i decimalform som 6,25.

Vi kan ocksé uttrycka resultatet av divisionen % med hjilp av kvot och rest.

Med kvot avser vi d& det hela antal génger som 4 gar i 25. I det hir fallet 4r
alltsd kvoten 6.

LEftersom 25 =6 - 4 + 1, ger divisionen 24—5 resten 1. Vi skriver di 24—5 = 6 rest L.

Vibehdver inte nodvindigtvis vilja kvoten som det maximala antalet ganger
som 4 gdr i 25, utan vi kan ange resultatet som t.ex.

2
ZS =4 rest9 eller 2745 =7 rest -3

Resten 1 kallas i det hir fallet f6r den principala resten, alltsa resten som vi
far nér vi liter kvoten vara det maximala antalet ginger som 4 gar i 25. 1
fortsittningen kommer vi alltid att mena den principala resten, nir vi skri-
ver rest.

Kvot och rest

Om a och b dr tva heltal och b = 0, s& kan kvoten % skrivas

% = k rest r, dir bdde k och r 4r heltal.

Talet k kallas kvot och talet r kallas rest.

Berdkna kvoten och resten vid f6ljande divisioner

31 196 2
Y5 R 9%

a) Eftersom 7 -4 =28, s4 far vi 34—1 =7 rest 3.

b) Ett sitt att bestimma kvoten 4r att dividera 196 med 9 med hjilp av
t.ex. liggande stolen.

21 Kvot
196 (9
- 18
16
-9
7 Rest

Vi far alltsa kvoten 21 och resten 7.

. 2
¢) Divisionen = 0-6+ 2 ger kvoten 0 och resten 2.

().TEOVW © 11 KONGRUFNSRAKNING
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Exempel:

Losning:

Exempel:

Losning:
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Primtalsfaktorisera talen

a) 56 b) 1485

a) Vivetatt56=8-7.Eftersom8=2-2-2 och 2 respektive 7 dr primtal,
sd dr primtalsfaktoriseringen 2 -2 -2 - 7.

Det kan @ven skrivas 56 = 2° + 7

Svar:56=2-2-2-7

b) Om vi anviander metoden med faktortrid, 1485
s8 far vi faktortradet som du ser hir intill. / \
Talet 1 485 har alltsd primtalsfaktorisering-

en1485=3-3-3-5-11. 3/\

Man kan lika gdrna resonera sig fram med \
hjilp av delbarhetsreglerna. /

Talet 1 485 4r delbart med 5, eftersom det 5 11
485 =297 Alltd dr 1 485 =5-297.

. 1
slutar pd 5. Vi beriknar

297 dr delbart med 9, eftersom talets siffersumma ar delbar med 9.

Vi beréknar% =33, Alltsd 4r 1 485=5-9 - 33.

Vivetatt9=3-3 och 33=3-11.Vifartillslut1485=5-3-3-3-11.
Svar; 1485=3%.5.11

Ventilens lige i ett snurrande cykelhjul bestims av medelpunktsvinkeln v.

Vid ett visst 6gonblick var v = 130°.

Bestdm vinkeln v efter att hjulet snurrat ytterligare 1 000°.

Vi utfor additionen 130° + 1 000° och underséker vilken resten ér vid
division med 360°.

130 +1000 _ 1130
360 360

Det innebir att medelpunktsvinkeln v dr 50° efter att hjulet snurrat 1 000°.

= 3 rest 50

Svar: v = 50°

NIVA 1
1115 Vilka primtal 4r f6ljande tal delbara med?
a) 36 b) 42
) 100 d) 1000
1116 Primtalsf;ktorisera talen.
a) 500 b) 123
c) 849 d) 2310
1117 Vad blir kvoten och resten nir fljande tal

1118

1119

1120
1121

1122

1123

delas med 4?

a) 6

c) 3

Vad visar klockan
till hoger om

a) 100 timmar

b) 850 minuter

Vilka rester 4r mojliga vid division med 62

Ange ett femsiffrigt tal som 4r delbart med 9
och dir siffran 0 inte ingér i talet.

Ge exempel pd tva tal som ger resten 3 vid
division med 11.

Nina och Peter ska utfora divisionen %5

genom att ange kvot och rest. Nina skriver

% =5restS
och Peter skriver
% =6 rest—1

Hur kan Nina respektive Peter ha resonerat?
Motivera ditt svar.

Bestdm alla primtal 1 intervallet mellan 110
och 120.

NIVA 2

1124
5

1125
5

1126

Ange ett sjusiffrigt tal som dr delbart med 6
och dér siffran 0 inte ingér i talet,

Konstruera en uppgift som handlar om att
utfora en division genom att ange kvoten och
resten. [ resultatet ska resten vara dubbelt sa
stor som kvoten.

August, Hugo, Maja och Bernt ska underséka
om 887 dr ett primtal.

— D4 behover vi kontrollera om 887 ir del-
bart med négot tal som dr mindre dn 887,

sdger August. /

— Det ridcker med att underséka om 887 ir
delbart med ndgot primtal som 4r mindre 4n
887, siger Hugo.

— Nej, vi behover bara undersgka om det dr
delbart med nagot primtal upp till hilften av
887, alltsa ett primtal som inte ir stdrre dn
443, siger Maja.

— Inte ens det, sdger Bernt. Det ricker med att
undersoka om 887 dr delbart med ndgot
primtal mindre 4n 31, alltsd upp till och med
29.

Hur kan August, Hugo, Maja och Bernt ha
resonerat? Vem har ritt?

NIVA 3

1127

1128

1129

Ett godtyckligt tvasiffrigt tal kan skrivas AB
dér A ir tiotalssiffran och B i#r entalssiffran.
Visa att om siffersumman A + B 4r delbar
med 9, sé giller ocksd att AB dr delbart
med 9.

Visa for ett godtyckligt tal, att om talet som
bildats av de tvi sista siffrorna dr delbart med

4, sd dr ocksd hela talet delbart med 4.

Visa att om alb, s géller att a?|b?.
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Kongruens

26 TALTEORI © 1.1 KONGRUENSRAKNING

Kongruens

Det finns ménga {6rlopp dir ett visst viirde dterkommer regelbundet. Ett
enkelt exempel dr klockan, dar samma tid visas var 12:e eller var 24:e timme,
beroende pa vilken typ av klocka som avses. Om klockan &r 10, sd kommer
en vanlig klocka med visare att efter 5 timmar visa att klockan &r 3.

S

P4 ett sitt innebir detta att "additionen” 10 + 5 ger resultatet 3. Det kan vi
forklara som att om vi dividerar summan 15 med 12, sa far vi resten 3.

Ett liknande exempel dr frigan: ”Vilken veckodag dr det om 79 dagar, om det
ar en tisdag i dag?” Problemet kan forstés 16sas genom att man pa ett lamp-
ligt sitt stegar fram 1 almanackan en dag eller en vecka i taget fram till den
79:e dagen. Vi kan ocksé berikna det genom att forst utfora divisionen

ﬁz 11 rest 2
7

Eftersom det var tisdag i dag, s dr det om 79 dagar tisdag plus tvd dagar, det
vill sdga torsdag.

I de bdda exemplen hir ovanfor har vi undersokt vilken rest ett heltal har vid
division med ett annat heltal. Denna typ av berdkningar kallas ibland rest-
termsriikning eller, av anledningar som strax ska bli tydliga, kongruensrikning.

Tva olika tal kan forstas ha samma rest vid division med ett visst tal. Det gil-
ler t.ex. nir 7 eller 13 delas med 3. Vi har ju

Z =2restl
3

respektive

1—3 =4 rest]
3

Tv4 tal som har samma rest vid division med 3 sdger man dr kongruenta
modulo 3. Det giller alltsd att 7 dr kongruent med 13 modulo 3. Vi skriver
det som 7 =13 (mod 3).

Kongruens

Om tv4 heltal a och b har samma rest vid division med ett heltal n
(n > 1), sd sager vi att a och b ar kongruenta modulo #.

Vi skriver det som a=b (mod #).
Bade talen 22 och 14 har resten 2 vid division med 4. Det betyder alltsd att
22 ar kongruent med 14 modulo 4.
22 =14 (mod 4) %:Srestz och %=3rest2

Detta betyder ocksé att skillnaden mellan 22 och 14 dr en multipel av 4 och
att differensen 22 — 14 ir delbar med 4.

a-b=knellera=kn+b
for nagot heltal k.

Summor och kongruenser

Produkter och kongruenser

Exempel:

Ldsning:

5 har resten
1 vid division
med 4
eftersom
5=0-4+1

Egenskaper hos kongruenta tal

Om a och b ar kongruenta modulo #, s innebir det att
« differensen a — b dr en multipel av n

* a—b idr delbart med n

Om vi adderar tvd tal, vilket tal 4r d& summan kongruent med? Vi underso-
ker summan av 7 och 16, nér vi riknar modulo 6.

~

Det giller att

7=1(mod 6) och

Bade 7 och 1 har rest 1vid division med 6 eftersam % =0rest

16 =4 (mod 6) Bade 16 och 4 har rest 4 vid division med &

Vi adderar talen 7 och 16 respektive resterna 1 och 4 med varandra.
7+16=23 och 1+4=5
Det visar sig att att de bdda summorna ér kongruenta modulo 6, dvs.

23=5 (mod 6) Bade 23 och 5 har rest 5 vid division med &

Det verkar alltsa som att vi kan berdkna resten till summan genom att
berdkna summan av termernas rester. Man kan visa att det alltid 4r s3.

P& samma sitt undersoker vi produkten av talen 7 och 16, nir vi rdknar
modulo 6. Vi multiplicerar 7 och 16 respektive resterna 1 och 4 med varandra.

7-16=1120ch1-4=4
Eftersom 112 = 18 - 6 + 4, sd dr de bdda produkterna kongruenta modulo 6 dvs.

112=4 (mod 6) Bade 112 och 4 har rest 4 vid divisionmed 6 -

Vi far alltsa samma-resultat om vi berdknar resten till produkten som nir vi
beriknar produkten av faktorernas rester. Aven detta giller allmint.

Bestdm resten nidr summan av 114 och 47 divideras med 4.

N
Vi kan forst utfora additionen 114 + 47 och sedan underséka resten. Men
vi viljer i stillet att forst berdkna resten nir 114 respektive 47 divideras med
4 och sedan addera dessa rester.

114
TZZS rest 2 och %: 11 rest 3

Detta kan vi uttrycka som tva kongruenser:
114 =2 (mod 4) och 47=3 (mod 4)

Summan av resterna dr 2 + 3 = 5 och eftersom resten ir storre dn 4, si
réknar vi modulo 4 pa resten.
5=1 (mod ¢)

Vikan kantrollera genom att

Svar: Resten 4r 1. rakna 114 + 47 = 161=1(mod 4)

TALTEORI © 1,1 KONGRUENSRAKNING 27




Exempel:

Losning:

Bestdm resten nir produkten av 87 och 23 divideras med 7.

Vi konstaterar forst att 87 =3 (mod 7) och 23 =2 (mod 7). Sedan

berdknar vi produkten av resterna:

3-2=6

Det ger 87-23=3-2=6(mod7)

Vid division med 7 har 87+ 23
samma rest som 3 - 2

Svar: Resten av produkten ér 6.

NIVA 1

1130

1131

1132

1133

1134

1135

1136

Vilken ir resten vid foljande divisioner?
19 5
L b 2

) )7

Emelie ska utfora divisionen —15§ med rest.
a) Vilken dr kvoten?

b) Vilken dr resten?

Ange tre tal som &r
a) kongruenta modulo 5

b) koﬁgruenta modulo 7

Vilka pastdenden dr ekvivalenta?

A %=13rest2

B 93=2 (mod?7)
C 93=7(mod?2)

D 93 har resten 7 vid division med 13

Néamn en gemensam egenskap for tvd tal som
dr kongruenta modulo 10?

Uttryck foljande pdstienden som kongruen-
ser a=b (mod n):

a) 12 och 17 ger samma rest vid division
med 5.

b) 43 — 23 4r delbart med 10.

Om g =3 (mod 7) vad ir da resten vid

. a
divisionen ;?
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1137 Ersitt x med minsta mojliga naturliga tal.
a) 35+4002=x(mod4)
b) 803 +117=x (mod 5)

1138 Ersdtt x med minsta mojliga naturliga tal.
a) 1003-602=x(mod 10)
b) 7-62-5=x(mod 4)

NIVA 2

1139 a) Ange tre tal som dr kongruenta med 1
o modulo 8. Minst ett av talen ska vara
negativt.

b) Skriv ett uttryck for samtliga tal som ar
kongruenta med 1 modulo 8.

1140 T texten pa forra uppslaget pastas att om
a=b (mod n), s& giller att n|(a — b). Visa att
péstaendet foljer av definitionen av kongruens.

1141 Konstruera en uppgift dir man ska undersoka
0 differensen av tv tal modulo 7.1 resultatet ska
differensen vara kongruent med 0 modulo 7.

NIVA 3

1142 Om du tittar i en almanacka, sa ser du att
4/4, 6/6, 8/8,10/10 och 12/12

infaller pa samma veckodag. Forklara med
hjilp av kongruensrikning varfor alla dessa
datum infaller pd samma veckodag.

2

4 }/ R

s

0m det skiljer ett helt antal n
mellan a och b, sa &r g = b (mod n)

Berdkningar med kongruenser

Ség att du till exempel vill finna slutsiffran for resultatet av en komplicerad
berikning eller ta reda pa vilken veckodag det &r om 2°° dagar. Att bestim-
ma detta med hjilp av vanliga berdkningar kan vara knepigt, 4ven om man
har tillgang till hjilpmedel. Med kongruensrikning 4r detta ofta mycket
enklare, eftersom vi dé endast behover bestimma resten vid division med 10
respektive 7.

I forra avsnittet konstaterade vi forst att
7=1(mod 6)
och att

" 16=4(mod 6) \

Sedan visade vi att ocksd summan 7 + 16 = 23 ir kongruent med summan
1+ 4 =>5modulo 6 ochatt produkten 7-16 =112 4r kongruent med pro-
dukten 1 - 4 = 4 modulo 6. Det vill siga att

74+ 16=1+ 4 (mod 6)

N

och
7.16=1-4 (mod 6)

Detta dr nagot som giller allmant. Har nedanfor har vi sammanfattat ndgra
rikneregler for kongruenser.

Rikneregler for kongruenser

\

Oma="b (modn) och c=d (mod n), sd giller
1) atc=b+d (modn)

2) ac=bd (mod n)
3) a’=bF (mod n) p dr ett positivt heltal

Vibevisar har pastdende 2). Bevisen for 1) och 3) limnas som évning.

Eftersom a= b (mod 1), sd finns det ett heltal k, sidant att a = k;n + b. P4
samma sitt finns det ett heltal k,, sddant att ¢ = kyn + d eftersom c=d (mod n).

Vi far
ac= (kyn + b)(kyn + d) = kjkyn® + kynd + kynb + bd = (kjkyn + ki d + kob)n + bd

Eftersom ki, k,, n, d och b idr heltal, sa ér ocksd (kjkn + k,d + k,b) ett heltal.
Visitter k = kjk,n + kyd + kb och far

ac = kn + bd, for ndgot heltal k

Men att ac = kn + bd betyder ju att ac— bd = kn, dvs. det skiljer ett helt
antal n mellan ac och bd. Det innebir att ac=bd (mod n). v.s.b.
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Exempel:

Losning:

Exempel:

Losning:

Exempel:

Losning:
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Bestdm det minsta naturliga tal a, som gor att 43 + a =3 (mod 6).

Vi borjar med att undersoka resten nir 43 divideras med 6.
43 B
i 7 rest 1, dvs. 43 =1 (mod 6)

S843+a=1+a(mod 6) Enligt rakneregel 1

1+ a=3 (mod 6) ger direkt att g = 2 dr det minsta positiva tal som gor
att 43 + a=3 (mod 6).

Vilken blir slutsiffran om man beriknar 4774 ?

Slutsiffran 4r resten vid division med 10. For att bestimma slutsiffran
riknar vi ddrfor modulo 10. Eftersom 477 =7 (mod 10) s fir vi
4774 =7* (mod 10) Enligt rakneregel 3
742 = (72)2 Enligt potenslagarna
(7%)*' =92 (mod 10) 72 = 49 0ch 49 = 9 (mod 10)
921 =9.920=9. (9110 Enligt potenslagarna
9.(99)10=9.1' (mod 10) 92 = 81 0ch 81=1(mod 10)
9.19=9 (mod 10)

Svar: Talet 477%? har slutsiffran 9.

Anita konstaterar att i dag ir det tisdag. Vilken veckodag dr det om

2% dagar?

Vi riknar modulo 7 och gér omskrivningar med hjalp av rdknereglerna
for kongruenser och potenser:

295 =02+ =299 = 4. 233 = 4. (233 = 4. 8% Enligt potenslagama
Eftersom 8=1 (mod 7) sd dr 8*'=1°' (mod 7) Enligt rakneregel 3
Dirfor giller

4.-81=4-1"=4.1=4(mod7)

S4 2=4(mod 7)

Det betyder med andra ord att 2°° har resten 4 vid division med 7 och att

om det #r tisdag i dag, sa 4r det 16rdag om 2°° dagar.

NIVA 3

1143

Bestim det minsta naturliga talet m, s att

. a) 5:5-5-5=m(mod 3)

1144

1145

1146

1147

b) 7°=m (mod 3)

Bestam det minsta naturliga tal a, som gor att
a) 39+a=11(mod?7)

b) 70=12 + a (mod 8)

c) 7-a=15(mod4)

Lat a och b vara tva positiva heltal. Nir q
divideras med 7 blir resten 2. Nir b divideras
med 7 blir resten 3. Vad ir resten nir

a) a+ bdivideras med 7
b) a- b divideras med 7

¢) 3a+ b®divideras med 7

Om det dr september manad i dag, vilken
mdnad dr det i s fall om 52%° manader?

Om klockan nu dr 15.00, vad ar di klockan
om 5'%? timmar?

NIVA 2

1148

Att visa att talet 26 039 dr delbart med 13 kan
man gora genom att undersdka summan

26 000 + 39 riknat i modulo 13

a) Visa med hjilp av modulorikning att
26 039 dr delbart med 13.

b) Visa pd samma sitt att 1 734 4r delbart
med 17,

1149

1150

1151

Bestédm slutsiffran nar man beriknar féljande
uttryck.

a) 9203 b) 7104

Bestim det minsta naturliga tal u s att
a) 312+7-87-9=u(mod 10)
b) 4-62-5u=2 (mod 3)

Bestdam tva heltal # som uppfyller att
10 -1800=1-u (mod 9).

NIVA 3

1152

1153

1154

1155

1156

N

Visa att ett fyrsiffrigt tal alltid 4r delbart med
9, om talets siffersumma dr delbar med 9.
Ledning: Vilket tal 4r det fyrsiffriga talet
ABCD kongruent med modulo 9? Hur kan
talet skrivas 1 utvecklad form?

Bestam alla heltal x som uppfyller kongruens-
ekvationerna

a) 2x=2(mod 4)

b) x*=1(mod 8)

¢) 5x—10=30 (mod 7)

Bevisa att om a=b (mod n) och

c=d (mod n), sd giller att
a+c=b+d(modn).

Bevisa att om a = b (mod n), sa giller att
a? = b (mod n), dér p dr ett positivt heltal.

Visa att ett tal alltid dr delbart med 3, om
talets siffersumma ar delbar med 3.

& Beskriv hur man kan ga till vaga ndr man ska primtalsfaktorisera ett tal.

£ Vad ar skillnaden mellan ett primtal och ett sammansatt tal?

& Namn nagot som utmaérker diskret matematik.

' Forklara vad det innebdr att tva tal ar kongruenta med varandra modulo 7.

& Vad menas med den principala resten d& a divideras med b?

TALTEORI © 1.1 KONGRUENSRAKNING 23




Rekursiv formel

Sluten formel

Talfoljder och induktionsbevis

Talfoljder och summor

Redan i kurs 1c arbetade vi med talfsljder. En talfoljd ar en foljd av tal, som
till exempel

De tre punkterna sdger att talféljden
fortsatter efter samma monster

6,12, 18, 24, 30, 36, ...

eller

2 Talféljden har ett begransat antal element
3,87,-22,23,0, 14, g och bestar endast av de 7 element vi ser har.

Talen i en talf6ljd kallas element. Den forsta talfoljden fortsitter efter 36 och
har inget slut. Talféljden har ett odndligt antal element. Den andra talféljden
har ett andligt antal element, nimligen sju stycken. I den forsta talféljden ser
vi ett tydligt ménster, medan det 4r svérare att urskilja ndgot monster i den
andra. Hir kommer vi framst att ta upp talfoljder med ett bakomliggande

monster.

Det ir inte alltid nédvindigt att skriva upp alla element i en talf6ljd, dven
om antalet dr dndligt. Vi kan till exempel skriva 5, 10, 15, ..., 95. Monstret
framgar tydligt och det ricker att visa borjan och slutet av talfoljden.

Talfoljden 6, 12, 18, ... kan beskrivas pé olika sitt. Ett sitt ar att sdga att det
forsta elementet dr 6 och att man far ndsta element genom att addera 6 till
det foregdende. Om vi kallar elementen i talféljden ay, a,, ..., sd kan vi
beskriva den genom

a1:6

a,=a,_,+6 for n>1

Hir har vi beskrivit talféljden med en rekursiv formel. Principen ér alltsa att

man beriknar elementen successivt via deras forhallande till foregaende ele-
ment.

Om vi forst ger elementen i talfoljden ett ordningsnummer

a 6 12 18

n

n Il 2 3
s ser vi att vi kan berikna talfljdens element direkt genom formeln
a,=6n for n>1 Till exempel dr oy = 6 -3 = 18

Ordningsnumret brukar man kalla index. En sédan hir formel kallas for en
sluten formel och med den kan vi direkt berékna valfritt element i talféljden,
utan att vara beroende av att kiinna till tidigare element i talféljden.
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Summan av elementen
i en talfoljd

Summatecknet .

Exempel:

Losning:

Ibland 4r man intresserad av att bestimma summan av elementen i en tal-
foljd. Det innebir helt enkelt att man adderar talféljdens element. Om tal-
foljden har ett dndligt antal element, s blir férstds summan éndlig. Men
dven talfoljder med ett oandligt antal element kan ha en 4dndlig summa.
Till exempel giller

1 1

1+l+~+—+ =2
2 4 8 U7

Man kan resonera som att bidraget fran varje term ér tillrickligt litet for att
summan inte ska gd mot odndligheten.

Kan du med hjalp av

11 figuren forklara varfor
‘I+l+l+l+ 27
4 8

2

N

Nér man vill teckna summan av en talfoljd kan det vara praktiskt att anvén-
da summatecknet 3. Med hjilp av 3, kan man ofta kort och effektivt beskriva
summor med ménga termer. Om vi till exempel vill teckna summan

5+ 10 + 15 + 20 med hjilp av summatecken, sd noterar vi forst att summan
innehaller 4 termer. Direfter uttrycker vi termerna med den slutna formeln
a,, = 5m, ddr m antar alla heltalsviirden fran 1 till 4. Vi kan nu skriva

4
Y 5m
m=1

som betyder att vi ska berikna summan av de termer som bildas da m gar
fran 1 till 4. For att teckna summan av en talfoljd med odndligt antal ele-
ment anvander vi odandlighetstecknet . Vi skriver alltsd

1 1 1 1 @ ]
Sttt =2
20 " g1 " 22 7 )3 * mgo om

6
Skriv ), (2m + 1) som en summa av termer.
m=1

Vi later m anta heltalsvirden frdn 1 till 6 och ser vilka termer som bildas.
m=1ger 2-1+1=3."

m=2ger 2:-2+1=5 )
m=3ger 2-3+1=7

for m =4, m =5 och m = 6 far vi pd samma sitt 9, 11 respektive 13.

6
Vi far 21(2?11 +1)=3+5+7+9+ 11413 Summaninnehaller 6 termer
e
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Exempel:

Ange en formel for den talf6ljd ddr forsta elementet 4r 4 och varje ele-

ment dr 7 storre dn det foregdende.

Losning:
a =4

all

Zn = 1
NIVAL  Op - (p-yr €
1201 En talfoljd definieras genom formeln

1202

1203

1204

1205

a, = 8n+ 6.
a) Ar det en rekursiv eller en sluten formel?

b) Berikna a,.

Ange det femte elementet i talfoljden som
beskrivs av

a) a—n—2+3n b) b =3-2""1
n—z n

Skriv summorna utan att anvinda summa-
tecket 2.

) S 4k b ¥ 3+ 1)
k=1 k=0

Skriv summorna med hjilp av
summatecknet Y, och tillhérande formel.

. e )
a) 2+4+6+8+10+12+14
b) 2+5+8+11+14

) 7+14+21+...+133

Figurerna ér byggda av tindstickor.

HINER

a) Hur méinga stickor behévs for att bygga
den 10:e figuren?

b) Beskriv antalet stickor i varje figur med
hjdlp av en rekursiv respektive sluten for-
mel. %
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]

Vi viljer att beskriva talfljden med en rekursiv formel

Det forsta elementet dr 4

Svar a,=4;a,=a,_,+7 for n>2

=a, +7 for n>2  Vifarett element genom att addera 7 till det foregaende

Viljer vi en sluten formel blir svaret i stallet
a,=4+7(n-10)=7n-3,n=123,..

1206 Beskriv foljande talfoljder med en sluten for-
mel
111
a) 1, 4, 9, 16, 25 b) 1, 5, g, Z,
1207 Vilket element har vérdet 98 i talfoljden som
beskrivs av
a) a,=22+4n b) b,=2-7""1
NIVA 2
1208 Teckna summan med hjélp av
summatecknet ¥, och tillhérande slutna
formler.
a) 2+4+8+16+32+064
b) 3+6+124+24+48+96+ 192
1209 Hur ménga stickor finns det i den
a) 4:e figuren
b) n:te figuren \‘
Figur1 \Figur 2 /'\\ Figur 3
. P T
2 4 i . < »
‘/ \\ = \.\ “} o
/ \\\‘/.
" 4
o
NIVA 3

1210 Skrivsumman 2—4 + 8 —16 + 32 — 64 med

hjilp av summatecknet ¥ och en sluten for-
mel.

| en aritmetisk talfoljd ar
differensen mellan tva pa varandra
féljande element konstant

Aritmetisk summa

o

—~
Aritmetiska talfoljder och summor

I talfljden 2,5, 8, 11, 14, 17, ... dr differensen mellan tva pd varandra fol-
jande element 3. Talfoljden dr ett exempel pé en aritmetisk talféljd. I en arit-
metisk talfoljd dr differensen mellan tvé pa varandra f6ljande element kon-
stant.

Aritmetisk talféljd

En talf6ljd a,, a,, as, ... dr en aritmetisk talféljd om /
Ap—=0y_1= d
for alla element i talféljden och d ir en konstant.

Elementen i en aritmetisk talfoljd kan beskrivas med den slutna for-
meln

a,=a,+(n-1)d

I summan
8+19+30+...+272

ar termerna element frin en aritmetisk talfoljd. En sédan summa kallas for
en aritmetisk summa. Den forsta termen dr 8 och differensen mellan termer-
na dr 11. Termerna i summan kan dirfor beskrivas av den slutna formeln

8+11(m—1)=8+11m—-11=11m-3

Summan bestar av 25 termer och kan skrivas
25
Y (1lm-13)

m=1

Det gér forstds att berdkna summan genom att pa vanligt satt summera
samtliga 25 termer. Men det finns en vilkind formel fér berdkning av arit-
metiska summor. Den tog vi upp redan i kurs 1c. Formeln ir effektiv fram-
forallt ndr summan har manga termer.

Aritmetisk summa

!
I en aritmetisk summa bestdr termerna av elementen 1 en aritmetisk

talfoljd. Om en aritmetisk summa har # stycken termer med a; som
forsta term och a,, som sista term, sd kan summan s, av de 7 termerna
beridknas med formeln

~_nla, +a,)

“n 2
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Exempel:

Losning:

Exempel:

Losning:

I en aritmetisk talféljd med 12 element ér det forsta elementet 18.
Differensen mellan tvd pé varandra foljande element &r 4.

a) Vilka ar talfljdens element?

b) Beskriv talfoljden med en sluten formel.

a) Eftersom talfljden innehaller 12 element, si kommer det sista
elementet att vara
18+ 11-4=062
Svar: Talfoljdens element 4r 18, 22, 26, ..., 62

b) Varje element i en aritmetisk talfoljd kan skrivas
a,=a,+(n-1)d
Vi fir darfor
a,=18+(n-1)-4=14+4n, forn=1,2,...,12

Svaria, =14+ 4n,forn=1,2,...,12.

a) Tecknasumman s=3+45+4 7+ ... + 357 med hjdlp av summa-
tecknet ¥ och en sluten formel.

b) Berikna direfter summan.

a) Viser att det dr en aritmetisk summa med differensen 2 och forsta
termen 3. Termerna i summan kan dirfor beskrivas med den slutna

formeln
a,=3+n-1y-2=2n+1

dir a,, dr termen med index 1. Den sista termen i summan 4r 357.
Antalet termer n kan dirfor berdknas med ekvationen

357=2n+1
2n=357-1
n=178 :

Summan s, av de 178 termerna kan alltsa skrivas

178

S178 =n§,1(2n +1)

n(a, +a,)

b) Formeln for aritmetisk summa s, = >

ger

S178 = LML ) (32+ 357) =32 040
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NIVA 1

1211

1212

1213

1214

1215

1216

1217

1218

Ange en aritmetisk talfoljd med 8 element,

vars forsta element dr 7 och differensen ir
d=4.

I en aritmetisk talfoljd ara; =3 och d=1,2.
Bestdm a,.

Summan4 + 7+ 10+ ... + 70 innehé&ller
23 termer.

a) Varfor dr det en aritmetisk summa?

b) Berikna summan.

En aritmetisk talfoljd har a, = 102 och
d=-3.

a) Bestim a,,

b) Bestdim summan av de 21 forsta elementen.

Den slutna formeln a, = 3n — 1, dir
n=1,2,3,... beskriver en talfoljd.

a) Bestdm de 4 forsta elementen i talféljden.

b) Ar talfoljden aritmetisk?

c) Beskriv talfoljden med en rekursiv formel.

Hur ménga element finns i den aritmetiska
talfoljden

7,10, 13, 16, ... 298¢

Berikna den aritmetiska summan
549+ 13+ ... +61.

I en aritmetisk talfoljd dr as = 41 och ag = 69.
Bestam talfoljdens forsta element, a,.

NIVA 2

1219

Berikna summan av de 25 {6rsta termerna i
den aritmetiska talfoljd som beskrivs av for-
meln

a) a,=2+6n
b) by=4;b,=11+b,_, for n>1

1220 Figurerna visar ett monster som bildas av

1221

1222

prickar.
2
o @
200 o000O® oOodo0O0OOO
@ @
=]
Figur1 Figur 2 Figur 3

a) Hur méanga prickar behover man for att
bilda figur 4 respektive figur 5?2

b) Ange en sluten formel som beskriver
antalet prickar i figur n.

¢) Hur méanga prickar innehéller figur 1 till
och med 100 sammanlagt?

En aritmetisk talf6ljd innehéller elementen
9, /5%, Biwrr

a) \Beskriv talfoljden med en sluten’formel.

b) Bestim en forenklad formel {6r summan
av de n forsta termerna 1 talfsljden.

NIVA 3

Visa att en aritmetisk summa med odndligt

antal termer 2, a,, alltid saknar egentligt
m=1
gransvirde om 4, # 0. Hir innebir det att du

ska visa att summan antingen gir mot o
eller —eo.
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Tiden | Kapitalets viirde (lcr)
(ar)

0 4000

1 4000-1,032=4128
2 4000-1,0322=4 260
3 4000-1,032°=4396

4000-1,032¢

I en geometrisk talfélid ar
kvoten mellan tva pa varandra
féljande element konstant.

Geometrisk summa

Geometriska talfoljder och summor
I talfoljderna

1, 2, 4, 8, 16, 32,..., 512
och

4, —12, 36, ~108, ...

“ir kvoten mellan tva pd varandra foljande element konstant. I den forsta tal-

foljden dr kvoten k = 2. Det kan vi se genom att

2 4 8

17274 77

I den andra talfoljden dr k = —3. En talfoljd ddr kvoten mellan tvd pd varan-
dra foljande element ér konstant kallas en geometrisk talfoljd. Geometriska
talfoljder kan t.ex. beskriva hur ett kapital eller en population férindras med
en konstant faktor under en viss tid. Om virdet av ett kapital pa 4 000 kr i
en rantefond dkar med 3,2 % per ar, s& kan du se av tabellen hir intill hur
kapitalet kar med tiden. Efter ¢ &r kommer virdet av kapitalet att vara

4000 - 1,032" kr.
Kapitalets viarde i kronor i en foljd av &r dr
4 000; 4 000 - 1,032; 4 000 - 1,032% 4 000 - 1,032° osv.

och bildar alltsd en geometrisk talfoljd. Det édr inte ovanligt att man pa detta
sitt skriver talfoljdens element i potensform.

Geometrisk talfoljd

aﬂ - k

Ay_1

En talfoljd a,, a,, g, ... dr en geometrisk talfoljd om

for alla element i talfoljden och k 4r en konstant.

Elementen i en geometrisk talfljd kan beskrivas med den slutna for-
meln a,=ak"!

I summan 4 000 + 4 000 - 1,032 + 4 000 - 1,032% + 4 000 - 1,032° + ... 4r ter-
merna element i den geometriska talféljden hir ovanfor. En sddan summa
kallas en geometrisk summa. Den hidr summan beskriver det totala virdet i en
fond efter ett visst antal r, om man varje ar sétter in 4000 kr och den arliga
tillviixten #r 3,2 %. Till exempel beriknas fondens virde efter tre 4r med den
geometriska summan 4 000 + 4 000 - 1,032 + 4 000 - 1,0322. For att forstd
det kan vi resonera sa har:

Det ar 4 000 kr som &r precis nyinsatta, 4 000 kr som sttt inne i fonden i ett
ar, och 4 000 kr som statt inne i tvd dr. Det sammanlagda nuvarande virdet
av beloppen 4r 4 000 + 4 000 - 1,032 + 4 000 - 1,032%, som alltsd dr en geo-
metrisk summa med tre termer.
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-

Exempel:

Losning:

Precis som f6r en aritmetisk summa, si finns det en vilkind formel for att
berikna geometriska summor.

Geometrisk summa

[ en geometrisk summa bestar termerna av elementen i en geometrisk
talfoljd. Om en geometrisk summa har # stycken termer med a, som
forsta term och kvoten k, sd kan summan s, av de #n termerna beriknas
med formeln
a(k"-1
. a1

- 1 diark =1

I Matematik Origo kurs 1c motiverade vi formeln med ett rakneexempel.
Du kommer sjilv att f bevisa formeln i uppgift 1232. I kommande avsnitt
kommer du ocksa att fa bevisa formeln p4 ett annat sitt.

Som vi ser av formeln kan en geometrisk summa beridknas med hjilp av for-
sta termen, virdet av kvoten samt antalet termer. Om vi t.ex. vill berikna
summan 4 000 + 4 000 - 1,032 + 4 000 - 1,032% + ... + 4 000 - 1,0321°, s3 borjar
vi med att konstatera att det dr en geometrisk summa dir a, = 4 000; k = 1,032
ochn=11.

Med hjalp av formeln f6r geometrisk summa far vi sedan
o 4000(1,032'" — 1)
. 1,032 -1

=51 761

I en geometrisk talfoljd 4r det tredje elementet 147 och det fjirde elemen-
tet 1 029.

a) Bestdm kvoten k. b) Beskriv talfsljden med en formel.

a) Ien geometrisk talfoljd dr kvoten av tvd pd varandra f6ljande element
konstant. Vi kan darfor beridkna kvoten genom att dividera det fjirde
och det tredje elementet pd varandra.
= _1029

as 147

b) En geometrisk talfsljd kan beskrivas med formeln a, = a, - k"~ !, dir
a, dr talfoljdens forsta element och k dr kvoten. Eftersom vi redan
beraknat kvoten k aterstdr bara att ta reda pa a,. Vi utnyttjar att
a; = 147 och far ekvationen
147=gq,-7°"!

147 = a, - 7% vilket ger a, = g

49
Svar: Den geometriska talféljden kan beskrivas med formeln:
a,=3-7""Lnx>1
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Exempel:

Lésning:

Exempel:

Losning:

15
En summa beskrivs av uttrycket 2, 3 000 - 1,019™.
m=0
a) Motivera varfér summan &r en geometrisk summa.

b) Beridkna summan.

a) Vikan skriva summan
15
Y 3000-1,019" =3 000+ 3000 - 1,019 + 3 000 - 1,019% +
m=0

+3000-1,019°+ ... +3000- 1,019

Kvoten k mellan tva pd varandra foljande termer &dr k = 1,019. Det
betyder att det dr en geometrisk summa.

b) Den forsta termen ar a, = 3 000, kvoten ar k = 1,019 och antalet ter-
mer ir n = 16. Vi fir summan
o =3 000(1,019'°—1)
16 1,019 — 1

= 55500

[ borjan av januari varje dr sitter Catrine in 3 000 kr pd ett konto. Rinte-
satsen 4r 4,3 %. Catrine sitter in pengar vid totalt atta tillfdllen. Hur
mycket pengar finns pa kontot omedelbart efter den sista inséttningen?

Catrine fér olika mycket rinta pd sina insdttningar, eftersom pengarna
funnits pa kontot under olika ldng tid. Tabellen visar hur mycket varje
insdttning 4r vdrd nir pengarna tas ut.

Av 1,234,567,

Insattning 3 000 : 3000-1,043’
joo0 3000 -1,043°
3000 3000 - 1,043

3000 3000

Totalt pa kontot efter 7 ar 3000 + ... +3 000 - 1,043

Det totala kapitalet sq efter 8 insdttningar:
s¢=3000+3000-1,043+ ... +3000- 1,0437 kr

Uttrycket dr en geometrisk summa dér den forsta termen a, = 3 000,
kvoten k = 1,043 och antalet termer n = 8.

~3000(1,043% — 1)

= oyl =)
g 1,043 — 1

=27 900 kr Sy
k-1

Svar: Kapitalet efter sista insittningen dr ungefir 27 900 kr.
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NIVA 1

1223 a) Bestim a, och kiden geometriska

1224

1225

1226

1227

1228

1229

talfoljden 2, 6, 18, 54, ...

b) Beskriv talfoljden med en formel.

En geometrisk talfoljd beskrivs av formeln
a,=07-(-5)""forn=1,...,5

a) Hur ménga element innehéller talfoljden?

b) Bestim det forsta och det sista elementet.

52452+1,8+52- 1,82 +...+52- 1,8"4ren
geometrisk summa.

a) Hur ménga termer finns i summan?

b) Anvind formeln fér geometrisk summa
och berikna summan hir ovanfor,

Berikna den geometriska summan
2000 + 2 000 - 1,025 + 2 000 - 1,025% + ... +
+2000 - 1,0257.

Berikna virdet av de geometriska summorna

12 20
a) X, 1,20m b) >, 0,97

m=1 m=1
Lindas hund Karo ska iita en penicillinkur, Han
ska ha en tablett pd 20 mg varje morgon och
kvill i 7 dagar. Man uppskattar att ungefér 35 %
av penicillinet bryts ner mellan varje tablett.

a) Hur skulle den geometriska summa se ut
som visar méingden penicillin i Karos
kropp direkt efter det sista intaget.

b) Hur stor méngd penicillin finns i s3 fall i
Karos kropp efter intag av den sista
tabletten?

Josefin sitter in 5 000 kr p& banken i borjan av
varje dr i 10 dr. Rédntan dr 1,75 %. Hur mycket
har hon pé banken direkt efter den 10:e insiitt-
ningen?

NIVA 2

1230

Talen x— 4, x och x+ 12 ér tre pd varandra
foljande element i en geometrisk talfoljd.
Bestdm vilka tal det 4r.

1231

1232

I en geometrisk talfoljd 4r summan av det
forsta elementet och det tredje elementet 25.
Summan av det andra och det fjirde elemen-
ten dr 50. Bestdm en forme] {6r talfoljden.

Formeln f6r en geometrisk summa med
a;(k'-1)

k-1~
Bevisa att formeln giller genom att folja ste-
gen

n termer kan skrivas s, =

« Teckna summan
s,=ay +atk+ak’+ .. +ak!

* Teckna summan ks,
= Stédll upp ett uttryck for ks, — s,
+ Forenkla uttrycket

* Losuts,

NIVA 3

1233 Bestim de heltal n for vilka

no(3\m
2 (_) <2100

m=112

1234 1 en geometrisk talfoljd med odndligt antal ele-

1235

ment giller under vissa omstindigheter att
elementen a, = a,k" ! ndrmar sig ett visst
virde. Man sdger att elementen gir mot ett
gransvirde. Det innebar att lim a,k" l=4,
dér A dr griansvirdet.

a) Vilket villkor méste gilla for att gransvir-
det A ska existera, dvs. att

lim ak"” 1—A?
1
n- e

b) Det finns bara tvd virden som A kan anta
om gransvirdet lglq a,k" =1 = A existerar.
n oo

Vilka dr dessa tvd virden?

I en viss geometrisk summa med o4dndligt
antal termer giller att absolutbeloppet av
kvoten k &r |k| < 1.

a) Visa att summan kan beriknas med

formeln s = —21-
1-k

b) Varfor maste |k| < 12
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Ny

i

folldesn
AIRCT

Induktion av latinets inductio,
som betyder leda in eller dra

.

Induktionsbevis
e
P ‘2 B
R
(™Y .
- .
[
e ¢ W
LN}

Vi bevisade formeln redan i
kurs 1 genom att utnyttja att
den dr en aritmetisk summa,
men har ska vi bevisa formeln

med en alternativ metod

Induktionsbas

Induktionsantagande

Induktionssteget

Induktionsbevis

I kurs 4 behandlade vi olika typer av bevis. En metod ér direkt bevisforing,
ddr man fran en given utgdngspunkt via logiska resonemang visar att ett
pastiende dr sant. En annan typ ar indirekta bevis, dir man t.ex. bevisar att
ett pastaende dr sant genom att visa att det motsatta alternativet ar omajligt.

Vi ska nu ta upp en tredje typ av bevis, som kallas induktionsbevis. Principen
kan liknas vid en rad av dominobrickor som vilter. Om en bricka vilter, sd
puttar den ner nista, som i sin tur puttar ner ytterligare en. Pa det viset vél-
ter alla brickor som en foljd av att ndgon vilter den forsta.

Nir man genomfor ett induktionsbevis inleder man med att visa att egen-
skapen giller for det forsta talet. Sedan visar man att om egenskapen giller
for ett tal, vilket som helst, s& giller den for det direkt foljande talet, oavsett

var i upprakningen man befinner sig.

n{n+1)

Som exempel visar vi att pdstdendet 1 +2+3+ ...+ n= ar sant

for alla virden av n.

Vi borjar med att visa att pastdendet giller for # = 1, dvs. vi bérjar med att
visa att VL = HL ndr n = 1.
VL=1

_ (1 +1)
=— =

VL = HL, dvs. pastdendet ér sant for n = 1.

Summan innehaller bara en term

HL

1 Vi sitterinn = 1i formeln

Nu antar vi att pastiendet dr sant for ett visst varde av n, vi kallar det virdet
(p+1)

for p. Alltsd antar viattforn=p giller 1 +2+3+ ... +p= 5

Vi ska nu undersoka om detta medfor att pastdendet 4r sant dven for ndsta
viarde pd n, dvs. forn=p + 1.

Vi undersoker VL och HL fér # = p + 1 och anvinder vart induktionsanta-
gande. I VL summerar vi alla termer fran 1 till p + 1.

VL, 1=1+2+3+...+tp+ (p+1)  Anvand induktionsantagandet for att
e E skriva om de p forsta termerna

Vihar brutit ut den gemen-

T+2+3+..+p= ﬁ(p; L enligt induktionsantagandet. samma faktorn (p + 1)

p+t+2(p+1) _(p+2)(p+1)
2 2

VLP+1:—(p;1)+(p+1):p(

[ HL sétter vi in p + 1 direkt i formeln. , .
Viharsattinn=p+1

HL _p+Dp+D+) _(p+D(p+2) = formeln M0+ 1)
p+1 2 2 2
Alltsé ar VL, = HL, , , dvs. VL = HL dven for p + 1.

32 TALTEORI © 1.2 TALFOLJDER QCH INDUKTIONSBEVIS

AttvisaattHL,, = VL, ;gdrman
t.ex. genom attiVL,,anvanda
antagandet for att skriva om alla

termer utorn den som innehaller just
p+1.1HL,, sdttermaninp +1
direkt i formeln, Sedan férenklar
man bada leden, sa att det framgar
attViL, = Hi,, .

Exempel:

Losning:

Induktions-

steg

N I
VL= (2k—1)=1 respektive HL=12=1
k=1

Vi har nu visat att pastdendet 4r sant fér #n = 1 och att om péstiendet 4r sant
for ett visst tal p, s dr det ocksd sant for nésta tal p + 1. Detta gor att vi kan
dra slutsatsen att pdstdendet ocksd 4r sant for alla tal n > 1.

Detta kan liknas vid att om bara brickorna kommer i rorelse, s3 kommer alla
brickor att vélta. Induktionsbasen garanterar att brickorna bérjar vilta.
Eftersom pastiendet dr sant for n = I och fir tvd pd varandra foljande tal, s3
ar ju pastdendet sant for n = 2. Men dd dr det ocksd sant for n = 3, vilket
leder till att det &r.sant for 1 = 4, osv. Vi kan dra slutsatsen att pastdendet ir
sant for alla positiva heltal.

Strategi for induktionsbevis

Om man vill visa att ett pdstdende dr sant {6r alla heltal # > a, s kan
man gora pa féljande sitt:
+ Induktionsbas: Visa att pstiendet ir sant for n = a.

¢ Induktionsantagande: Anta att pdstdendet &r sant for ett visst virde
\ Eé’i n, t.ex. 1 = p, dvs. anta att VL, = HL,

* Induktionssteg: Visa med hjilp av induktionsantagandet att pasta-
endet dd dr sant dven fér n=p -+ 1, dvs. att VL, ., =HL, ,

* Slutsats: Eftersom pastdendet 4r sant for n = g och for tvd pd'varan-
dra foljande tal, s& dr pastdendet sant for alla tal nn > a.

Visa med hjilp av induktion att > (2k-1)=1+3+5+... +(@2n—1)=#n
k=1

Viinleder med att visa att pastdendet dr sant fér n = 1. Induktionsbas |

SaVL=HL forn=1.
~
Anta nu att pastaendet dr sant for ndgot visst #, sdg # = p. Det innebir att

p
VLP :k§1(2k_ D=1+3+...+(2p-1) :p2 = HLP Induktionsantagande

Vi undersoker vad som i sé fall giller for det foljande talet, n=p + 1.
p+1 ~

VLP+1 :kgl(zk_ = Enligt ind\uktionsantagandet

=143+ ... +Q2p-1)+Q2p+1)=p*°+2p+1
HLP+1=(p+1)2=p/2+2p+l Visatterinn = p+1direkt i HL

Alltsé giller VL = HL dven for n = p + 1, om det géller for n = p. Tillsam-
mans med att vi visat att likheten giller f6r n = 1, s kan vi dédrfor dra

‘slutsatsen att likheten giller for alla n > 1, v.s.v.
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Exempel:
1

Visa med hjilp av induktion att summan

Nok=1+4+2+4+...+2"

k=0

kan beridknas med uttrycket 2"+ ' — 1 for n > 0.

Losning: Induktionsbas:

Forn=0giller VL =10ch HL=2*!-1=1,sa VL = HL.

Induktionsantagande:

\

Vi antar att uttrycket dr sant for nagot visst n = p, dvs. att

VLP:1+2+...+2P:2P“—1=HLP

Induktionssteg:

Forn=p + 1 giller d&

_ 1_ 1 +1_ . 9ptl_1—9p+2_
\/LP+1—1+2+...-i—2P+2er =t 1+ =2.2 1=2 1

1+2+..+2° =27~ 1enligt induktionsantagandet.

HL,,,=2°+D*+1_1=20%2_1

Sitterinp = p +1iuttrycket 27+' -1

S4 om VL, = HL,, galler ocksd VL, , ; = HL,, ;. Tillsammans med att vi visat
att VL, = HL for n = 0 innebir det att pastdendet &r sant for alla virden p&

n=0.

NIVA 1

1236 Likheten3+5+7+ ...+ 2n+1)=2n+n*
giller for alla virden avn 2 1.

a) Visa att likheten galler for n= 1.
b) Visa att

345+7+...+(2p+ D)+ QRp+1)+1)=
=2(p+ 1)+ (p+1)>

om man antar att
3+547+...+2p+1)=2p+p-
¢) Forklara vad du har bevisatia) och b).

1237 Visa med hjilp av induktion att
74+11+415+ ...+ (7+4(n-1))=2n*+5n
for alla heltal n > 1.

1238 Visa med hjilp av induktion att

z 7n + 3n?
Z (3m+2):1’l—1’l_
m=1 2
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NIVA 2

1239 Summan av de n forsta positiva udda talen dr
1forn=1
1+3=4 for n=2
14+3+5=9 féor n=3,0sv.
a) Konstruera en formel for att berakna
summans,=1+3+5+... +a,dira,dr

det m:te udda talet. Ledning: Testa att
berikna fler summor, t.ex. for n =4, 5, 6.

b) Hur kan talet a,, skrivas med hjilp av n?

¢) Genomfor ett induktionsbevis som bevisar
att din formel giller for alla virden pa n.

d) Det gar ocksd att visa formelns giltighet
med hjilp av formeln for en aritmetisk
summa. Gor det och jamfor darefter med
ditt induktionsbevis.

1240 Visa med hjilp av induktion att

n_
1+3+9+27+81+...+3”‘1:32—1

for alla positiva heltal 7.

1241 Visa med hjilp av ett induktionsbevis att for-
meln
_a(k"-1)
Tk
for att berdkna en geometrisk summa ér kor-
rekt. Du kan anvinda f6ljande steg som hjilp
for ditt bevis:

Induktionsbas: Visa att formeln stimmer for
n =1, dvs. visa att s, = g, som ju ir den geo-
metriska summan bestdende av 1 term.

Induktionsantagande: Anta att formeln stim-
mer fOr ett visst #, sig n = p, dvs. anta att

VL, =HL,

Visa att om formeln stimmer fér n = p, sd
stimmer den ocksd for n = p + 1. Det gor du
genom att visa att VL, . =HL, | dér
VL, =ak ... +a;k " + a)k? och dir du
anvinder induktionsantagandet for att skriva
om de p forsta termerna.

I HL, , | sdtter du direkt in p + 1 i formeln.
Forenkla och visa att VL, , ; =HL, , ;.

Motivera varfor detta bevisar att formeln dr
sann for alla n.

1242 Mikael genomfor ett induktionsbevis genom
att forst visa att pastdendet 4r sant for n = 1.
Sedan antar han att pistdendet dr sant f6r
n =k + 1 och visar att det medfor att pasté-
endet ocksd dr sant for n = k + 2. Slutligen
drar han slutsatsen att pastiendet ir sant for
alla n. Har Mikael ritt? Motivera ditt svar.

1243 Visa med hjilp av induktion att for alla heltal
n 2 1 giller att
n 3 2
Y K= 2n° +3n“+n
K=1 6

1244 Visa att

1242 3+...4+n-(n+1)=
_n(n+1)(n+2)
3

NIVA 3

1245 Visa att for alla heltal n > 1 giller att
1 1 n 1 _
T (2n-1)-2n
.
n+1 n+2 2n

1246 Visa med hjilp av induktion att antalet dia-

gonaler d,, i en regelbunden n-horning dr

d _n(n-3)
" 2

Antag att formeln giller for en p-hoérning.
Vad hinder om du lagger till ett hérn?

1247 Visa att
cosx+cos3x+cosbx+ ...+

sin 2nx
+cos 2n—1)x=—""""=
2sinx
for de virden pa x dir nimnaren i HL 4r

definierad.
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Exempel:

Losning:

Att visa olikheter och delbarhet med induktion

I foregiende avsnitt anvinde vi induktionsbevis for att visa hur olika sum- -
mor direkt kunde beriknas med hjilp av formler. Men med hjilp av induk-
tion kan man ocksa bevisa olikheter eller pdstdenden om delbarhet.

Sig att vi med hjilp av induktion vill bevisa en olikhet och att vi med hjalp
av induktionsantagandet har kommit fram till att vi behéver bevisa att

n? + 10 > 67 for alla n. I det hir fallet, och i manga liknande fall, r det enk-
lare att forst skriva om uttrycket och i stillet bevisa att

n—-6n+1020

Den hir olikheten 4r bevisad om VL gdr att skriva som en kvadrat, eftersom
en kvadrat aldrig kan vara negativ.

VL=n?—6n+10=n*-6n+9+1=n-3)*+1>(n-3)>>0=HL

(n-3)>0

Nir vi skrivit om delar av VL som en kvadrat, kan vi dra slutsatsen att
VL 2 1 eftersom kvadrattermen som minst 4r noll. Darmed giller dven att
VL 2 0 och péstdendet &r bevisat.

Visa att 3|(n + 3n? + 2n + 3) for allan > 0.

Vi sitter in # = 0 och beriknar uttryckets virde. Det ger resultatet 3 och
eftersom 3|3, sd 4r pastdendet sant for n = 0.

Nu antar vi att pastdendet dr sant for ett visst virde av n, sdg n = p, dvs. vi
antar att 3|(p® + 3p + 2p + 3).

Vi undersoker uttrycket for n=p + 1.

(p+1P+3(p+1)2+2(p+1)+3=

=p+3p2+3p+ 1+3p2+6p+3+2p+2+3

Vi skriver om uttrycket sd att en del av det &r identiskt med uttrycket i
induktionsantagandet

PP+3p2+3p+1+3p2+6p+3+2p+2+3=
=(p>+3p2+2p+3)+ (3p>+9p +6)

Induktionsantagandet siger att 3 delar den forsta termen och eftersom

den andra termen kan skrivas 3(p? + 3p + 2), sd delar 3 dven den andra
termen. Darmed giller att 3 delar hela uttrycket.

Det resonemang vi har fort gor att vi kan dra slutsatsen att pastdendet dr
sant for alla n 2 0, v.s.v.

36 TALTEORI © 1.2 TALFOLJDER OCH INDUKTIONSBEVIS

Exempel:

Losning:

NIVA 1

med 3.

1248 For alla heltal n > 0 géller att n° + 2n 4r delbart

a) Visa att pastdendet 4r sant for n = 1.

b) Visaatt (p+ 1)°+ 2(p + 1) 4r delbart med
3 om p> + 2p ocksd dr delbart med 3.

¢) Forklara vad du har visat i a) och b).

Visa med hjilp av induktion att 2" > n? foralla n > 4.

Viinleder med att visa att olikheten giller {61 n = 5.

VL = 2°=32; HL = 5? = 25 och eftersom 32 > 25, sa ir pastaendet alltsa
sant fér n = 5.

Nu antar vi att pastaendet 4r sant for ett visst , sig n = p, dvs. att 27 > p2,
Sedan undersoker vi vad som giller for n =p + 1.

Vi ska alltsd visa att VL, , |, > HL, , ;. Det dr ofta enklare att visa att
VL, ,,—HL,, | > 0. Vistiller darfor upp uttrycket VL, , ; —HL, , ; och
forenklar sedan.

VL, —HL, =22 (p+ 12 =20+ (pP+2p+1)=2- 20— p?—2p—1

Nu anvénder vi induktionsantagandet 2? > p? och skriver om forsta ter-
men:

2:20-p?-2p-1>2p7—p?—2p—1=p*-2p—1
Om 27 > p?, samaste2- 27 -p? - 2p-1>2p’ -p* - 2p - 1

Det sista uttrycket, p> — 2p — 1, 4r alltsd mindre &n VL, , , —HL,, , och
om det dnd4 dr positivt, s maste forstds VL, ; — HL, , | > 0 ocksd gilla.

Vi fortsdtter att skriva om och tar hjilp av kvadratkomplettering
pr-2p-1=p2-2p+1-2=(p-1)2-2

Eftersom p > 4, sd méste (p—1)2—2> (4—1)2—2 =7 > 0 och dirmed
giller alltsd-dven VL, ~HL,,, >0

Vi har visat att pastdendet ar sant f6r # = 5 och for tvd pd varandra foljan-
de heltal storre 4n 4. Pastdendet dr dirmed sant for alla n > 4.

1249 Moa har fatt i uppgift att visa olikheten
m* > 4m — 4 for alla reella tal m > 2.”Den hir
uppgiften kan jag l6sa med induktion”, tinker
Moa.

a) Moas pastdende stimmer inte. Forklara
fér Moa varfor hon inte kan 1sa den hir
uppgiften med induktion.

b) Visa olikheten genom att skriva om den
pé formen VL — HL > 0.
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NIVA 2

1250 William har fatt i uppgift att med hjélp av
induktion visa att att 3" = 2n + 1 for alla heltal
n > 0. Lis noga igenom hans losning nedan
och forsok att pd de markerade stillena for-
klara varfor likheterna/olikheterna fére mar-
keringarna giller.

Vill visa att 3" > 2n + 1 for alla heltal #n > 0.
Induktionsbas: n = 0 ger VL = 3° =1 och
HL=2-0+1=1,alltsd &r VL2 HL for n =0
Induktionsantagande: Antar att pastdendet dr
sant f6r n = p, dvs. antar att 37 > 2p + 1.

Induktionssteg: Vill visa att detta medfor att
pastdendet 4r sant ocksa for nastkommande
tal, dvs. forn=p + L.

VL=3t1=3.3P a)
HL=2(p+1)+1

VL>HL«< VL-HL>0
VL-HL=3-3-Q2(p+1)+1)= b

=3P 43P 43P - (2p+2+1) =
=3P 43P 43P - (2p+1)-22 q)

>3P+3P-22> 0

>304+30_2=0

Alltsa dr VL — HL > 0 och ddrmed VL > HL
dvenforn=p+ 1.

Tillsammans med att pdstiendet ar sant for
n =0 ger detta att 3" = 2n + 1 f6r alla heltal
n=0.

1251 Visa med hjilp av induktion att for heltal
n > 0 giller att 3|(n° — n).

1252 Visa att for alla heltal n > 0 géller att
6|n(2n+ 1)(7n + 1).

1253 Visa med hjilp av induktion att 2" > 4 for
alla heltal n > N {or ett visst virde pd N.

a) Bestim ett virde pd N samt visa att olik-
heten giller fér detta viarde pd N.

b) Hur ser olikheten ut for # = p? Formulera
induktionsantagandet.

¢) Du ska nu visa att pastdendet ar sant
ocksa f6r n = p + 1. Du ska alltsa visa att
271> 4(p + 1) under forutsittning att
péstdendet 4r sant for n = p. Tips: Skriv
om olikheten du ska visa som
2P t1_4(p + 1) > 0 och utnyttja induk-
tionsantagandet.

d) Forklara vilken slutsats du kan dra nidr du
genomfort a)—c).

NIVA 3

1254 Visa med hjilp av induktion att

1 1 1 1
bt b2~
12+22+ n? n

for positiva heltal n.

1255 Visa att fér n > 0 giller att
a) 3)22-1+1 b) 5242 +1

© Vad innebir induktionsbasen, ndr man gor ett induktionsbevis? Vilken del motsvarar det,
om man jamfor ett induktionsbevis med att valta dominobrickor?

© Hur kommer det sig att en summa med ett odndligt antal termer &nda kan ha ett &ndligt gransvérde?

© Hur kan man visa att en sluten formel beskriver samma talféljd som en rekursiv formel?

® Vilka dr de viktigaste stegen i ett induktionsbevis?

& Varfor gér man ett induktionsantagande?
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Kryptiska meddelanden

Agenterna Alfrida och Bertil vill skicka kodade med-
delanden till varandra. De har en krypteringsmetod,
men den bygger pd att bada kinner till nyckeln, som
ar ett tal. De dr langt frdn varandra och vagar s8 klart
inte meddela nyckeln via telefon eller annat vanligt
kommunikationsmedel. Men de vet ett sitt att med-
dela den dppet.

Forst bestimmer de tvé positiva heltal m och n och
det kan goras helt 6ppet. De viljer m = 3 och n = 5.
Talen kan ndstan véljas hur som helst, bara m < n,
men ju storre talen 4r desto svdfare dr det att gissa
nyckeltalet. Sen viljer de var silt naturligt tal, som de
haller hemligt. Alfrida viljer a = 10 och Bertil viljer
b= 15. Alfrida bestimmer nu m“ (mod n) och Bertil
bestammer m” (mod n). Det ger

310 =59 049 = 4 (mod 5) for Alfrida, som siitter

A = 4 och skickar talet till Bertil. P4 samma sitt
berdknar Bertil 31° = 14 348 907 = 2 (mod 5) och
skickar B = 2 till Alfrida. Att skicka A och B till var-
andra gors ocksa helt 6ppet.

Alfrida tar nu sitt hemliga tal a och kombinerar det
med talet B, som hon fatt fran Bertil och beriknar

B® (mod n). Hon far d4 2'° = 1 024 = 4 (mod 5).
Bertil berdknar A? (mod n) och far

45 =4".4=(4%7-4=17-4=4 (mod 5). P4 sa sitt
har de bdda raknat fram nyckeltalet 4, utan att ndgon
annan kan gora det.

Vilket tal A = m® (mod n) skickar Alfrida till Bertil,
om hon i stillet viljer a = 112

Vilket blir nyckeltalet om Alfrida har valt a = 11
och hon far B = 2 frdn Bertil?

Visa att Bertil far samma nyckeltal, nir han utgar
fran Alfridas tal A och sitt eget tal b = 15.

Vilka tinkbara nyckeltal finns nér vi valt m = 3 och
n=>52
* Vilj num =7 och n = 13. Visa att Alfrida och

Bertil far samma nyckeltal, om Alfrida viljer a = 6
och Bertil viljer b = 15.

* Vilj tvd egna virden pd m och n och visa ddrefter
ett exempel pé att de bada agenterna kan rikna
fram samma nyckeltal.

Varfor fungerar dd denna metod? Den bygger p4 att
de hemliga talen a och b, som behdvs for att berdkna
nyckeltalet, inte kan spdras med hjilp av talen A och
B som skickas 6ppet. Trots att dven m och n dr 6ppna
sd finns det for manga mojligheter for att gissa a och
b.Ndr n =5 finns 1 och for sig vildigt fa tinkbara
nyckeltal, och darfor later man » vara ett mycket
storre tal i ett verkligt lige. Men hur kommer det sig
att man pd det hér sittet fir samma nyckeltal?

Som forut sa har Alfrida och Bertil kommit éverens
om m och n. Alfrida viljer sitt a och berdknar
A=m"(mod n). Bertil beriknar B = m? (mod n).
Sdg nu att b > g, dd kan vi skriva b = a + ¢ for ndgot
naturligt tal c. Om vi liter C= m° (mod n), s galler
att B=m®* +kn=m"- m‘+ kn= AC (mod n), for
nagot heltal .

*+ Motivera varfor det giller att B= AC (mod n).

Av kongruenserna foljer att A = m® + pn och
C=m"+ gn, ddr p och g &r heltal. Nyckeltalet beriknas
av Alfrida, B"=(AC)*=A?- (" =X (mod n) och av
Bertil, AY=A%*¢= A?. A=Y (mod n). For att visa att
X =Y, sd behover vi nu bara visa att C* = A° (mod n).

* Visa att C* = A° (mod n). Ledning: Utnyttja att
A =m"+ pnoch C=m"+ qn och utveckla poten-
serna C* och A“.
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HISTORIA

Julius Caesar anvande redan pa
100-talet f.Kr. den typ av chiffer som
i dag bar hans namn.

JAmcoEromni | xiMMORPGRSTUVWEYZALD
RAREOTFGH I [ELMROPgRS TUVWEYZAAD
BECOEFLH I JXELMNOBORSTUVWXYZAADA
E{CDEFGH ) | KLMNOPORSTUVWXYZAADAN
OEFGH | | KLMNOPOQRSTUVWEY ZAADABL
B FGCH I JKLMNOPQRSTUVWXY2AADADLD
FlIGH! JELMNOPQRSTUYWXYZAADABLDE
GIGHI JKEMNOPORSTUVWXYZAARDABEREF
Ml ) KLMNOPORSTUVWXYEAADABCHLFE
iy KCMNOQPONSTUVWXVIARDASCOEFGH
HIKLMNOPQRETUVWXYZAADANCDEF NI
Mk LMNOFORSTUVWXYZAABABCDERGHII
LILMNOPORSTUVWXYZAAGANCDEFGH | K
MUNDPOHSTUWWXYZAABABCODEFGHI LKL
MHOPORETUVWXYZAAOABEOEFGH J LM
WoPORSTUVWREYZAAQARCUEFGH) | XLMN
PlPORSTUVWXYZAAOABLHEFLHI | KLMND
QRS TUVWXYZAAOABCOBEFGH | | xLUNOR
BUSTUVWXYZAAODARCOLFGHI IKLMNDRD
S5 TUVWXYZAAOABCDEFRGHI [ ELMNOPOR
TITUVWXYZAADABCDEFGNI [KLMNOPURE
WUVWXYZAAONABCDEFGMI |ELMNOPORST
WUWXYZAAOABCODEFGH] JELMHOPORSETU

¥¥ZAAOANCDEFGHI | KLMNOPORSTUY
MY ZAAOABCODEFGH] | ELMEOP QRS TUVW
¥[¥ PAADABCOEFGH ! |KLMHOPGRS TUWWK
22AAOABCDENGH] JKLMHOPOHS TUVWEY
AAADABEDEFGH I JKLMNOPOHSETUVWXYZ
AMAOABCHEFLH( JKLMNOBORS TUVWXYZA
GlADCDEFGHT JKLMNOPORSTUVWXYZAR

Raden som borjar pa A ar inte
forskjuten alls, men att just
" den raden anvands vet forstas
inte eventuella tjuvlasare.
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Mer om kryptering

Caesarkrypto

I Matematik Origo 1 finns ett avsnitt om kryptering, dar det beskrivs hur
man kan koda meddelanden med hjilp av ett Caesarkrypto. Det innebdr
att varje bokstav byts ut mot en annan genom att man helt enkelt forskju-
ter alfabetet ett visst antal steg. Sig att man kommit dverens om att
forskjuta det elva steg. Den undre raden visar dd vilken bokstav som
ersitter den riktiga i det kodade meddelandet.

Klartext | a ' b | c d | e | f g_h'i j ki Il im njo p
Kod LimInlolPlolRIS|TlU|VIiW|X|Y]|Z]A
Klartext | g | r | s t u v w x|y z|a 4 0
Kod Alalalelc|o|le|F|G|H]1]])]|K

Ordet ”matte” kommer di att krypteras som XLBBP. For att dekryptera
ett meddelande gér man forstds bakvégen. Det krypterade ordet ZOTRZ
betyder alltsa "origo™

Det har visat sig att det inte 4r sarskilt svdrt for obehoriga att knécka
nyckeln till ett Caesarkrypto, dtminstone inte for lite lingre texter. Man
vet namligen med vilken frekvens, dvs. hur ofta, varje bokstav forekom-
mer i olika sprak. Om man gor en frekvensanalys av bokstéverna i det
krypterade meddelandet, s& kan man relativt enkelt lista ut vilka de

riktiga bokstdverna r.

Vigenérekrypto

Ett sitt att stirka Caesarkryptot dr att anvinda sig av flera olika forskjut-
ningar, ett s kallat Vigenérekrypto. Under raden med alfabetet for klartext
skriver man upp ytterligare 29 rader med alfabet, som bérjar pd olika
bokstiver. Rad 1 bérjar ABC, rad 2 bérjar BCD, rad 3 borjar CDE etc. Sen
bestimmer man ett nyckelord, som talar om vilka rader som ska anvéin-
das vid krypteringen. Om nyckelordet ar ELDA, s4 anvinds helt enkelt i
turordning raderna som borjar pd E, L, D och A.

Den forsta bokstaven krypteras nu enligt raden som bérjar pd E, den
andra enligt raden som borjar pa L osv. Den femte bokstaven blir ater
krypterad av raden med start pa E. P4 det hér viset kommer samma
bokstav att svara mot fyra olika krypterade bokstaver beroende pé var i
texten bokstaven kommer. En frekvensanalys blir ddrmed meningslos och
kryptot blir svrare att forcera.

Till slut lyckades den engelske matematikern Charles Babbage forcera
Vigenerekryptot genom att utnyttja att vissa bokstavskombinationer
forekom med jaimna mellanrum. Om nyckelordet ar ELDA, sa har ordet
»det” de fyra varianterna HPW, OHT, GEX, DIB. Eftersom "det” dr sa

En utomstaende kanner forstas
inte till att det ar fyra bokstaver
i det valda nyckelordet.

? Vad stari
meddelandet KUHRDAX-
EFILFNNWBKWDRM-
TODJNBGXXLUVQ, som
krypterats med Vigenére-
krypto om nyckelordet &r
AGENT?

' ? Talet618 517 dren
produkt av tva primtal.
Undersok hur lang tid det
tar for dig att lista ut vilka
de tva primtalsfaktorerna ir,

vanligt forekommande, s§ kommer det formodligen att dyka upp flera
gdnger i samma skepnad. Genom atjfbestimma med vilka mellanrum
denna repetition kommer, kan kodknickaren lista ut lingden pa nyckel-
ordet.

Om t.ex. kombinationen GEX férekommer med start pd bokstav 3, 15,
31, 43, 63 och 103 i ett meddelande, s4 ser vi att det dr med intervall pa
12, 16, 12, 20 respektive 40 steg. Alla dessa tal bor vara delbara med
antalet bokstéver i nyckelordet och det stimmer in pa 1, 2 och 4. Ett
nyckelord pa en bokstav dr meningslost f6r da blir det bara ett vanligt
Caesarkrypto och dven tva bokstidver 4r i minsta laget. Darfor ar det ett
rimligt antagande att nyckelordet har fyra bokstiver.

Sedan kan man g vidare med att fundera éver vilket ord bokstiverna
GEX faktiskt stér for. Det 4r troligt att det &r ett av vdra vanligare ord och
genom att systematiskt préva sig fram kan man férhoppningsvis finna
nyckelordet och ddrmed forcera kryptot.

Kryptering med stora primtal

Ett problem med att skicka kodade meddelanden 4r att bade sindaren
och mottagaren maste ha tillgéng till nyckeln till krypteringen. Ett
personligt verlimnande innebér kanske praktiska svérigheter och
kurirer utgor alltid en risk. Darfor ér det en stor fordel om man pa nagot
vis kan skicka nyckeln dppet.

Ett modernt sitt att utbyta nycklar dr att ppet formedla en produkt av
tvé primtal. Att berdkna produkten av primtalen 641 och 1 327 4r en
enkel sak. Det tar ndgra sekunder med riknare och inte mycket langre tid
for hand. Men om vi vill gd bakvigen och primtalsfaktorisera produkten
850 607, sd maste vi prova oss fram tills vi finner ett primtal som
850 607 dr delbart med. Faktorerna méste i och fér sig vara mindre 4n
V850 607 ~ 922, men det blir 4nda ménga tal att testa. Om primtalsfakto-
rerna dr oerhort stora, sd blir detta ett i praktiken omdjligt arbete. Viljer
vi tvd primtal med flera hundra siffror s tar det férstds en stund att
berikna produkten, men det 4r omojligt att ens med datorhjilp ga
baklinges och finna faktorerna om man inte har en fruktansvird tur.

For att nu skicka krypterade meddelanden s beriknar mottagaren
produkten av tva gigantiska primtal och skickar talet 6ppet till avsinda-
ren, som krypterar med hjilp av detta tal enligt ett visst system. For att
dekryptera meddelanden duger det emellertid inte med produkten, utan
dd mdste man kinna till faktorerna. Avsindaren kan allts4 inte dekryptera
sitt eget meddelande och det kan ingen annan heller, som inte kdnner till
de bada primtalsfaktorerna. Men det giér mottagaren, som ju var den som

beridknade produkten och dekrypteringen ir dirfor mojlig for den som
verkligen skulle ha meddelandet. Den hir formen av kryptering kallas
RSA-kryptering efter konstruktorerna Ronald L. Rivest, Adi Shamir och
Leonard M. Adleman.

TALTEQORI © HISTORIA 41

YIidOLSIH




o

A

-

=

N
H o
W
L
2

A n
M OCH UN

PROBLI

DE TUSEN DORRARNAS PROBLEM

Tank dig att det finns 1 000 stingda dorrar i en ling korridor. Du ska nu
dppna och stinga dorrarna enligt ett visst monster. Inled med att 5ppna
samtliga dorrar. Sen stinger du varannan dorr, med start pd dorr 2. Direfter
andrar du liget pd var tredje dorr med start pa dorr 3, dvs. du stinger 6ppna
dorrar och 6ppnar stingda dorrar av dem som berors. Sen dndras liget pd
var fjirde dorr, var femte dorr, etc. Slutligen 6ppnar eller stinger du dorr
1 000. En del dérrar kommer d4 att vara oppna och andra kommer att vara
stingda.
Dérr 1 har du bara dndrat lige pd en géng. Ar det ndgon annan dorr som
du bara rort en gang?
Vilka dorrar kommer att vara dppna efter att alla 6ppningar och sting-
ningar har genomférts? Forklara!
Vilka dorrar har du 4dndrat lige pd exakt tvd gdnger, dvs. 6ppnat en ging
och sen stingt for att ddrefter aldrig mer rora?

Kommer dérr 1 000 att vara 6ppen eller stingd?

Vilken dorr har du dndrat lige pé flest ginger?

ARITMETIKENS FUNDAMENTALSATS

Aritmetikens fundamentalsats sager bland annat att primtalsfaktoriseringen
av ett ssmmansatt tal 4r unik, bortsett fran ordningen mellan faktorerna.
Faktoriseringen innehaller alltsd alltid samma primtalsfaktorer. Vi ska titta
pé ett bevis for den delen av satsen.

Anta att det finns tvi olika primtalsfaktoriseringar av ett tal a, sa att
A=DpiPy e P= 14 -+~ Gy fOr ndgot virde pd m och n, dér alla p; och g; dr
primtal som inte nédvindigtvis ar olika.

Nu giller forstds att pja foralla i=1,2,...,m och gja forallaj=1,2,....n
_N - 4y

Vi dividerar bada faktoriseringarna med p,,,, vilket ger pyp, ... p,,_1 = 5

Eftersom VL ir ett heltal, si maste 4ven HL vara ett heltal.
Alltsi giller p,,|q,q; - - g, Varfor kan man dra den slutsatsen?
Men nu maste gilla att p,, = q; for ndgotj=1,2,..., 1. Varfor giller det?

5 Vikan anta att p,, = q,, (eventuellt efter att ha omnumrerat faktorerna i
HL). Alltsa galler p1p, ... Pru_1 =145 --- 4,1~ Vi kan nu fortsitta samma
resonemang stegvis fram till antingen VL = 1 eller HL = 1. Hur f6r man
det resonemanget?

Sig att resonemanget leder fram till att VL = 1.
Da giller alltsd 1 = q,4; ... 4,,_,,,- Vad mdste nu galla for HL?

Vad kan vi dra for slutsats?
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Talteori

Delbarhet

* kvot och rest

« blaom % ar ett heltal
¢ delbarhetsregler

* primtalsfaktorisering

« aritmetikens fundamentalsats

Induktionsbevis

» anvdnds for att visa att ett pastaende ir
sant fér alla heltal nddrn 2 a

induktionsbas, n=a

induktionsantagande, antar att
pastaendet drsantférn=p

* induktionssteget, visar att pastiendet
dd ocksa arsantforn=p +1

+ slutsats: eftersom pastaendet &dr sant
for n = a och for tva pa varandra féljande
tal, sa drdetsantforallanza

« dominobrickor som vilter

Talfoljder och summor

* rekursiva och slutna formler

* aritmetiska talfoljder, a, = a, + d(n - 1)
+ geometriska talféljder, a, = a,- k"’

* summatecknet X

. ) nla, +
+ aritmetiska summor, s,, = nla, +a,)

oy(k"-1) k=1

* geometriska summor, s, =

Kongruensriakning

division med rest
regelbundet aterkommande restvirden

att a och b har samma rest vid division
med n skrivs a=b (mod n)

Om a = b (mod n) och ¢ = d (mod n) giller
a+c=b+d(modn)
ac = bd (mod n)

a” = b (mod n), p dr ett positivt heltal
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BLANDADE UPPGIFTER

10 P3 en slikttraff mots Ada, Boa, Cia, Daga och
Elvis. Det visar sig att deras dldrar bildar en
geometrisk talfoljd med stigande alder enligt
. bokstavsordningen pé deras namn. Ada 4r 16 ar
NIVA 1 och Elvis dr 81 &r, Hur gamla 4r Boa, Cia och
g . Dagat
1 Primtalsfaktorisera talen
a) 55 b) 44 11 Utga fran de tva talen 66 och 57 och bestam med
C) 84 d) 54 hjilp av riknereglerna f6r kongruenser det
minsta naturliga tal som
2 Genomfor divisionerna och ange resultaten med a) summan av talen dr kongruent med
kvot och rest modulo 3
17 28 ; 5
a) = b) A b) ?rf:lflzszn av talen 4r kongruent med 18 Sofi siger att hon kan dra slutsatsen att 20 Tyra fyller &r 1 januari. Vid varje fodelsedag, frin
o 0 6637 698 ér delbart med 18, eftersom det 4r det att Tyra fyllde 1 ar till och med att hon fyllde
c) R d) ) ¢) produkten av talen dr kongruent med delbart med badde 2 och 9. Laban siger att da 15, har hennes gudmor satt in 500 kronor p4 ett
modulo 5 bor ju 43 065 804 vara delbart med 24, eftersom bankkonto med 1,25 % rénta. Efter Tyras
3 Ange de positiva delarna till talen _ ) A det dr delbart med béde 4 och 6. femtondrsdag har pengarna fatt std ororda pa
12 Hir ser du de forsta elementen i en geometrisk ! Kontot. H K q .
a) 15 b) 20 calfslid: 32. 16. 8. 4 a) Hur kan du snabbt kontrollera att e e i et pengar finns pd kontot
" O e Jdi 22, 10,6, %, .. | 6 637 698 4r delbart med 2 och 9, dven da Tyra fyller 18 ar? Anta att rintan betalas ut
<) ) a) Forklara varfor talféljden 4r geometrisk. om du inte anvinder miniriknare? 31 december varje 4r.
4 Ange tvi olika tal som dr kongruenta med 13 b) Bestdm det nionde elementet i talfoljden. b) Varfor ger resultatet i a) att talet faktiskt 21 Bestiim det minsta naturliga tal u som uppfyller att
modulo 7. ¢) Bestim summan av de 15 forsta elementen i ar delbart med 18? N
Ifolid ) a) 4% +109-3032=u (mod 5)
taltohyden. c) Visa att 43 065 804 4r delbart med 4 och

5 Teckna summorna utan att anvinda summatecken. b) u?=-6 (mod 7)

. . _ ' 6, utan att anvinda riknare eller genom-
< g 13 Michael siger att man med induktion kan visa att

a) }Z‘l (3k+2) b) k§413 p A+8+12+ ... +4n=2n(n+1) forallan> 1. 5 iorlj PRSI o T 22 Anta att du har en liksidig triangel dir varje sida
- ) ) , . abans resonemang dr felaktigt. Varfor har lingden 1 L.e. Om du fr&n varje si
<) kgo % d) kgl (%)k 3) Ge.nomfor Beviset som IMichad foresla1t. foljer inte delbarhet med 24 av resultatet i den mitgtersta tredjedelen och ers;tterdc?e?rrlf o
- - b) Ari sdger att han har ett annat séitt att visa att )2 med en liksidig triangel, s skapas den stjirnfor-
6 Ien aritmetisk talfoljd 4r det forsta elementet formeln stimmer. Finn ett sitt att visa att o . made figuren i Figur 2 hir nedanfor. Tar du bort
a, = 17 och det sista elementet a, = 89. Ge tvd formeln stimmer, som inte ar ett induk- 19 Resultatet av en division mel.lan tvd heltal a och b den mittersta tredjedelen av varje rakt linjeseg-
forslag pd hur talfoliden kan se ut om tionsbevis. (b #0) kan uttryckas med hjalp av kvot och rest. ment i Figur 2 och ersitter med tvé sidor i en
3<n<10. . a) Forklara varfor vi alltid kan finna en rest liksidig triangel, s& fr du Figur 3. Gor du
: NIVA 2 r 2 0 som 4r mindre 4n nimnaren d4 a och b likadant ytterligare en géng, s far du Figur 4.
7 Forklara med hjilp av kongruens varfor ett ar T ar positiva tal. Den figur som skapas pa detta sitt brukar kallas
talen a och b 4r negativa. crn Helge von Roch.
b) —1+4-16+64—256+1024—... — 65536 a) Den forsta figuren har tre sidor. Hur ménga

8 Tink dig att klockan 4r 14.00. Vad 4r klockan om ¢) En vanlig definition av principal rest ar att

. i det 4 : sidor har Figur 2?
110 timmar? 15 Hur kan du snabbt avgora att 3 819 564 dr delbart etdr den re“st r suom"uppfyller c.)hk}.lejce.n B ) ) i
med 36. utan att utfora divisionen? 0 <r < |b|, ddr b dr nimnaren vid divisionen. b) Bestim ett uttryck for snéflingans omkrets i
9 a) Vilket dr det minsta tal som bestdr av tre ’ ' Bestdm med hjilp av denna definition den Figur n. .
olika primtalsfaktorer? 16 Bestim resfen d5 2324 divideras med 7. princiﬂpala re§te.n déd -35 divideras med -6
b) Vilket dr det minsta tal som bestar av tre = och dd —43 divideras med -8.
primtalsfaktorer, som inte nédvandigtvis dr 17 Ange en sluten formel for det m:te elementet i i
olika? talfoljden 106, 10 006, 1 000 006, ... e o o i,
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23

24

Kattungen Pepsi dter under en period av sitt liv
varje dag 1/15 av sin vikt, férutom att han
dricker vatten. P4 grund av bus och annat, sa
okar Pepsi varje dag 1 vikt med endast 1/3 av
den vikt han dter. Hur manga dagar tar det {or
Pepsi att fordubbla sin vikt?

Ett sdtt att finna primtal dr att anvdnda négot
som kallas Eratosthenes sdll. Man skriver dd upp
alla heltal frén 2 och uppadt, s& langt som man
vill finna primtal. Man bérjar med att markera
det lagsta talet som dr ett primtal, dvs. 2. Sen
stryker man alla andra tal som &r delbara med 2,
dvs. vartannat tal forutom 2 sjilvt. Inget av
dessa dr ju primtal, eftersom de innehdller
faktorn 2. N4ir man-4f klar markerar man 3 som
primtal och stryker ddrefter vart tredje tal, alltsd
alla andra tal som #r delbara med 3. En del av
dessa ir forstds redan strukna. Talet 4 dr ocksd
redan struket, eftersom det dr delbart med 2.
Nista primtal dr 5 och man stryker sedan alla
andra tal delbara med 5, osv. P4 det viset sallar
man bort de tal som inte dr primtal, vilket
anknyter till namnet.

a) Anvind metoden med Eratosthenes séll for
att finna alla primtal upp till och med 100.

b) Nir du konstaterat att 3 ir ett primtal och ska
stryka vart tredje tal, dr vissa tal redan strukna.
Vilka tal ér det som redan har strukits?

¢) Hur ménga omgangar av strykningar
behover du gora, dvs. for vilka primtal finns
det fortfarande tal kvar att stryka? Rikna
med #dven de primtal som nimnts ovan.
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26

n
-1
forn=>1

n—1 4
Visa att Y, 4" =
m=20
a) med ett induktionsbevis

b) med formeln for geometrisk summa

L 1
Visa att Y, ———— =

n
-
E RhFD) e ornzl

NIVA 3

27 Losekvationen x+ 1,24 - x + 1,242 - x + 1,24% - x

28

29

30

31

32

+ ...+ 1,24"% . x=4500
Visa att om 3 | @ — 1 s& kommer 9 | g’ — 1

Visa att 24" — 1 4r delbart med 5 for alla heltal
n=1.

a) med hjilp av ett induktionsbevis

b) med hjilp av kongruensrikning

Visa med hjilp av induktion att
1+4+9+...+nt<n’forallan>2.

Foretttal a = pfip,©2 ... p, %, diir py, ..., p, dr
primtal och ki, ..., k, &r positiva heltal, galler att
antalet positiva delare dr

(k; + 1)(ky + 1) ... (k, + 1). Eftersom

12 =2%- 3, 54 ger formeln att 12 har

2+ 1)1 +1)=3-2=06delare.

a) Vilka ar delarna till 12?

b) Primfaktorisera talet 14.

¢) Hur ménga delare har 14?

d) Hur ménga delare har talet 722

e) Motivera varfor formeln ger antalet delare
till ett tal.

I en geometrisk talfsljd 4r bdde a; och a; heltal
och kvoten k dr ett rationellt tal.

a) Visaatta,, ..., a;,_; ocksd maste vara heltal
med de forutsittningar som gller.

b) Visa att a; inte mdste vara ett heltal, om j > 1.

¢) Visaatta,, ..., a;_; inte nodvandigtvis &r
heltal, om man sldpper kravet att k ska vara
rationellt.

Utan raknare ,

Vilka tal 4r delare i

a) 18 b) 41 c) 621=3%.23

Vilka berdkningar behéver man utfora for att visa att 373 dr ett primtal?

Vilken ér kvoten respektive (principala) resten nir man utfor divisionerna

83 48
) 10 b 5

Ange tre olika tal x, y och z som uppfyller villkoret x=y = z (mod 14).

Hér nedanfor ser du de fem forsta termerna i en aritmetisk talfoljd
47,42,37,32,27, ...

a) Forklara hur man kan se att talféljden 4r aritmetisk.
b) Ange en rekursiv formel for det n:te talet i talfoljden.
c) Ange en sluten formel for det n:te talet i talfljden.

d) Summan av de # forsta termerna i talfsljden betecknas s,,.
For vilket eller vilka virden pd » giller att s, < 02

Vilka olika virden pé » gor att 17 =11 (mod n)?

Teckna med hjilp av summatecknet > de summor som, med hjilp av form-
lerna for aritmetisk respektive geometrisk summa, kan beriknas med
foljande uttryck

9 46 _
2 200:+82) by 20.04%~1)
2 1,04 -1
Ersdtt x med minsta mojliga naturliga tal.
a) 47-33 =x (mod 9)
b) 3% =x (mod 7)

Ett kapital far under flera &rs tid std orért pd ett konto med fast rintesats. Om
man kontrollerar det innestdende beloppet pa nyérsafton varje ar, s&
kommer beloppen att bilda en geometrisk talfsljd. Motivera varfor!

Visa med hjilp av induktion att

7 2
a) Y (3k+ I)ZM
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