2.1, Madngdldra
2.2 Kombinatorik
2.3 CGrafteori

BY DELKAPITEL

» Begrepp som naturliga tal, heltal,
rationella tal och reella tal

» Elementdra begrepp fran
sannolikhetsldran

» Begreppet mangd, operationer pa
mangder, mangdldrans
notationer och Venndiagram.

» Begreppen permutation och
kombination.

» Metoder for berakning av antalet

kombinationer och permutationer

samt motivering av metodernas
giltighet.

» Begreppet graf, olika typer av
grafer och dess egenskaper samt
nagra kanda grafteoretiska
problem.

» Matematiska problem med
anknytning till matematikens
kulturhistoria.
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(I det hir kapitlet far du bekanta dig med
4 » grundldggande begrepp inom mangdla-
ran. De anvands ofta ndr man skriver

matematisk text. Skrivsittet innebar stora

fordelar och gér att mycket information

ryms pa liten plats.

Kapitlet innehaller ocksa en introduktion
i kombinatorik, den del av matematiken
som besvarar fragor av typen ”Pa hur
manga sdtt ...?” Sist i kapitlet behandlas
grundlaggande begrepp i grafteori, som &r
en matematisk formalisering av strukturer
som t.ex. sparvagnsnit eller molekyler.
Med hjélp av grafteori kan man bl.a. finna

den snabbaste vdgen mellan ett antal orter.

Nar du ar klar med kapitlet ska du kunna

» definiera och anvanda grundlaggande
begrepp och symboler inom méangdlaran

» anvanda Venndiagram for att beskriva
vilken eller vilka egenskaper olika objekt
har i en universalméangd

» anvanda multiplikationsprincipen och
beskriva den kartesiska produkten av tva
mangder

» anvanda Dirichlets ladprincip

» berdkna antalet permutationer och antalet
kombinationer av elementen, eller en del
av elementen, i en méangd

» anvanda binomialsatsen

> beskriva nagra grundldggande begrepp

inom grafteorin

Ping pong

Stellan, Kjell, Janne, Mikael och Erik spelar
rundpingis. [ varje spelomgéng gdr tva spelare
till final, dédr en segrare utses.

» Hur manga mojliga varianter finns det pd vem

som vinner respektive kommer tvda i en
omgangs

» Hur ménga olika finalpar finns det?

Aventyr

Bilden visar en dventyrsbana, dér olika aktivite-
ter sker lings med varje delstriicka.

» Visa att det dr mojligt att gd runt hela dven-
tyrsbanan, utan att ga ndgon delstricka mer
dn en gang.
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2.1

Man beskriver ofta en mangd
genom att ange mdngdens
element skrivnia inom klamrar.

N betecknar mangden av

naturliga tal och Z dr mdngden av:

heltal. Pa motsvarande sdtt
betecknas mangden av rationella
tal, reella tal och komplexa tal
med Q, R respektive C

Tomma méngden, &

Mangdlara

Vad dr en méngd?

Om man samlar ett antal olika objekt, som till exempel husdjur
{hund, iller, katt, marsvin, minigris, undulat}

eller tal

(2,4,6,8,10}

s& har man skapat en miingd. De foremal eller objekt som ingar i en méngd
kallas for mangdens element och kan vara precis vilka objekt som helst, men
det 4r vanligt att elementen dr tal. Ofta har elementen i en méngd nigon
gemensam egenskap. Mingden

A=11,2,3,4,5)
bestar av alla positiva heltal frdn och med 1 till och med 5. Médngden
B=1{2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37}

bestar av alla primtal som dr mindre 4n 40. Bdde mingden A och médngden
B har ett dndligt antal element, ndmligen 5 respektive 12 stycken.

Redan i inledningen av kurs 1 tog vi bl.a. upp mdngden av naturliga tal och
miingden av heltal. De dr bida exempel pd mangder som har ett odndligt
antal element. I de hir fallen dr det forstds omojligt att beskriva méngderna
genom att rikna upp alla element, men vi kan anvinda samma teknik som
vi anvinde for att beskriva elementen i en talfoljd och skriva

N=1{0,1,2,3,...}
respektive
Z=1{..,-2,-1,0,1,2,3,...}

Man kan ocksé beskriva en mingd genom att tala om vilken eller vilka egen-
skaper elementen 1 mdngden ska ha. Mangden

C = {n; 3|n}

bestar av alla tal # som har egenskapen att 3|n. Om man vill beskriva den
mingden genom att ange elementen, sa skriver man i stéllet

C=1{...,—6,-3,0,3,6,9, ...}

Tva mingder A och B ir lika om och endast om de innehdller exakt samma
element. Vi skriver d& A = B. En mingd som inte innehéller nagra element
alls, kallas for den tomma miingden och betecknas . Det giller alltsd att

=1}
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Delmdngd, C

Varje mangd dr en delmangd av sig
sjdlv, t.ex. ar A en delmangd av A.
Mdngden B dr en delmangd av A,

" men det finns element i A som inte

finns i B. Man sager da att 8 dren
tikta delmdngd till A. Det kan skrivas
B C A. Pa samma satt dr mang-
den Cen dkta delmangd till A

Tilthor, €

Tillhor inte, &

Exempel:

Losning:

OmA=1{1,2,3,4,5} och B={1,2,4}, s& ingar A
varje element i B dven i A. Man séger da att B ir en

delmiingd av A och skriver det som B C A. Aven 5
C = {3, 4} ar delmingd till A, dvs. det giller att
C C A. Ddremot ér C inte en delméngd till B efter- °

som 3 inte ingdr i B. Det skriver vi C € B. 1 figuren
hir intill har vi illustrerat relationerna mellan
mingderna A, B och C. Fér den tomma mingden

& = {} géller att den 4r en delmingd till alla mangder.

BN A«

Ibland vill man visa att ett eller flera element tillhor en mingd. Det gr man
med hjilp av symbolen €.0Om A =1{1,2, 3,4, 5} s& giller t.ex.2 € A. Om vi
skriver n € Z, sd menar vi helt enkelt att # tillhor mingden Z, det vill siga
att n ar ett heltal.

P4 liknade sitt anvander vi symbolen & for att visa att ett element inte ingdr
i en mingd. Till exempel giller att 6 & A, eftersom 6 inte ir ett element i
mingden A.

Delmdngd

For tvd mingder, A och B, giller att B dr delméngd till A om det for alla
element x giller att x € B — x € A. Vi skriver B C A.

Man kanske kan tycka att det vi gett exempel p4 hir r detaljer och onédig
formalisering, men att kunna tala om mingder och ge dem ett namn, gor att
det i manga fall blir enklare att hantera matematiken i anslutning till dem. I
stillet for att varje ging behova skriva "méngden av naturliga tal”, s kan
man helt enkelt bara skriva N. Att pd det hir sittet kunna uttrycka sig kort
och precist dr en av matematikens stora fordelar.

Beskriv vilka av mangderna som #r en delmingd av ndgon av de andra

méngderna.
A=1{2,4,6,8,10} B=1{1,2,3,...,10}

C=11,2,3} D=1{6, 10}

Hir kan det vara en fordel att rita mangderna.

Visernuatt ACB;CCB;DC AochDC B.
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Exempel:  Ange alla delmingder av mingden A = {bl4, gul}.

Lésning:  Enligt definitionen ska samtliga element i delméngden ocksé ingd i A. Vi

ska alltsd hitta alla mojliga mangder dér varje element ocksd ingdr i A.

En mdngd ar
alltid delmaned

till sig sjlv {bla}, {gul} och {bl4, gul}.

& ar delmaned

Det finns tre sédana mingder som innehaller ndgot element, ndmligen

Dessutom uppfyller tomma méangden kraven f6r delmédngd till A.

till alla mangder Svar: Det finns fyra delméngder: &, {bld}, {gul} och {bla, gul}.

Exempel:  Beskriv med en upprikning vilka element som ingér i midngden

A={a;Na € Z}.

Losning: A bestdr av alla tal vars kvadratrot dr ett heltal. Det dr helt enkelt kvadrat-

talen som uppfyller detta, alltsa talen 07, 1%, 22, 3% osv.

Svar: A=1{0,1,4,9, 16, ...}

NIVA 1

2101 Givet mdngden A = {3, 4,5, ..., 10}. Avgor

om péstdendena dr sanna eller falska.

a) 5SEA b) 6,5EA <) 8EA

Ange alla delmingder till
D = {katt, hund, kanariefagel}.

a) Vilka element ingdr i mdngden
A={mn€Zoch|n <32

b) Beskriv mingden B

13
med hjilp av médngd- nm,, 16
symboler pd motsvar- e i
ande sdtt som mingden A B

beskrivs i a)-uppgiften.

Vi har namnt talméngderna N och Z som tva
miéngder med odndligt antal element.

a) Aven talmingderna Q, R och C ir tal-
mingder med odndligt antal element. Vilka
talméngder star dessa beteckningar for?

b) Beskriv deras relation till varandra och till
N respektive Z med hjilp av begreppet
delmingd.

52 MANGDER, KOMBINATORIK OCH GRAFER © 2.1 MANGDLARA

Rs

Kan ocksa skrivas t.ex. A = {o%. o € Z}

NIVA 2

2105 Skriv f6ljande mingder med hjilp av mangd-

2106

2107

2108

symboler.

a) A dr médngden av alla jimna tal mellan 11
och 27.

b) Biar mangden av alla heltalskvadrater
mellan 3 och 82,

¢) Cdr mangden av alla katter som bor pa
din gata och har kérkort for lastbil.

Om A = B, giller da att A C B? Motivera.

Om alla element i méngden B ocksa ingdr i
mingden A och det finns element i A som
inte dr element i B, sd sdger man att B dr en
dkta delmingd till A och skriver B C A.

a) Sdgatt B C A. Giller dé dven B C A?

b) Lat A = {basker, hatt, keps, mossa}. For
vilken eller vilka méingder B giller B C A,
men inte B C A?

Varfor giller & C A for alla mingder A, dvs.
att tomma méingden dr delmangd till alla
mingder?

Union

Snitt

Differens

Universalmdngd

Komplement

Kardinalitet

Mangdoperationer

Man kan utfora operationer pd méangder, ungefir AR
som man utfor rakneoperationer med tal. Om vi

liter A = {1, 2} och B = {2, 3} vara tvd mangder, s3 ar

miéngden {1, 2, 3} unionen av A och B och betecknas

AUB.

Utlases "A union 8"
Unionen av A och B dr den mingd som bestar av alla element som ingar i A, B
eller bdda miangderna A och B.Om C = {3, 4} giller alltsd A U C = {1, 2, 3, 4}.
Mingden A N B = {2} kallas snittet av A och B. AnB

Utldses "A snitt 8"

Snittet av tvd médngder dr de element som ingér i
bada miangderna. Dirmed giller att A ™ B = {2}. A

w

Differensen av tva mingder A och B ir de element som ingdr i A men inte i
B. 1 vart fall dr differensen av A och B elementet 1 och den betecknas
A\B={1}.

Observera att precis som for differensen mellan tv4 tal, s3 giller i allméinhet
att A\ B = B\ A.1vart exempel giller att B\ A = {3}.

EndastdaA=BsadrA\B=B\A-=-0

Nér man arbetar med till exempel de naturliga talen, s &r ofta 6vriga tal-
mingder ointressanta. De naturliga talen utgér da nigot man kallar univer-
salmdngd. Den bestdr av alla element som #r relevanta for det man arbetar
med och betecknas U. Ofta framgar det av sammanhanget vilken universal-
mingden dr och den skrivs dirfor oftast inte ut.

Om vi har universalmingden U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
samt miangden A = {1, 2, 3, 4}, s4 kallas méng-
den {5, 6} for komplementet till A, Den bestar
alltsd av de element som inte ingdr i A, men som
ingdr i U. Det finns ndgra olika sitt att beteckna

komplement och tv4 av de vanligaste 4r A€ res-
pektive CA. Vi kommer att anvinda det forsta
skrivsittet och skriver A© = {5, 6}.

Antalet element i en méngd kallas for méngdens kardinalitet och beskrivs
med ett kardingltal, som f6r dndliga méngder dr ett naturligt tal. Kardinali-
teten for A brukar skrivas |A| eller #A.
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| matematisk mening har ordet
eller betydelsen och/eller.
AU B ar alltsa den mangd
som bestar av alla element som
ingari A, B eller bade A och 8.

Exempel:

Ldsning:

Exempel:

Losning:

Viktiga begrepp

Union
Unionen mellan tvd mingder A och B betecknas A U B och definieras
som AU B={x;x € Aellerx € B}.

Snitt
Snittet mellan tvd mingder A och B betecknas A M B och definieras
somANB={x;x&E Aochx& B}

Differens
Differensen mellan tvd mingder A och B betecknas A \ B och definieras
som A\ B={x;x € A ochx & B}.

Komplement

Om U #r universalméngden och A dr en mingd, sd dr komplementet
till A alla element som ingdr i U men inte i A. Vi skriver det som
AC={x;x E Uochx & Al

Kardinalitet
Antalet element i en mingd A kallas for méangdens kardinalitet och
betecknas |A|. For en dndlig miingd A giller att |A| € N.

Lat A ={11,12,13,14, 15} och B=1{11,13, 15,17, 19}. Bestim

a) ANB b) AUB ) |A]

a) Snittet bestdr av alla element som ingdr i bdde A och B.
Svar: AN B={11,13, 15}
b) Unionen bestdr av samtliga element som ingdr i A eller B.

Svar: A UB=1{11,12,13,14, 15,17, 19}

| betydelsen och/eller

¢) Kardinaliteten av A dr antalet element i mdngden A.

Svar: |A|=5

Lat A = {3, 4,5} och A® = {1, 2}
a) Bestdm universalmédngden U.

b) Lit B = {4}. Bestim BC.

a) AU A® ger alltid universalmingden.
Svar: U=1{1,2,3,4,5}
b) B¢=U\B={1,2,3,5}

54 MANCDER, KOMBINATORIK OCH GRAFER © 2,1 MANGDLARA

N —

2110

2111

2112

2113

2114

2115

{ 2116

NIVA 1

2109 Lat A ={1,2,4,8} och B={1, 3,5, 7}. Bestim

a) AUB b) AnB c) |B]

For médngderna A, B och C giller att
A={1,2,3,4,56} B=1{1,2,5}
C=1{3,4,6}

Ange om f6ljande pastienden ir sanna eller
falska

a) BCA
) BNhC=0

b) A=BuC
d) B\A=C

Lat U={1,7,9,13,17,19,21, 28} och
A€ =1{7,13,19, 28}. Bestim mingden A.

Bestdm foljande méingdoperationer med
hjélp av figuren

—

s

a) AC b) AUB
d) A\B e) B\A

¢) AnB
fy CnB

Lat U vara midngden av alla husdjur och A
mingden av alla katter. Hur kan man beskri-
va mingden A® med ord?

Bestim |[A“| om |U| = 34 och |A| = 12.

L4t universalmidngden U = Z.
a) Bestim A“, om A = {; n jamnt}.
b) Bestim B, om B“ =N.

¢) Bestim A U B, om A och B beskrivs som
ovan.

d) Bestim A M B, om A och B beskrivs som
ovan.

For médngden B giller att B= A N AC.
Bestdm B.

NIVA 2

2117
5

2118
5

2119

2120

2121

2122

Ge exempel pd tvd midngder A och B, sddana
att AuB=AnNB.

Ange en mingd X, sd att det giller att
AU X =U,dér Uidr universalmdngden.

LatA ={1,2,4,8}; B=1{1,3,5,7} och
C=1{1,7}. Bestim
a) AuB)uC
¢) (AuC)nB

b) (AnB) N C
d) BN UA

Ange tvd odndliga mingder A och B som
uppfyller att A N B =,

Arvid péstar att for alla mangder A, B och C
giller att

ANBuUCO)=AnNnBUC

Vanna siger att Arvid har fel. Hon péstar i
stillet att for alla méngder A, B och C giller
att

ANBUO=MANBUUANOC

a) Visa med ett motexempel att Arvid har
fel.

b) Motivera Vannas pastdende genom att rita
en figur som beskriver méingderna.

Visa att operationen snitt ir kommutativ, dvs.
att A M B =B M A for alla méngder A och B.

NIVA 3

2123

2124

Visa att operationerna union och snitt ar
associativa, dvs. ( AUB)UC=AuU (Bu C)
respektive (AN B)YNC=AnN (BN C) for
alla mangder A, B och C. Att operationerna
ar associativa innebdr att man kan utelimna
parenteserna och bara skrivaA UB U C
respektive AN BN C.

a) Visaatt (AU B)° = A©~ BC
b) Visa att (A ~ B)¢ = AC U BC©
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R

Union

Snitt

Differens

Komplement

Venndiagram

Tank dig att man delar in deltagarna i ett sommarlager i grupper efter deras
sprdkkunskaper. Till exempel skulle vi kunna fi mingderna

A = {personer som talar tyska}

B = {personer som talar ungerska}

C = {personer som talar ryska}

Mingden A M B bestdr av dem som pratar bdde tyska och ungerska. Ming-
den A U C bestér av dem som pratar antingen tyska, ryska eller bdda dessa
sprak.

Hir intill har vi dskddliggjort vilka kombinationer

av sprakkunskaper som i det hir fallet 4r mojliga

med hjilp av ett Venndiagram.

A

[+s]

Det skuggade omradet visar dem som pratar bdde
tyska och ungerska och det med réd firg inringade
omradet visar dem som pratar sdvil tyska, ungerska - ol
som ryska.

Ett Venndiagram kan ofta ge en tydlig bild av vilka olika kombinationer av
egenskaper som kan vara aktuella i ett visst fall. Med hjilp av Venndiagram-
men kan vi ocksd fortydliga mangdoperationerna union, snitt, differens och
komplement.

Det skuggade omridet i figuren till hoger anger unionen
av mingderna A och B, dvs. A U B. T det hir exemplet 4r
det de personer som pratar antingen tyska eller unger-

ska eller bdda spriken.

Det skuggade omréadet i figuren till hoger anger snittet
mellan mingderna A och B, dvs. A M B. Alltsd de som i
det hir fallet pratar bade tyska och ungerska.

Det skuggade omréadet i figuren till hoger anger diffe-
rensen av méingderna A och B, dvs. A\ B. De som i det
hir exemplet pratar tyska men inte ungerska.

I figuren avgrinsar rektangeln universalmingden U. Det
skuggade omrédet anger A®, komplementet till A. Om
universalmingden i detta fall 4r alla lagerdeltagare, sé ar

elElShE

A€ de personer pa ligret som inte talar tyska.
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(' Exempel:

Losning:

Exempel:

Ldsning:

Lt universalméngden vara U = {ménniskor}
samt mangderna A = {svenska medborgare},
B = {elitidrottare} och C = {fotbollsspelare}.
I vilken av sektorerna hor foljande personer
hemma?

a) Zlatan Ibrahimovi¢

b) Mie Bingtsdotter, svensk fotbollsspelare i €
lagre divisioner

c) Jessica Ennis, olympisk mastare i sjukamp 2012

d) Ernst Obstler, icke-idrottande dsterrikare

a) Zlatan ir svensk, fotbollsspelare och elitidrottare. Han placeras darfor
i sektor 5.

b) Mie dr svensk, fotbollsspelare men inte elitidrottare. Hon placeras dir-
for i sektor 4.

¢) Jessica Ennis 4r elitidrottare, men varken svensk eller fotbollsspelare.
Hon placeras dirfor i sektor 3.

d) Ernst Obstler hér varken hemma i A, B eller C och ska dirfor vara i
sektor 8.

I vilken del av Venndia-

Tal mindre an 100 Tal storre an 50

grammet finns foljande
element?

a) 48

b) 55

c) 101

d) -37

Jdmna tal

a) Talet 48 dr ett jimnt tal, som 4r mindre 4n 100 men inte stérre dn 50,

Svar: Sektor d.

b) Talet 55 ar ett udda tal, som bade dr mindre in 100 och storre in 50.

Svar: Sektor e.

c) Talet 101 &r ett udda tal som ir storre dn 50, men inte mindre in 100,

Svar: Sektor b.

d) Talet —37 dr ett udda tal som dr mindre 4n 100.

Svar: Sektor a.
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Exempel: I Amotfors bodde vid ett tillfille 912 personer med korkort for bil eller 2130 Figuren beskriver mangderna . 2132 geskrliv mej S)Climlboler ‘
motorcykel. Av dessa hade vid detta tillfille 598 korkort for endast person- U = {Elever pd Balderstorps gymnasium} EMEISSIcE [ ehiay
} = ) o Venndiagrammet. "‘
bil och 207 korkort fér bdde personbil och motorcykel. Hur manga invana- A = {Elever som utévar konstakning}
re i Amotfors hade motorcykelkérkort, men inte korkort for personbil? B = {Elever som rider} v

.. . . C = {Elever som trinar gymnastik
Lésning: Vi ritar ett Venndiagram med mingderna Bla skusgning { 8y }
visar dem som har

endast mc-kort

2133 Lat A vara méngden av positiva tal delbara
med 2, B mingden av positiva tal delbara
med 3 och C= {5, 10, 15, ...}. Tolka

a) ANB b)) AnC ¢ BAC

Bil = {Invinare med bilkorkort}
Mc = {Invdnare med motorcykelkorkort}

och anger antalet element i vardera sektor.
2134 For mingderna A, B och universalmingden

Eftersom det totalt fanns 912 personer med koérkort for bil eller motorcy- U giller att |A| = 82, |B| = 35, |U| = 120 och

kel, s& blir antalet invdnare med korkort endast for motorcykel

NIVA 1

2125 Talen i figuren anger antalet element i varde-

ra sektor.

U
Bestdm antalet element i
a) AUB b) AnB
) An(BUO) d) A©

2126 Till en 20-drsfest kom 89 personer. Av dem at
47 personer grillspett och 29 fiskgryta. 14 per-
soner at bade grillspett och fiskgryta. Rita ett
Venndiagram och bestdm hur manga som

a) endast it grillspett
b) endast 4t en matritt

¢) varken &t grillspett eller fiskgryta
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912 — (598 +207) = 107

Svar: Det fanns 107 invinare i Amotfors som hade motorcykelkérkort,

men inte korkort for personbil.

2127 Figuren beskriver mingderna
U = {Hushall i Ludvika}
A = {Hushall med tradgard}
B = {Hushall med husdjur}

oy

A B

Beskriv med ord vad elementen i sektorerna
1,2, 3 och 4 har gemensamt.

2128 Rita ett Venndiagram uppbyggt av tvd valfria
6 mingder och beskriv vilka egenskaper ele-
menten i de olika sektorerna har.

NIVA 2

2129 Rita ett Venndiagram uppbyggt av tre valfria
© mingder och beskriv vilka egenskaper ele-
menten i de olika sektorerna har.

Beskriv med ord vad elementen i sektorerna
1, 2, 3 respektive 4 har gemensamt,

2131 Bland 86 ldrare finns det trétta, torstiga och
hungriga individer. I gruppen finns det
31 larare som dr trotta, 33 som &r torstiga och
37 som dr hungriga. Bland dessa 4r 11 lirare
bade trotta och hungriga, 7 lirare ir bade
torstiga och hungriga samt 6 larare ir trotta
och torstiga. Av dessa dr 5 larare savil trotta
som hungriga och torstiga.

a) Hur manga ldrare 4r endast hungriga?
b) Hur ménga ldrare ir endast trotta?

¢) Hur ménga larare dr varken trotta, torsti-
ga eller hungriga?

|A N B|=27.

a) Bestim |A\ B

b) Bestdm |A U B|

¢) Bestdm |(A U B)|

2135 Vad fir man reda pd om man summerar:
|A\B| + [B\A| + |A n BJ?

2136 Vad kan man siga om mingderna A och B
om |A\ B| = 0?

NIVA 3

2137 Visa med hjilp av ett Venndiagram att
AUBNO=(AUB N (AUQO).

2138 Forklara med hjilp av ett Venndiagram att
|AUBUC|=[A| +|B| +|C|-|ANB| -
-|AnC|-|BnCl+|AnBn ]

© Vad dr det for skillnad mellan en delméngd och en dkta delmangd?

@ Vad menas med en méangds kardinalitet?

© Kan vimed sdkerhet pasta att [AUB| > |A[?

& Vilka element bestar Q“ av, om mangden av reella tal R dr universalmangden och Q

dr mangden av rationella tal?

© Ar det majligt att bade A C B och B C A? Motivera ditt svar.

© Ge exempel pa en situation som kan askadliggtras med ett Venndiagram.

MANGDER, KOMBINATORIK OCH GRAFER © 2.1 MANGOLARA 59



2.2

Multiplikationsprincipen

Kartesisk produkt

. Detdrinte alitid sa att ¥ x X dr

samma sak som X x Y. Hdr bestar
Y x X av paren (1, a); (2, a) etc.

Exempel:

Losning:

Kombinatorik

Multiplikationsprincipen
P4 menyn i en kvarterskrog finns fem huvudritter och tre efterritter. Om vi
kallar huvudritterna for a—e och efterritterna for 1-3, s& kan vi bilda méng-

den av huvudritter X = {a, b, ¢, d, e} och mingden av efterridtter Y = {1, 2, 3}.

Genom att kombinera ett element frin X med ett element fran Y kan vi
bilda 5 - 3 = 15 olika tvirattersmenyer: a—1; a—2; a—3; b—1 osv.

For att bestimma det totala antalet majliga tvérittersmenyer multiplicerar
vi ihop antalet element i vardera mingd. Det dr ett exempel pd den sd kalla-
de multiplikationsprincipen.

slalofelolofelolofelaloYelele

[ exemplet hir ovanfor bildade vi par av ritterna pd en meny. Vi kombinera-
de samtliga element i en mangd med samtliga element i en annan mingd.
Det kallas att bilda den kartesiska produkten av méngderna. Har har vi bildat
den kartesiska produkten X x Y. Den bestar av samtliga par av element, ddr
det forsta elementet kommer frdn X och det andra elementet fran Y. Ele-
menten i mangden X X Y skrivs (a, 1); (a, 2) osv.

| forsta steget kan vi valja
en huvudrdtt pa 5 satt
| andra steget kan vi valja
en efterratt pa 3 satt
Totalt ger det 15 olika
tvardttersmenyer.

I exemplet med matritter giller att kardinaliteten, det vill séga antalet ele-
ment i mingderna X och Y, dr |X| = 5 och | Y] = 3. For kardinaliteten av den
kartesiska produkten giller att |X x Y| = |X| - |Y] =5 3 = 15, som alltsd ar
samma resultat som multiplikationsprincipen ger.

En vanlig svensk registreringsskylt pd en personbil bestér av tre bokstéver
foljda av tre siffror. Hur manga olika registreringsskyltar kan det finnas?

Pa registreringsskyltar anvinds inte boksté-
vernal, Q,V, A, A och O. Men diremot an-
vinds W. Allts3 finns det 23 bokstiver som
anvinds. Det innebdr att det finns 233 olika
bokstavskombinationer. Numren varierar fran
001 till 999, dvs. det finns 999 olika nummer.

Det finns ett fatal
bokstavskombinationer
som inte anvdnds, t.ex.
FUL, men det &r forsum-
bart i sammanhanget

Kallar vi mingden av bokstavskombinationer fér B och méngden av
nummer f6r N, s& innebir det alltsd | B| = 237 och [N| = 999. Antalet m&j-
liga registreringsnummer blir

|Bx N| =B - |N| = 23> - 999 =~ 12 - 10°

Svar: Det finns ca 12 miljoner majliga registreringsskyltar.
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2201

2202

2203

2204

Ett foretag som arbetar med textiltryck har utforsiljning. De sista varorna

som siljs dr trojor med enfirgat tryck. Endast vita och gula tréjor finns
kvar. Det finns tre firger kvar till trycket: r5d, bla och svart. Lat T vara
mingden av trojfirger och F vara mangden av farger for tryck.

a) Vilka element ingdr i mdngden som bildas av den kartesiska produk-

Exempel:
ten T X F.
b) Tolka betydelsen av elementen i T x F.
¢) Bestim och tolka |T x F|.
Losning:

element fran F.

a) T X F bestar av alla kombinationer med ett element fran T och ett

T x F = {(vit, r6d), (vit, bld), (vit, svart), (gul, rod), (gul, bld),

(gul, svart)}

b) Elementen visar vilka kombinationer av trojfirg och tryckfirg som

finns kvar.

o |TxF=6

Det finns 6 element i mangden 7 x F

|T X F| anger antalet méjliga kombinationer av trsjfirg med tryckfirg.

NIVA 1

Pax viljer mellan tre par byxor och fyra
skjortor nar han ska pa dejt. P4 hur manga
olika sitt kan han vilja sin klddsel?

En middagsmeny bestér av 5 forritter,
8 huvudritter och 3 efterritter. P4 hur manga
olika sitt kan man vilja en trerittersmeny?

En vanlig fyrsiffrig pinkod skapas med hjilp av
de tio siffrorna 0 till och med 9. Hur méanga
mojliga fyrsiffriga pinkoder kan man skapa?

Pé ett schackbride anvinder man den karte-
siska produkten av mingderna K = {A, B, C,
D,E,FEG,HochR=11,2,3,4,5,6,7, 8}

a) Ge exempel pd ett element i K X R.
b) Vad stdr elementen i K X R for?

¢) Bestdm |[K x R|.

NIVA 2

2205 Ett visst l16senord ska bestd av 8 tecken. De
tillitna symbolerna dr de 10 siffrorna 0 till
och med 9 samt alfabetets 29 bokstiiver, savil
stora som smad.

a) Hur manga olika 16senord kan man skapa
med dessa symboler?

b) Om man i stillet tilliter 16senord som
bestdr av 6, 7 eller 8 tecken, hur manga
olika I6senord kan man totalt skapa d4?

2206 Klass Nv3b ska vilja ordférande och sekrete-
rare till klassrddet. De har bestdamt att de ska
vilja en kille och en tjej. I klassen gdr 16 tjejer
och 12 killar. P4 hur ménga olika sitt kan de
vilja ordférande och sekreterare?

2207 Visaatt om A och B ir dndliga mingder, s ir
|A X B|=|BXA|.
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Fall1

Fall 2

| bade fall 1och 2 innehaller minst en
av ladorna minst 2 féremal.

Z* &r mangden av
positiva heltal.

Exempel:

Losning:

((« - Exempel:

Ldsning:

Dirichlets ladprincip

Tank dig att 5 duvor flyger mot ett duvslag med 4 stycken duvhdl. Om alla
duvorna ska fa tak dver huvudet s& maste det finnas minst 2 duvor i minst
ett av duvhalen. Det hir ir ett exempel pé den sa kallade duvhdlsprincipen
(eng. pigeonehole principle) eller lddprincipen som den ofta kallas. I vart
exempel sager den att om 5 foremal ska stoppas i 4 1ddor, s kommer det att
vara minst 2 féoremal i minst en av lddorna. Ladprincipen kallas dven
Dirichlets ladprincip efter den tyske matematikern Dirichlet.

Dirichlets ladprincip

Om m foremal ska placeras i n lador (m, n € Z") och m > n, s kom-
mer minst en 1ida att innehdlla mer 4n ett foremal.

Pastiendet kan verka sjalvklart, men som alltid i matematiken behdvs ett
bevis. I uppgift 2217 far du sjilv fora ett resonemang som motiverar att 1dd-
principen giller. Trots att principen ar nirmast trivial, s &r den ofta vildigt

anvindbar i matematiken.

I den olympiska roddgrenen dtta med styrman innehaller varje bét dtta
roddare med var sin ara, samt en styrman. Visa att minst tvd av roddarna
ir fodda pa samma veckodag.

Hir kan vi anvinda Dirichlets ladprincip. Vi later
roddarna vara foremélen och veckodagarna vara
lddorna. Eftersom vi har 8 roddare men bara 7
veckodagar, s innebir det att minst tvd roddare idr

Det kan forstas handa
att tre eller fler roddare
ar fédda samma
veckodag, men det kan
viinte veta.

fodda samma veckodag, v.s.v.

Spionen Alec skickar ett kodat meddelande till Liz. Varje kodord bestdr av
tre bokstaver ur det engelska alfabetet. Meddelandet innehaller 20 000 styck-
en sddana bokstavstripplar. Visa att minst tvé tripplar ar identiska.

Det finns 26 bokstiver i det engelska alfabetet och eftersom det handlar
om bokstavstripplar, s finns det enligt multiplikationsprincipen

26% = 17 576 olika tripplar. Nu kan vi anvinda Dirichlets lddprincip
genom att lata tripplarna i meddelandet vara foremélen och de olika
mojliga tripplarna vara ladorna. Eftersom 20 000 > 17 576 sd innebér det
att det finns minst tvd identiska tripplar i meddelandet.

® 3
_-.I ] .’ L
y — """\.

o L ATOR (K

»

NIVA 1

2208 Niclas ska med hjilp av 18dprincipen visa att

2209

2210

2211

2212

2213

en pokerhand med 5 kort alltid kommer att
innehdlla minst 2 kort av samma firg (spader,
hjirter, ruter, klover).

a) Hjilp Niclas att bestimma vad som ska
motsvara lador respektive foremal.

b) Fullfolj resonemanget med hjilp av 1ad-
principen.

Hur mdnga personer méste minst vara i ett
rum, om vi ska vara sikra pd att det finns
minst tvd personer av samma kén?

[

Sju svenskar dr pa fotbollsresa till Liverpool.
[ supportershopen vill de képa matchtrojor.
Forutom det roda hemmastillet, si finns tvi
bortastill samt tvé olika malvaktstrojor. Kan
man sidkert veta att minst tvd av personerna

kommer att képa samma typ av troja?

En miénniska har normalt firre dn 200 000 har-

strdn p& huvudet. Kan man med sikerhet pastd

att det finns tva géteborgare med exakt samma
antal huvudhér?

Hur médnga elever maste minst ga i en klass
for att sikert tre eller flera ska ha fodelsedag i
samma manad?

Hur dndras svaret i féregdende uppgift om
man i stillet ska vara siiker pa att minst tre
personer dr fodda i mars?

2214 Daniel har tillverkat ett duvslag, dar duvhalen

ligger sju stycken i bredd i fyra rader. De bil-
dar alltsa ett ménster som ett rutnit med

7 X 4 rutor. Hur manga duvor méste flytta in
i duvslaget for att sikert en av raderna ska

vara fullsatt om det bara ryms en duva i varje
duvhal?

NIVA 2

2215 T mingden A ir elementen heltal och [A] = 8.

2216

2217

a) Kan man med sikerhet pasta att minst tvi
tal har samma rest vid division med 8?

b) Vilket dr det hoogsta tal n som man kan
dividera med och sikert veta att minst tvi
tal i A har samma rest?

En rektangel har omkretsen 100 cm. Lings
rektangelns ytterkant sitter man slumpvis ut
103 punkter. Visa att minst tvd av punkterna
dr mindre dn 1 cm ifrén varandra.

Dirichlets ladprincip sdger att: "Om m fore-
mal ska placeras i 7 laddor (m, n € Z%) och

m > n s kommer minst en lada att innehalla
mer 4n ett foremal”. For ett resonemang som
visar att pastdendet stimmer.

NIVA 3

2218

2219

a) Kan man med sikerhet pastd att det finns
tvd kineser vars kroppslidngder inte skiljer
sig med mer 4n en nanometer (1 nm)?

b) Hur skulle man kunna formulera ett lik-
nande pdstdende for svenskar sa att pasta-
endet sikert skulle vara sant?

¢) Minst hur ménga kineser dr lika 18nga pa
en mikrometer (1 yum) nir?

Sdg att m foremal ska liggas i n lddor. Vad ska
st i rutan for att pdstdendet ska vara sant?
”Om m >[_] s& kommer minst en av lddorna
att innehdlla mer 4n k foremal.”
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b

dboken

Permutation kommer frin det
latinska ordet permutatio,
som betyder forandring.

Permutation

Fakultet

Utldses "permutation
av 3 element bland 8"

Permutationer

Eleverna i en klass ska rangordna vilken av frukterna apelsin, banan och cle-
mentin var och en gillar bést. Vi betecknar frukterna med A, B och C. De

L 4
P @
dir t.ex. ACB betyder att man tycker bdst om L

apelsin, nist bist om clementin och minst om banan.

olika varianterna blir

ABC ACB BAC BCA CAB CBA

Sammanlagt finns det 6 méjliga sitt att ordna de olika frukterna pd. De
olika sitten att ordna frukterna kallas permutationer av mangden {A, B, C}.
Permutationerna skiljer sig alltsd 4t enbart genom den inb&rdes ordningen

av elementen.

Om man vill berdkna antalet permutationer av en méngd utan att rikna
upp varje permutation, s finns det ett bra sitt att tinka pa. Vi tar exemplet
hir ovanfor, dir det fanns tre mojligheter till vilken frukt som skulle komma
pa forsta plats. Nar man har valt en frukt till forstaplatsen finns det tvé fruk-
ter kvar att vilja pa till andraplatsen. Sen &terstar det bara en frukt, som
sjalvklart kommer p4 tredje plats. Det leder till att antalet permutationer &r
3-2-1=6.Produkten 3-2-1 kan kortare skrivas 3! och kallas da
3-fakultet. P4 samma sitt dr 4! = 4 - 3 - 2 - 1. Allmént giller att en méngd
med # stycken element har #! olika permutationer.

Fakultet

LAt n vara ett naturligt tal. Uttrycket n! uttalas n-fakultet och berdknas
enligt

m=nn-1)n-2)-...-2-1 forn=>1

For fullstindighetens skull definieras ocksd 0! = 1.

Ett liknande problem som det med frukterna far vi om vi ser pa ett
100-meterslopp med tta 16pare och funderar pé antalet olika sitt som de
tre medaljerna kan fordelas pa. Det hdr dr en friga dir man ska vilja ut tre
personer bland &tta med hdnsyn till inbérdes ordning. Med ett liknande tén-
kesitt som hir ovanfor inser vi att det finns 8 mojligheter att vilja ettan, 7
mojligheter att vilja tvian och 6 maojligheter att vilja trean. Enligt multipli-
kationsprincipen blir alltsa det totala antalet majligheter

8§-7-6=336

Antalet mojligheter att vilja k element med hénsyn till inb6rdes ordning ur
en mingd med n element har fatt den speciella beteckningen P(n, k). Det
giller alltsa att

P(8,3)=8-7-6=336
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@ Pd din rdknare

Exempel:

Losning:

Exempel:

Losning:

Antal permutationer

Antalet mojligheter att vilja k element med hénsyn till inbérdes ord-
ning ur en médngd med # element betecknas P(#, k) och beriknas

PR = f’ o

Om vi tillimpar formeln pa exemplet med 100-metersloppet, sa far vi

8l 8! 8:7:6-5-4-3-2-1
P8,3: rTh — . . —
&3 =G 5 5.4-3-2.1 8:7-6=336

Samma produkt som tidigare

Riaknaren har funktioner bade for att berikna fakultet och for att berikna
P(n, k).

Vill du berdkna 7! trycker du 7 foljt av (I35, X

viljer FRE och 4:! Avsluta med [l 8 nPr 3 S840

336

Om du i stillet vill berdkna P(8, 3), sd trycker
du forst 8 foljt av ({3, viljer FRE och
2:nPr. Tryck sedan 3 och avsluta med [0,

Hur manga olika “ord” med fem bokstéver kan bildas av bokstiverna i
ordet BANDY, om “ord” hir omfattar dven betydelselosa bokstavskombi-
nationer som t.ex. BNDYA?

BANDY innehaller 5 bokstiver som alla dr olika. Det giller allts4 att
berikna antalet permutationer av en méngd med 5 element.

5/=5:4-3-2-1=120

Svar: 120 stycken

Stafetten for damer i skid-VM idr 4 X 5 km. Det ingér alltsé fyra dkare i ett
lag. P& hur ménga olika sitt kan stafettlaget véljas ut for ett land som har
9 kvinnliga dkare i truppen?

Eftersom det har betydelse vem som &ker vilken stricka, s innebir
problemet att man ska vilja 4 dkare av 9 med hinsyn till inbordes
ordning.

| |
g2 3 g.8.7.6

P(9,4)=9-8-7-6=3024 PO.A) =g =5

Svar: Stafettlaget kan viljas pd 3 024 olika siitt.
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NIVA 1

2220

2221

Pa mandagar har klass Nv3a lektioner i fol-
jande dmnen: svenska, engelska, matematik,
idrott och biologi. P4 hur ménga olika sitt
kan man sammanstilla ordningen av lektio-
nerna i mandagsschemat for klassen?

I klass Nv3b gir 28 elever. Till klassradet ska
de vilja en ordférande och en sekreterare. P4
hur ménga olika sitt kan de vilja ordférande

" och sekreterare?

2222

2223

2224

2225

Hur manga bokstavskombinationer med

6 bokstaver kan bildas av MARULK? Varje
bokstav ska anvindas en gang och alla bok-
stavskombinationer riknas.

Gor en lista pd alla bokstavskombinationer
som kan bildas av SPA respektive APA.

a) Hur manga bokstavskombinationer kan
bildas av SPA?

b) Hur ménga bokstavskombinationer kan
bildas av APA?

¢) Forklara varfor antalet inte blir lika, trots
att bdda bokstavskombinationerna bestar
av tre bokstdver.

[ vart svenska alfabet finns 29 bokstéver.
a) Bestdm antalet permutationer av alfabetet.

b) Hur méinga bokstavskombinationer med
4 bokstdver kan bildas om bokstidverna
mdste vara olika?

Hur ménga tresiffriga tal kan man bilda med
hjilp av siffrorna 1, 2 och 3, om samma siffra
far forekomma

a) pa endast en position

b) pa fler 4n en position

NIVA 2

2226

Motivera varfor antalet permutationer till en
mingd med # stycken element kan beriknas
med hjélp av n!
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2227

2228

2229

2230

Motivera varfor antalet bokstavskombinatio-
ner med 6 bokstidver som kan bildas av

LALLAR kan beriknas med uttrycket

31-2!

Johan har 4 olika kavajer och 9 olika skjortor
som hédnger pa var sin galge. Pa hur manga
olika sdtt kan han hdnga in sina kavajer och
skjortor i garderoben, om alla skjortor maste
hédnga intill varandra och alla kavajer maste
hénga intill varandra?

I figuren &r de 5 bokstiverna A—F ordnade pé
samma sitt i en ring med 5 positioner. En
vridning av ringen paverkar inte ordningen.

a) P4 hur manga olika sdtt kan man ordna
5 bokstéver i en ring med 5 positioner? 7
N

1

b) P& hur ménga sitt kan man ordna
5 olika bokstdver i en ring om man har
8 olika bokstiver att vilja bland?

c) Skriv ett uttryck for antal sitt man kan
ordna k olika bokstéver i en ring om man
har n olika bokstéver att vélja bland.

Visa att
a) n'+(n+ Dl=n+2)n
b) nl+(n—1)=(n*—1)(n-2)!

NIVA 3

2231 Tre mén och tre kvinnor ska dta middag vid ett

runt bort. P4 hur ménga sitt kan bordsplace-
ringen ske om

a) man tar hédnsyn till vilken stol var och en
sitter pa
= . oo
b) man endast tar hansyn till vem som sitter

bredvid vem \

¢) de ska sitta varannan kvinna och varan-
nan man och man endast tar hi nsy{] till
vem som sitter bredvid vem

Kombination kommer av det
latinska ordet combinare, som
betyder att sitta samman.

Viser att
P k) nl
k) == = -l

Kombinationer

Ett foretag pd 8 personer ska skicka 3 medarbetare till en konferens. Har
spelar det ingen roll vilken person som utses forst. Ordningen ir helt enkelt
ointressant, eftersom alla tre ska delta i samma konferens. Foretaget ska allt-
sd vilja 3 element ur en méingd med 8 element utan héinsyn till inbordes ord-
ning. Om man vill bestimma pa hur ménga olika sitt foretaget kan vilja
deltagare till konferensen, s& kan man bérja med att rikna ut pa hur ménga
olika sitt 3 element av 8 kan viljas med héinsyn till inbrdes ordning. Det
gjorde vi i exemplet med 100-metersloppet i férra avsnittet och antalet 4r
8-7-6=336.Om vi kallar medarbetarna for {A, B, C, D, E, E, G, H}, s3 ir
3+2-1=6avdessa 336 permutationer

ABC ACB BAC BCA CAB CBA

. | ’
Men alla dessa 6 permutationer betyder att samma tre deltagare dker till e
konferensen. P4 samma sitt har trion EFG de 6 permutationerna

EFG EGF FEG FGE GEF GFE i

Detta giller for samtliga grupper med tre deltagare.

Bland de 336 permutationerna forekommer alltsd varje trio 6 ganger. For att
bestimma pd hur minga sitt man kan viilja 3 element ur en mingd med AN
8 element utan hiinsyn till inbordes ordning, si méste vi darfor dividera 336 '
med 6. Ritt svar ir alltsd 336/6 = 56 olika sitt. &

Niéir man berdknar pd hur ménga sitt man kan vilja ut ett visst antal ele- =~y
ment ur en méngd utan hinsyn till ordning, siiger man att man beriiknar

antalet kombinationer. Tankegdngen 4r att man f6rst bestimmer pa hur

mdnga sdtt man kan vilja elementen med hinsyn till inbérdes ordning, dvs.
antalet permutationer. Sedan dividerar man med antalet permutationer av

det utvalda antalet element. Tvé vanliga sitt att beteckna antalet kombina-

tioner i exemplet hir ovanfor 4r C(8, 3) och (g ), dar det sista utlidses
”8 yver 3”7,

Antal kombinationer

Antalet mojligheter att vilja k element utan hénsyn till inbordes

ordning ur en mingd med n element betecknas (Z) och beriknas
!
C(Tl;k): (Z):kl(nnA—k)' férOSkSn

Tillimpar vi formeln i exemplet ovan, sd blir utrdkningen
(8): 8! _ 8 _8-7-6_
3/ 348-3)! 351 3.2.1

56

vilket stimmer med véra tidigare berdkningar.
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P4 din riknare

(! Exempel:

Lésning:

Exempel:

Losning:

Riknaren har en funktion for att berdkna [ 2 nor 3

56
antalet kombinationer. Om du vill berdkna (2 ),

s& trycker du forst 8 foljt av , viljer PRE
och Z:nCr. Tryck sedan 3 och avsluta med

Emil har som hobby att télja trifigurer, som han sedan siljer. Just nu har
han 11 olika figurer till salu och Anton bestimmer sig for att kopa tva av
dem. P4 hur manga sitt kan Anton vilja ut de tva figurerna?

Det spelar ingen roll vilken av figurerna han koper forst, s 16sningen ges
av antalet kombinationer av 2 element bland 11.

11)_ 11! 11! _11-10255
(.2 T21(11=2)0 20-9t 21

Kan dven skrivas C(11, 2)

Svar: Anton kan vilja ut 2 figurer bland 11 pa 55 olika sitt. -

o)

En restaurang har specialiserat sig pd smdritter, P4 menyn finns 15 styck-
en huvudritter och7b stycken efterritter. En rfe’iﬁ#ﬁttersme.ny bestdr av

3 valfria huvudritter och_fvalﬁ'ia efterritter. Alla 3 huvudritterna serve-
ras samtidigt och detsamma giller for de 2 efterritterna. P4 hur ménga
sitt kan man komponera sin maltid, om man inte fir vilja ndgon rétt mer

in en gang.

Eftersom ritterna inom respektive kategori serveras samtidigt, sd dr
ordningen ointressant. Vi soker allts antalet kombinationer av huvudrat-
ter respektive efterrdtter.

Det finns (15) sitt att vilja 3 av 15 huvudritter
3 Eller anvand funktionen
15} 15! 15! 15-14-13 — 455 EDFre =:nCr
(3)_ 31(15-3)!  31-121 3-2-1 pa raknaren
6) . 15 sitt att viilja tvd efterritter.
Det finns (2 TR j

Var och en av de 455 kombinationerna av huvudritter kan nu paras ihop
med vilken som helst av de 15 kombinationerna av efterritter. Med hjalp
av multiplikationsprincipen kan vi slutligen bestimma att det finns

455-15=6825
siitt att komponera maltiden pa.

Svar: Det finns 6 825 olika sitt att kombinera 3 huvudritter och 2 efter-
ritter frdn menyn.
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NIVA 1

2232

2233

2234

2235

2236

I en pizzeria kan man vilja mellan 14 olika
tillbehor till pizzorna. Hur ménga pizzor kan
man baka med 5, 4 respektive 2 olika tillbe-
hor?

I en klass med 18 flickor och 7 pojkar, ska tre
flickor och tre pojkar viljas ut som deltagare i
skolans danstivling.

a) Pahur ménga sitt kan pojkarna viljas ut?

b) P& hur manga sitt kan flickorna viljas ut?

¢) Pahur ménga sitt kan hela gruppen viljas

ut?

En klass med 23 elever ska utse 2 represen-
tanter till planering infor studentfesten.

a) P4 hur méanga sitt kan de tvd personerna
viljas ut?

b) Sig att eleverna viljs helt slumpmissigt.
Hur stor dr da chansen att eleven som stir
forst pa klasslistan kommer att véljas ut?

Lotto 4r spelet ddr det giller det att pricka in
7 nummer av 35, dvs. man viljer 7 nummer
fran 1 till 35.

a) P& hur manga olika sitt kan man vilja en
lottorad?

b) Hur stor dr sannolikheten att man fir
7 rdtt pd Lotto om man tippat en viss
lottorad?

Bestdm det heltal k som l6ser ekvationen
k- C(7,5) = P(11, 9).

NIVA 2

2237 En fysikldrare har tre listor med vardera

2238

2239

2240

2241

10 uppgifter. Infor ett skriftligt prov, som ska
innehdlla 6 uppgifter, ska ldraren vilja 2 upp-
gifter frdn den forsta listan, 3 uppgifter fran
den andra listan och 1 uppgift frin den tredje
listan. Hur manga olika skriftliga prov kan
lararen konstruera pa detta sitt om man

a) inte tar hinsyn till uppgifternas ordning

b) tar hinsyn till uppgifternas ordning

Visa att C(n, 0) = 1 for alla virden pd n

a) genom att anvinda formeln

n n!
(k ) kl(n—k)!
b) genom att med ett resonemang forklara

varfor antalet sdtt att vélja O element av n
element 4r 1

v 1),

a) genom att anvinda formeln

ny _ !
(k) K-k
b) genom att med ett resonemang forklara
varfor antalet sitt att vilja k element av n
element dr detsamma som att vilja (n — k)
element av n.

Finns det nagot heltal k som l3ser ekvationen
C(8,5) = P(8, k)? Motivera ditt svar.

NIVA 3

En grupp bestdende av 22 forsenade tigreseni-
rer ska dka taxi i fyra olika bilar som har plats
for 7, 7, 4 respektive 4 personer. P4 hur manga
sitt kan tagresendrerna dka i taxibilarna

a) om vi bryr oss om vilken plats de far
inom respektive bil

b) om vi inte bryr oss om vilken plats de far
inom respektive bil
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Kombinatoriska problem
Sig att du str framfor en glasskiosk ddr de har sju olika smaker. Du har
bestamt dig for att kopa en glass med tre kulor. P4 hur ménga sitt kan du

komponera din glass?

Innan vi kan lésa problemet behéver vi klargéra forutsittningarna. Far du
till exempel vilja tvé kulor med samma smak? Och om du viljer olika sorter,
spelar det d& nagon roll i vilken ordning smakerna kommer?

Vikan dela in problemet i fyra fall:

1 Utan repetition, med hinsyn till ordning: Du far inte vélja samma smak
flera ginger, det vill siga du far inte repetera ditt val av smak. Daremot
bryr vi oss om i vilken ordning du viljer dina smaker. Vi skiljer alltsd pd
om du viljer vanilj foljt av jordgubb och blabir, eller jordgubb foljt av bld-
bér och vanilj. Antalet sitt att vilja en glass med tre kulor blir dd

P(7,3 2 7 7-6-5=210

’ )_(7—3)!_4!_' B

2 Utan repetition, utan hinsyn till ordning: Du fir, precis som i forra fal-
let, inte vilja samma smak flera ganger, men den hér gdngen bryr vi oss
inte om ordningen. Vanilj, f6ljt av bldbér och sedan jordgubb riknas som

samma glass som blabir f6ljt av jordgubb och sedan vanilj. Antalet sitt att

vilja en glass med tre kulor blir d&
7N 7-6-
T37-3)! 34l 3-2-

5:35
1

_[7
c7,3)= (3]

3 Med repetition, med hinsyn till ordning: Du fir vilja samma smak flera
génger, och vi bryr oss om i vilken ordning du viljer smakerna. Det totala

antalet mojliga glassar berdknas som
73 =343

4 Med repetition, utan hinsyn till ordning: Du far vilja samma smak flera
ginger, men vi bryr oss inte om i vilken ordning du véljer smakerna. Tva
jordgubbskulor foljt av en kula vanilj rdknas alltsa som samma glass som
en kula vanilj foljt av tvd jordgubbskulor. Ett sitt att berdkna det totala
antalet glassar ir att dela in problemet i f6ljande fall:

+ Alla smaker olika: (;) =35

« Tva olika smaker, en kula av den ena sorten och tv av den andra:

(7) =42 Fosrst valjer vi ut vara tva smaker av 7. Darefter

2 multiplicerar vi med 2 for att ta hansyn till att vi

antingen kan ta tva kulor jordgubb och en kula
vanilj eller tva kulor vanilj och en jordgubb

+ En enda smak: (Z) =7
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Det totala antalet glassar blir: 35 + 42 + 7 = 84

Att dela upp beridkningarna pé detta sitt blir arbetsamt om antalet
kulor 4r stort. Man kan visa att antalet glassar direkt kan beriknas som
(7 +3- 1) _ (9

3 2 =84

[ uppgift 2257 far du resonera dig fram till ett bevis for det allménna
fallet.

De fyra kombim;toriska Vi generaliserar fallet med glassarna och séger att vi har n olika smaker och
! ;
modellerna gka g5ra en glass med k kulor. I tabellen hir nedanfor sammanfattar vi de
mojliga fallen. I de fall & vi inte tillter repetition av smaker maste k < n.

| Med hinsyn till ordning | Utan hinsyn till ordning

Utan __n _/m___nl
repetition ORULE (n- k) @ ctn. i) - (Z) T kl(n - k)

-

Med k n+k-1
repetition @ n @ ( k }

Kan ocksa skrivas [”;51‘ 1]

Exempel: P4 planeten Heptunus har man ett alfabet som bestdr av sju bokstaver.
Alla kombinationer av bokstaver kallar de ord. Hur ménga ord finns det
med

a) 2 bokstiver
b) 3 bokstdver
¢) 4 bokstaver, om ingen bokstav far forekomma tva ginger i samma ord
Losning:  a) Viska gora tva val ddr ordningen spelar roll, eftersom vi har en forsta
och en andra bokstay. Vid varje val har vi 7 alternativ.

Antal majliga sitt dr 72 =49 Motsvarar fallet med repetition och med
hansyn till ordning

Svar: Det finns 49 ord med tva bokstiver.

b) Antal sitt 4r 73 = 343 Samma modell som i a) 1
Svar: Det finns 343 ord med tre bokstiver.

¢) Har ska vi vilja utan repetition men med hénsyn till ordning.

Antal sitt 4 4 N
ntal si =—=7-6-5-4=
ar e 7:6-5-4=2840
Svar: Det finns 840 ord med fyra bokstiver, ddr alla bokstiver #r olika.
\
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Exempel:

Losning:

Exempel:

Ldsning:

P4 vigen till skolan passerar Love 5 trafikljus. Sannolikheten att ett trafik-
ljus visar rott ar i det enskilda fallet 0,7. Hur stor ar sannolikheten att
Love far rott ljus exakt tva ganger pa vagen till skolan?

Sannolikheten att fa rott ljus vid de tva forsta trafikljusen, men inte i

ndgot av de ovriga dr

Sannoiikheten att det inte dr rott ljus i ett enskilt
trafikljus ar1-0,7=0,3

0,7-0,7-0,3-0,3-0,3

Men det #r lika sannolikt att fa rétt ljus vid tvd andra av de fem trafiklju-
sen, t.ex. de tvd sista:

0,3-0,3-0,3-0,7-0,7
. ; " 0 el 1 o (5) .
Vi kan vilja ut de tva trafikljusen dér Love ska fa rott ljus pd ( 2) sdtt.

Detta #r det totala antalet méjliga utfall. Sannolikheten att exakt tvé av

trafikljusen visar rott blir darfor:

(g)-o,ﬁ .0,3% = 0,1332

Svar: Sannolikheten att Love far rott ljus 2 gdnger av 5 dr ungefér 0,13.

Tranaren till ett juniorlag har till en fotbollsturnering tagit ut en trupp pa
totalt 16 spelare. Av dem #r 4 dverariga. Reglerna sager att hogst 2 av
11 spelare pé planen far vara verdriga.

a) P4 hur médnga sitt kan man ta ut Jaget till den forsta matchen?

b) P4 hur ménga satt kan laget tas ut, om truppen innehéller tvd malvak-

ter som béda dr juniorer?

a) Det finns tre olika sitt att ta ut laget rent dldersmassigt:
0, 1 eller 2 dverariga pa planen.

0 dverariga ger att 11 spelare ska viljas bland 12 juniorer. Det kan
goras pd (ﬁ) = 12 olika sitt.
1 dverdrig kan viljas pd (‘11) olika sitt och 10 juniorer kan viljas pa

(i(z)) sitt. Det ger (‘11) S (i(z)) = 264 sitt

2 6verdriga och 9 juniorer kan viljas pd (3) g (192) =1 320 sitt

Totalt finns det alltsd 12 + 264 + 1 320 = 1 596 mojliga laguttagningar.

b) Ettliknande resonemang som ovan ger

() (6] (o) (1) () 3)- (§')) = 522 olta uttagingar
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NIVA 1

2242 Till en fodelsedagsfest kommer 12 inbjudna

2243

2244

2245

2246

2247

personer. Pa hur manga sitt kan de inbjudna
anlinda till festen om de kommer en och en?

I en klass med 32 elever kommer det att delas
ut 8 likadana priser. Pa hur manga olika sitt
kan priserna fordelas om varje elev kan fa
endast ett pris?

I en kursgrupp i en skidskola ingér 6 kursdel-
tagare. Vid den forsta triffen hilsar alla pa
varandra genom att skaka hand.

a) Hur ménga handskakningar blir det?

b) Hur manga handskakningar blir det om
samtliga deltagare ocksa hilsar pé ledaren?

Svenne har fodelsedagsfest och vill prova att
arrangera ett spel som liknar Lotto. Du ér en
av gdsterna och ni ska vilja 3 nummer frn

1 till 10, innan det blir dragning. Hur stor 4r
sannolikheten att du lyckas pricka in 3 ritt pa
din rad om ordningen mellan numren inte
spelar ndgon roll?

James ska lésa foljande problem:

En representant for ett foretag ska bjuda fyra
kunder pa lunch. Fére lunchen hilsar alla pa
varandra genom att skaka hand. Hur manga
handskakningar blir det totalt?

James tinker att eftersom det 4r 5 personer
pa lunchen och varje person skakar hand
med 4 andra, sd blir det 5 - 4 = 20 handskak-
ningar. Oliver har l6st uppgiften pd ett annat
sdtt och sidger att James losning inte stimmer.

a) Vilket ir det korrekta antalet?

b) Hur kan man anvinda James idé till 15s-
ning for att pa ett enkelt sitt berdkna det
ritta antalet handskakningar?

Calle funderar éver hur stor sannolikheten &r
att fa precis tre sexor om man kastar fem

6-sidiga tarningar. Han kommer fram till

3 2
é) . (g) . (g).Hur kan Calle ha

uttrycket

tankt?

NIVA 2

2248 Nir du spelar poker far du 5 kort p& handen.

2249

2250

2251

Berikna sannolikheten att
a) precis en av dem dr en tia

b) precis 2 av dem ir tior

I en urna finns 10 roda och 8 svarta kulor. Av
dem viljer du slumpmassigt ut 7 kulor.
Berdkna sannolikheten att 4 av dem 4r svarta,
om du riknar

a) med éterldggning

b) utan dterliggning

En nyfiken kemist laborerar med 11 olika
dmnen. Tvd av dmnena exploderar om de
kommer i kontakt med varandra. P4 hur
manga olika sdtt kan kemisten géra en bland-
ning av 5 dmnen och samtidigt undvika en
explosion?

Nir Jonas skjuter fran trepodngslinjen &r san-
nolikheten att han sitter bollen 0,35. Under
en match skjuter han i genomsnitt 8 génger
frdn trepodngslinjen. Vad ir sannolikheten att
han sitter mer 4n hilften av de skotten?

MANGDER, KOMBINATORIK OCH GRAFER © 2.2 KOMBINATORIK 73




2252

2253

2254

2255

Motivera varfor det finns n* olika sitt att
vilja k element ur en mangd med # element,
om man tar hiansyn till ordning och tillater
repetition.

I en internationell konferens deltar 23 linder,
diribland Chile, Indien och Sverige. Under
konferensen vill man bilda en arbetsgrupp
bestdende av 9 linder som huvudsakligen ska
dgna sig &t hilsofragor. I arbetsgruppen far
inte Chile, Indien och Sverige ingd samtidigt.

" P4 hur méinga olika sitt kan man bilda

arbetsgruppen?

Gabriella, Thuy, Mathilda, Maria och Sara ska
gé pd bio. De har fétt platserna 112—-116.

a) P4 hur manga sitt kan tjejerna placera sig
pé de fem platserna?

b) Hur ménga placeringar finns det om
Mathilda vill sitta i mitten?

c) Hur ménga placeringar finns det om Gab-
riella och Thuy brékat och inte vill sitta
bredvid varandra?

En pokerhand bestér av fem slumpvis utdela-
de kort ur en kortlek med 52 kort.

a) Hur manga olika pokerhinder finns det?

b) Hur manga pokerhénder finns det ddr alla
fem kort har samma farg (spader, klover,
ruter eller hjérter)?

¢) Hur minga pokerhinder med stege finns
det?

NIVA 3

2256 Formeln {6r hur man beridknar antalet mojli-

ga kombinationer med repetition och utan
hinsyn till ordning ges av

(n +k- 1]

k
Visa att detta ger samma virde som
[n + k- 1)

n p—
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2257

2258

Hir ska vi fora ett resonemang om varfor
antal mojliga sitt att vilja k element ur en
mingd med n element med repetition och

utan hinsyn till ordning 4r (n u i_ 1). Enligt
foregdende uppgift kan vi lika gdrna visa att

antalet mojliga sitt ges av (” —ir—lli_l 1), och det

har visat sig att detta dr enklare. Vi tillater
dven k > n eftersom det 4r med repetition.

Sig att det finns tre olika godissorter (1) och
att du ska vilja 5 bitar (k). Om vi kallar sorter-
na a, b och ¢, sé dr ndgra mojliga val: aaaaa,
aaabb, abbce och accee. Eftersom vi inte tar
hansyn till ordning representerar valet aaabb
samma val som t.ex. aabba. Vi ska illustrera
detta pa tvd olika sitt i en tabell. I hogra spal-
ten delar vi in bitarna i tre fack, i stillet for att
markera dem med a, b eller c. Facken avdelas
med ett lodritt streck och det krivs tvd sddana
streck for att dela in i tre fack.

aaaaa OOOOO|| Samtliga bitar i férsta facket.

aaabb o0oo0|o00| Trebitariforsta facket, tva i
andra och ingen i tredje

abbcc  o|oo |00 Enbitidet firsta facket och
tva bitar i de tva dvriga.

acccc  O||0o0o00  Enbitiférsta facket, tomt i
andra och fyra bitar i tredje.
a) Hur ska de lodrita strecken, respektive
ringarna placeras for att motsvara valet

bbbcc?

b) Foérklara med hjilp av tabellen varfor det
totala antalet val som kan goras &r

5+3-1V_{(7
°527)=0)
¢) Utvidga ditt resonemang och motivera

n+k-1
-1

k element ur en mingd med n element
med repetition och utan hénsyn till ord-

varfor det finns ( ) sdtt att valja

ning.

Carl har 7 hinkar i olika farger.

a) P& hur ménga sitt kan han placera 20 ten-
nisbollar i de olika hinkarna?

b) P4 hur manga sitt kan han placera de
20 tennisbollarna om det maste ligga
minst en boll i varje hink?

Fallet (a + b)"

Ett binom &r ett polynom
med precis tva termer,
till exempel i + 3n,

x? + 2xy, ellerg + g3

Nar vi multiplicerar ihop parente-
serna far vi o°b pa fyra olika satt:
baaa, abaa, aaba och aaab
Eftersorm multiplikation &r
kommutativ sa behover vi inte ta
hansyn till den inbérdes ordningen
avaoch b i produkterna.

T.ex. bbaa och baba

Binomialsatsen

Formodligen kinner du till kvadreringsregeln
(a+b)*=a%+2ab+ 12

och kanske dven kubregeln
(a+b)’=a+3a%b + 300 + b°

Men hur utvecklar man uttryck som (a + b)", nir n >3 (n € N)? Man kan
forstds skriva uttrycket i formen (a + b)(a+b) - ... (a+ b) med n faktorer
och multiplicera som vanligt eller ta hjilp av kvadrerings- eller kubregeln

upprepade gdnger. Men vi ska hir visa ett enklare sitt att direkt utveckla
(a+b)".

Vi tar uttrycket ddr # = 4 som inledande exempel, dvs.
(a+b)=(a+b)a+b)a+b)a+b)

Om vi multiplicerar ihop binomen, s8 kommer vi att fi termer dir summan
av exponenterna ir 4. De mojliga termerna blir av typen a?, ab?, a?b?, a’b
och b*. Efter forenkling kommer vi alltsd att f4 ett polynom i formen

(a+b)* = Cya' + Cia’b + Coa®h? + Ciab® + Cyb*

Men hur ska vi bestimma hur ménga termer vi fir av varje sort, det vill séga
hur ska vi bestimma koefficienterna C;, C,, C,, C; och C,? Proceduren att
multiplicera ihop binomen motsvaras av att ur varje parentes vilja antingen
ett a eller ett b. Till exempel kan vi f4 termen a’b genom att vilja a ur de tre
forsta parenteserna och b ur den sista

N W %
(a+b)(a+b)a+b)a+b) ger aaab = a*b

eller genom att vilja b ur den andra och a ur de 6vriga parenteserna

TNV Y

(a+b)a+b)a+b)a+b) ger abaa=a’b

Att bestimma koefficienten framfor a®b blir ddrfor detsamma som att
bestémma pd hur ménga sitt vi kan valja ett b av fyra mojliga. Det kan goras

pa (‘11) =4 olika sitt och vi far koefficienten 4 framfor a’b.

Ovriga koefficienter fir vi med samma resonemang;

Den forsta termen med a* innehéller inte alls b och det betyder att vi ska

4

vélja noll stycken b av 4 mdjliga. Det kan goras pa (0

) =1 sitt. Alltsa far vi
koefficienten 1 framfor a*.

Koefficienten framfor a®b har vi redan bestimt hir ovanfor till 4.

Termen med a”b* innebir att vi frdn binomen ska vilja tva b:n av fyra méjliga.

De kan viljas pa (%) olika sitt och vi fir koefficienten 6 framfor a®b?.
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Pascals triangel

Exempel:

Losning:

Termen ab® motsvaras av att vilja 3 av 4 méjliga b:n och termen b* av att

vilja 4 av 4 mojliga bin. Det kan ske pa (;1) = 4 respektive (i) = 1 olika sitt.
Vi far alltsd (a + b)* = a* + 4a’b + 6a%b* + 4ab’® + b*

Resonemanget kan utan vidare utvidgas till godtyckligt n € N. For termen

C,a" % - b¥iutvecklingen av (a + b)" giller ju att vi ska vilja k stycken b av n

stycken, alltsd dr koetficienten C, = (Z ) Vi sammanfattar detta i en sats.

Binomialsatsen

Om # dr ett naturligt tal, sd galler

(a+b)" Zké) (Z) a' k. k=

= (g)a“+ (T)a”‘l b+ (Z)a”‘z-b2+ et (nﬁ 1)a-b”“1 + (3"

n

k

Koefficienterna ( )kallas binomialkoefficienter.

Binomialkoefficienterna hittar man i Pascals Rad 0 1

. . o N Rad1 1 1
triangel. Om du tittar pd rad 4, sd ser du att Rad 2 102 1
elementen 1, 4, 6, 4, 1 stimmer dverens med Rad 3 L—Bped 4

koefficienterna i utvecklingen av (a + b)*. Egﬂg 11 5@)104 5 ! 1
Triangeln har ettor langs kanterna och elementen inne i triangeln far man
genom att addera de tvd elementen snett ovanfor. Till exempel ser vi att vi far
det forsta talet 10 pd rad fem som summan av elementen 4 och 6 pd rad fyra.
Detta hor ssmman med att termerna i utvecklingen av (a + b)° kan hirledas
frin utvecklingen av (a + b)*. Det giller ju att (a + b)® = (a + b)(a + b)*.

Det forsta talet 10 pa rad fem hor till termen ab? i utvecklingen av (a + b)°.
Utnyttjar vi att (a + b)° = (a + b)(a + b)*kan vi se att denna term kommer
frén tvd olika multiplikationer

(a+b)P=(a+b)a+b)=(a+b)(... +4a’b+6a’b’ + ...) =
= ... +4V +6a’bt + ...

Vi ser alltsd att 4a3b” + 6a°b? = 10a°b?, dvs. att en koefficient i utvecklingen
av (a + b)? dr summan av tva av de koefficienter som forekommer i utveck-
lingen av (a + b)*. Detta giller generellt och framkommer i Pascals triangel.

Utveckla uttrycket (a + b)°.

Koefficienterna kan vi finna pé rad 5 i Pascals triangel.

(a+b)°=a +5a* + 10a°b? + 10a*b® + 5ab* + b°
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2259

2260

2261

2262

2263

2264

Exempel:

Losning:

Vilken ar koefficienten tramfor x'*y? i utvecklingen av uttrycket (x — 2y)'72

For att kunna anvdnda binomialsatsen utnyttjar vi att binomet (x — 2y)

kan skrivas (x + (-2y)). Varje term i utvecklingen av uttrycket
(x+ (=2y))" har enligt binomialsatsen formen

(1k7) -a'7 k. bk Termen av typen x!%y? ir alltsd (137) xM e (<29)%

Forenkling ger
171 )
3117 - 3)!

K. ()= 171615

14, QY. 43— _ 14,3
32.1 % (-8) .y 5 440x'*y

Svar: Koefficienten framfor x'4y? ar -5 440.

NIVA 1

Titta pa Pascals triangel pa foregdende sida.

a) Skriv ut den 6:¢ raden genom att utnyttja
att man far ett element inne i triangeln
genom att addera de tvd elementen snett
ovanfor.

b) Skriv dessutom ut raderna 7 och 8.

Utveckla uttrycket (a + b)® med hjilp av Pas-
cals triangel.

Utveckla uttrycket (a — b)® genom att utnyttja
att (a—b) = (a+ (= b)).

Utveckla uttrycket (2x + y)° med hjilp av
binomialsatsen.

Hur médnga termer finns det i utvecklingen av
(x+b)",nEN?

Forklara varfor koefficienterna framfor a” och
b" alltid &r 1 i utvecklingen av (a + b)".

NIVA 2

2265

2266

2267

@ Hur bildar man den kartesiska produkten av tvd mangder?

Bestdm den tredje termen i utvecklingen av
uttrycken

a) (3x + 4y)’ b) (a*-b)1°
Bestam koefficienten for termen x°y” i
utvecklingen av uttrycket (x + 6y)!2.

Binomialutvecklingen av (a + b)" innehéller
vissa termer med samma koefficient om #n > 2.

a) Forklara varfor vissa termer har samma
koefficient.

b) For vissa n finns det en term som inte har
samma koefficient som ndgon annan
term. For vilka virden pd n giller det?

NIVA 3

2268 Bestim koefficienten for a’-termen i

3\5

utvecklingen av |a?—=| .
a

.
& Vad ar skillnaden mellan periutationer och kombinationer?
@ Forklara vad som menas med n! om n &r noll eller ett positivt heltal.

@ Vilken koppling finns mellan begreppet kombination och binomialsatsen?
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2.3

Graf kommer frén grekiskans
graphein som betyder skriva.

Y

Ett traddiagram eller en
strukturmodell av en vatten-
molekyl &r exempel pa grafer.

Grafteori

—<

En graf med tva hérn
och tva kanter

Grafteori

Vad dr en graf?

Hittills har du troligtvis forknippat ordet graf framst med funktioner, men
begreppet graf kan ha flera olika betydelser inom matematiken. I tidigare
matematikkurser har du t.ex. stott pd triddiagram och i andra @mnen kan-
ske ndgon typ av flodesschema, kopplingsschema eller molekylstruktur.

De grafer du kommer att méta i detta delkapitel kan liknas vid en karta som
beskriver buss- eller tunnelbanelinjer i en stad. En sddan karta visar statio-
ner och fardvigar mellan stationerna.

0amm

[HEELL) alg e

oI
OO0Gmn o0

Cacm
COOamJ000

En grafteoretisk presentation
av samma tunnelbanendt

En karta éver Londons tunnel-
banenat kan liknas vid en graf

Den del av matematiken som behandlar den hir typen av grafer kallas graf-
teori. Inom grafteorin kallas det som motsvarar en station for horn och fard-
vigen mellan tvd intilliggande stationer kallas for kant.

Ett annat namn

Ett annat namn for kant ar bage for horn ar nod

En kant gdr antingen mellan tvd horn eller borjar och slutar i samma horn.
Ett horn kan ha ett godtyckligt antal kanter som gar in till hornet, eller ingen
kant alls. Figuren till véinster visar en graf med tvd horn och tva kanter.

Grafteori kan vara ett viktigt hjalpmedel vid optimering av produktion eller
minimering av kostnader. Till exempel kan varje hérn eller kant innebéra en
viss kostnad. Med hjilp av grafteori kan man da bestimma den minsta total-
kostnaden. I det hir kapitlet kommer vi att néja oss med att introducera
ndgra vanliga begrepp och enklare tillimpningar inom grafteorin. Vi kom-
mer dven att ta upp ndgra kinda grafteoretiska problem.

Grafteori 4r ett ganska nytt omrdde inom matematiken och har utvecklats
parallellt av bide matematiker och datavetare. Det har lett till att begrepp
och definitioner kan variera mellan olika anvéndare.
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Ogla och grad

Ett annat namn for égla &r loop

Hornets grad kallas dven
hornets valens

Exempel:

Losning:

Exempel:

Losning:

Det ér tilldtet for en graf att ha flera kanter mellan tvd hérn. Ett exempel pa
det ser du mellan hérn A och hérn B i figuren hir nedanfér. En kant som
borjar och slutar i samma hérn kallas dgla. Kant 3 dr ett exempel pd en 6gla.
Lagg mirke till att kant 7 inte dr fSrbunden med kant 6. De korsar varandra
utan att det finns nagot horn dir. Det kan jimforas med en planskild kors-
ning i ett vignit, t.ex. en vigbro som gdr éver en motorvig. Antalet kanter
som gdr in till ett horn kallas for hornets grad. Graden for A 4r alltsd 3 och
det skrivs deg (A) = 3. P4 samma sitt ser vi att deg (C) = 5. For en 6gla ska
man rikna med kantens bidda dndar. Det innebir att deg (B) = 6.

n | deg(n)
B T e
A A 3
B b
¢ c s
D 1
0 p I3 E 3
F 2
Vilken grad har respektive horn? c

B
Vi rdknar hur manga kanter som gér in till respektive horn.

deg (A)=1 Det gar ut endast en kant fran A
deg (B)=4 Det gar ut 4 kanter fran 8
deg (C)=5 Bada dndarna av glan riknas
Metylbensen C4H;CHs, dven kallad toluen, har mole- H
kylstruktur enligt figuren till hoger. H— é_ H
_ : |
Rita en graf som representerar molekylstrukturen for He ,t _H
metylbensen. ﬁ I

Atomerna motsvaras av grafens hérn och de kemiska
bindningarna motsvaras av grafens kanter. Vi far
dédrmed grafen
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NIVA 1

2301 Hur ménga hérn och hur ménga kanter har
foljande grafer?

a) e D)

2302 Ange gradtalet for varje horn.

a) A D b) E F

H I

| 2303 Ritaen graf med tre horn, ddr varje horn har
grad 2.

2304 Hur foridndras gradtalet for ett horn, om man
ligger till en 6gla vid hornet?

2305 Varfor 4r figuren hidr nedanfor inte en graf?
D E

L]

C

2306 Ett trid ir en sammanhidngande graf utan
cykler, dvs. man kan inte komma tillbaka till
samma horn utan att folja samma kanter.

a) Bestdm antal horn och kanter i f6ljande
trid.
A

T2

b) Rita ett trid med 10 hérn och bestim
antalet kanter.

¢) Rita ett trdd med 10 kanter och bestim
antalet horn.

d) Skriv en formel for sambandet mellan
antal hérn och antal kanter i ett tridd.
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e —

NIVA 2

2307 En graf har 5 kanter. Bestim summan av hor-

2308

nens gradtal.

Alkaner ér en grupp kolviteforeningar som
dven kallas for méttade kolviten, eftersom de
endast har enkelbindningar mellan atomerna.
Kemister anvinder ofta trid {or att rita mole-
kylstrukturer. I modellerna som anvinds har
nedanfor dr varje horn en kolatom och varje
kant en bindning mellan tvd kolatomer. Vite-
atomerna har utelimnats. En kolatom kan
binda upp till fyra andra atomer.

I tabellen ser du namn, molekylformler och
molekylstrukturer f6r de fyra forsta alkanerna.

Metan |CH, |®

Etan CGHy eo—e

Propan C5Hg /\.
Butan  C,Hqg N l

Som du ser, finns det tvi varianter av mole-
kylstrukturer f6r butan, dven om antalet kola-
tomer respektive viteatomer dr detsamma.
Man séger att de dr isomerer.

a) Kolvitet pentan (CsH ,) har tre isomerer.
Rita molekylstrukturer pa samma sitt som
i tabellen for dessa isomerer.

b) Bestim antalet isomerer till kolvitet
hexan (CqH, ).

NIVA 3

2309 Bevisa fljande sats:

2310

Om hy, hy, ..., b, dr horn i en graf, sd dr

2 deg (h;) ettjimnt tal.
i=1

Visa att i en forening, med godtyckligt antal
medlemmar, dr antalet personer som r
bekanta med ett udda antal personer inom
foreningen ett jamnt tal.

Konigsberg var namnet pa en
stad i Ostpreussen, Sedan
andra varldskrigets slut har

den tillhort Ryssland och
heter numera Kaliningrad

Eulervig

I'en Eulervdg ar det tillatet att
passera hornen mer an en gang.

Om det finns hogst tva ham
med udda gradtal, sa existerar
det en Eulervdg och vice versa

Eulervigar och Eulerkretsar

Det forsta arbetet i grafteori gjordes &r 1736 av Leonhard Euler som en 16s-
ning pa det klassiska problemet Kénigsbergs broar.

I Konigsberg fanns en del av stadens bebyggelse p4 tvd 6ar omgivna av en
flod. Det fanns broar frén fastlandet till 6arna och dven en bro mellan éarna.

Ett problem som lar ha for-
bryllat stadens invénare var att
det inte tycktes vara mojligt att
gd over stadens sju storre broar
och passera varje bro endast en
gdng. Men dven om manga
personer hade forsokt, si
kunde de inte utesluta att det
fanns en mojlighet som ndgon

hade missat. Euler anvinde grafteori for att bevisa att promenaden faktiskt
var omojlig att genomfora. Hir nedanfér kommer vi att visa hur han reso-
nerade, men for att kunna félja det resonemanget infor vi tv nya begrepp:
Eulervig och Eulerkrets.

En forflyttning i en graf frén horn till hérn lings D A

en eller flera kanter kallas en vandring. En vig dr en
vandring dar ingen kant passeras mer én en ging.

T.ex. ar vandringen B-A-D i figuren en vig frén B c B

till D medan vandringen B-A-B inte 4r en vig. Det .
Vandringen
A-B-C-5A-D->C

dr en Eulervag

finns grafer dar det 4r mojligt att vandra i grafen
pa ett sddant sitt att man passerar varje kant exakt
en gdng. En sddan graf sigs innehalla en Eulervig.

En graf innehiller en Eulervig om och endast om den har hogst tva horn
med udda gradtal. Att det inte finns fler dn tv8 horn med udda gradtal ir ett
bade nodvandigt och tillrickligt villkor for att det ska existera en Eulervig.

Om man ska vandra mellan hérnen i en graf, si rér man sig mot ett hérn
lika ménga gdnger som man ror sig bort frén ett horn. Om man bortser fran
start- och slutpunkt, s& méste dérfor antalet kanter forbundna med ett horn
vara ett jimnt tal. Endast hornen for start- och slutpunkt kan med andra
ord ha udda gradtal.

Du ser hir intill tv3 <

exempel pé grafer som Mal
innehéller Eulervigar. I - 2
bada graferna finns fler

1 e 3 2@ Start
Start  * Mal

| figurerna finns hdrnens gradtal angivna.

Lulervégar dn de som
markerats.
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Eulerkrets

En Eulervag som har start och mal
i samma horn dr en Eulerkrets.

Konigsbergs broar

Om det dr mojligt att genomf6ra en vandring i en graf och passera varje
kant exakt en gdng for att slutligen dtervinda till samma horn, sd innehéller
grafen en Eulerkrets.

Du ser hér tvé exempel pa Bulerkretsar. Vilket villkor som giller for att en
graf ska innehdlla en Eulerkrets far du sjilv formulera i uppgift 2320.

e c _ F E
O LXK
Start ¢ \ p D
mal / / =
| S A ¥
Start/mal " £

Vi ritar en schematisk bild av Konigsbergs broar och 6versitter sedan bilden

NN N :

A B A B

N :

Grafens horn dr olika stadsdelar och grafens kanter dr broarna

till en graf.

Att bevisa att det inte dr mojligt att gd dver stadens sju storre broar och pas-
sera varje bro endast en géng dr detsamma som att bevisa att det inte gér att
vandra mellan hornen i grafen och passera varje kant exakt en gdng. Man
behéver alltsd bevisa att grafen som motsvarar Koénigsbergs broar inte kan
innehdlla en Eulervig. Tittar vi pd grafen ser vi att det finns fyra horn med
udda gradtal. Grafen kan dirmed inte innehélla en Eulervig och det gar allt-
sd inte att g& 6ver stadens sju storre broar och passera varje bro endast en

gang.
Ndgra grafteoretiska begrepp
Vandring  En forflyttning i en graf frén horn till horn ldngs en eller

flera kanter.

Vig En vandring i en graf som inte passerar ndgon kant mer
dn en ging.

Eulervdg  En vdg som passerar varje kant i grafen exakt en gang.
Krets En vig som ér sluten, dvs. borjar och slutar i samma horn.

Eulerkrets En Eulervig som bérjar och slutar i samma horn.

Vi pdminner om att begreppens namn varierar mellan olika anvindare.
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Exempel:

Lasning:

Exempel:

Losning:

Avgor om grafen innehaller ndgon Eulervilg och visa i sé fall hur den kan

se ut.
a) b)
a) For att ta reda pd om grafen har en Eulervdg undersoker vi hérnens

b)

gradtal. Samtliga fyra horn har grad 3, som #r ett udda tal, Grafen kan
da inte innehalla nagon Eulervig.

Vibérjar med att bestimma hérnens grad.

=
A B
deg (A) =4 5 Ll
deg (B) =deg (D) =3
deg (C) =2 K “’|
Exakt tvd horn har udda gradtal och darfor BTt €

. Start
finns det en Eulervig i grafen. Ett exempel pa

en sddan vidg dr inritat i grafen med start i D
och mali B.

Rita en graf med minst fyra horn, som innehéller en Eulervig, men
inte en Eulerkrets.

Komplettera grafen, sd att den kommer att innehdlla en Bulerkrets.

Kan kompletteringg goras pé olika sitt?

Ae——98 Vikan ga fran A till D och passera varje kant en gang,

: Alltsa har vi en Eulervag. Daremot &r det inte majligt att
atervdnda till A utan att passera kanterna mer dn en
gang. Grafen innehaller darfér ingen Eulerkrets

+
pe&——8
Start/ A B Vilaggertill en kant mellan hérnen D och A. Vi kan da
mal ‘ rita en vdg som borjar ach slutar i samma hérn och
L passerar varje kant exakt en gang, dvs. grafen har en
T Eulerkrets.
& 1
D C

Ja, det finns flera olika sétt, men det som presenteras i b) dr det enk-
laste. Figuren hir nedanfor visar ett annat sitt.

A

D@c
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NIVA 1

2311 Innehaller grafen en Eulervag?

a) j b)
c) ﬁ /_": d)

2312 Avgor om grafen innehaller ndgon Fulervig
- och visa i sa fall hur den kan se ut.

2318 Som vi sdg pa sidan 82 4r promenaden ver
Kénigsbergs sju broar omgjlig att genomfora
som en Bulervig.

a) Gdr det att genomfdra promenaden som
en Eulervig om man bygger en bro till?
Var ska bron i sd fall byggas?

b) Vid ett tillfille var en bro avstingd och dé
blev det genast mojligt att genomféra pro-
menaden som en Eulervidg. Gir det med
sdkerhet att siga vilken bro som var
avstangd?

Hamiltonstig och
Hamiltoncykel

Hamiltonstigar och Hamiltoncykler

Ett bussforetag ska planera en ny busslinje genom ett villaomride. De vill
veta om de kan lagga rutten sd att bussen passerar varje hallplats precis en
gdng och sedan dtervénder till startpunkten. Om vi later hallplatserna utgo-
ra hornen i en graf, sa fragar vi oss alltsd: Kan vi hitta en vig i grafen som
passerar varje horn precis en gang? Kan vi dessutom gora det sa att vigen
dtervinder till startpunkten?

En vig som passerar varje hirn i grafen precis en gdng, kallas for en Hamil-
tonstig. Om Hamiltonstigen aterviander till startpunkten s kallas den for en
Hamiltoncykel. 1 den vinstra grafen hir nedanfér ar den réda vandringen en

Begreppen Hamiltonstig och

Hamiltoncykel har uppkallats Hamiltonstig, eftersom den passerar varje hérn i grafen och bara gor det
. efter den irlandske matematikern precis en gdng. Den bld vandringen i den hogra grafen 4r en Hamiltoncykel,
e aariion (180521802) eftersom den passerar varje horn exakt en ging och dessutom atervinder till

2313 Rita en graf som innehéller fler dn tvd hoérn
0 med udda gradtal, dvs. en graf som inte har
en Eulervig.

2314 Rita en graf med tva 6glor som innehaller en
0 Eulervig.

2315 Grafen i figuren innehéller en Eulerkrets.
Kommer grafen fortfarande att innehalla en
Eulerkrets, om man ligger till en 6gla vid
ndgot av hornen? Motivera ditt svar.

2316 a) Rita en graf med minst 5 hérn som inne-

o héller en Eulervdg men inte en Eulerkrets.

b) Komplettera din graf sd att den kommer
att innehdlla en Eulerkrets.

¢) Kan kompletteringen goras pa ndgot
annat sitt? Motivera ditt svar.

NIVA 2
2317 Om detien graf finns en eller flera Fulervi-

gar, var maste dd start och mal ligga for en
sddan vig?
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2319 Hir nedanfor ser du tva grafer.
F E L K

B c H I

a) Rita av graferna och sammanbind dem
med 2 kanter sd att de tillsammans har en
Eulerkrets. Markera dven Eulerkretsen i
din figur.

b) Forklara varfor 2 kanter dr det minsta
antalet kanter som behovs.

NIVA 3

2320 Vissa grafer innehéller Eulerkretsar.

a) Vilket villkor giller for att en graf ska
innehalla en Eulerkrets?

b) Genomfor ett resonemang som skulle
kunna utvidgas till ett bevis for att ditt
péstdende i a) dr sant.

startpunkten.
+

Detta dr en Hamiltonstig, eftersomn Detta dr en Hamiltoncykel, eftersom varje
varje hérn i grafen passeras exakt hérn passeras precis en gang och man

en gdng. Det drinte en Eulervdg, atervander till startpunkten. Det &r inte en
eftersom varje kant inte passeras Eulerkrets, eftersom varje kant inte passeras.

Bussforetagets friga ér alltsd om Jet finns ndgon Hamiltoncykel i den graf
som representerar bussrutten. Problemet 4r ldtt att formulera men — visar
det sig — i mdnga fall oerhort svért att losa. An i dag finns inget generellt sitt
att enkelt kontrollera om en given graf har en Hamiltonstig eller en Hamil-
toncykel.

Fler grafteoretiska begrepp

Stig En vég som inte passerar ndgot horn mer 4n en géng.
Hamiltonstig  En stig som passerar varje horn exakt en ging.

Cykel En stig som dr sluten, dvs. borjar och slutar i samma
horn.

Hamiltoncykel En Hamiltonstig som bérjar och shutar i samma hérn.
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En handelsresandes problem

Ndrmaste granne-metoden

Att vilja den stad som ligger
narmast kan i tilldmpningar ocksa
innebara att vélja resmalet med
kortast restid eller med den
|dgsta resekostnaden

I 4

Ett klassiskt grafteoretiskt problem med anknytning till dessa begrepp dr det
som brukar kallas en handelsresandes problem. Problemet fragar efter den
kortaste resviigen for en handelsresande som ska bescka ett antal stader och
sedan atervinda till startpunkten igen. I en graf dér alla horn (stdder) ar for-
bundna med varandra giller det alltsé att hitta den Hamiltoncykel (resvig)
som ger kortast reslingd. Nar man I6ser den hir typen av problem brukar
man skriva ut avstindet mellan stiderna lings grafens kanter. En sddan graf
kallas for en viktad graf.

En handelsresandes problem intresserar bade matematiker och datavetare,
men #nnu har ingen funnit en snabb metod som alltid hittar den optimala
resvigen. En metod som gar snabbt att anvinda, men som inte nédvéndigt-
vis ger den optimala 16sningen, kallas nérmaste granne-metoden. Den gér ut
pa att man i varje steg viljer den stad som ligger ndrmast.

En handelsresandes problem har viktiga tillimpningar. Med hjalp av avance-
rade datalésningar 4r det t.ex. mojligt att hitta den optimala resvigen for
transportforetag som vill minimera sina resekostnader.

Exempel:

Losning:

a)

b)

a)

b)

Rita en Eulervig i grafen och avgér om den ocksd A
ar en Hamiltonstig. B E

Rita en Hamiltoncykel i grafen och avgér om den
ocksd dr en Eulerkrets,

Den bla vandringen med utgdngspunkt i B ir A

en Eulervig, eftersom den passerar varje kant B/\ E
precis en gng. Ddremot dr vandringen ingen

Hamiltonstig, eftersom den passerar samma horn

flera ganger. 3 D

Den roda vandringen dr en Hamiltoncykel, efter-
som den passerar varje horn och dterkommer till
startpunkten. Den 4r ddremot inte en Eulerkrets,
eftersom den inte passerar varje kant.

2323 En plogbil ska ploga gatorna i ett villaomra-
de. Villaomradet kan modelleras med en graf
dar hérnen motsvarar husen i omradet och

Exempel: 1 Amandas arbete ingdr en hel del resor och  stockhoim o35 Oslo
inte sillan bestker hon bade Oslo, Kopen- —
hamn och Helsingfors innan hon dtervin- 505 751
der hem till Stockholm. Hon vill minimera 917
sina resekostnader och ritar dirfor en vik- 1049

tad graf, dir hon markerar de genomsnitt-

liga kostnaderna i kronor for att dka mellan

de olika destinationerna.

Helsingfors

Kopenhamn

a) Anvind nirmaste granne-metoden for att bestimma en mojlig resvig

och berikna totalkostnaden.

b) Undersok om nirmaste granne-metoden ger den optimala l6sningen.

Losning:  a) Enligt nirmaste granne-metoden viljer vi i varje steg det billigaste
resmalet. Vi utgdr frin Stockholm och viljer det resmal som ger den
lagsta kostnaden, namligen Helsingfors (505 kr). Vil i Helsingfors
viljer vi det resmal som ger den ligsta kostnaden dér Amanda dnnu
inte varit, allts Oslo (970 kr), osv. Resrutten blir Stockholm—
Helsingfors-Oslo-Képenhamn—Stockholm och den totala
reskostnaden 505 + 970 + 751 + 912 = 3 138 kr.

b) Vi undersoker alla tinkbara resviigar och deras kostnad. Vi mérker da
att resvigen Stockholm—Oslo—Képenhamn-Helsingfors—Stockholm

ger en ligre kostnad 4n ndrmaste granne-metoden, 3 135 kr.
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2321 Forklara varfor den rédmarkerade vandring-

en i grafen dr en Hamiltoncykel men inte en
Eulerkrets.

2322 Rita av grafen hir nedanfor och rita sedan en
0 Hamiltonstig och en Hamiltoncykel i grafen.
Ar din Hamiltoncykel ocksi en Eulerkrets?
Motivera ditt svar.

kanterna representerar gatorna.

A ¢

a) Ar det mojligt for plogbilen att ploga
gatorna i omradet utan att behdva ploga
samma gata mer 4n en gang? Motivera
ditt svar.

b) En brevbirare vill bira ut brev till samtli-
ga hus (A-I) i villaomradet utan att passe-
ra samma hus mer 4n en ging. Visa att
detta dr mojligt om man bygger en vig
fran hus B till hus G.

¢) Om denna vag byggs, kommer da plogbi-
len kunna ploga i villaomrédet utan att
behova ploga samma gata mer 4n en
gang? Motivera ditt svar.
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2324

Sofia bor i Katrineholm och 4r med i en per-
formancegrupp. Under hosten ska gruppen
dka pd en miniturné och upptrida i Eskilstu-
na, Nykoping och Orebro. Eor att kunna gora
en turnéplan vill Sofia veta i vilken ordning
de ska bestka stdderna for att den totala res-
lingden ska bli s& kort som mojligt. Hon
modellerar dirfor problemet med hjalp av en

viktad graf, ddr avstinden anges i kilometer.

Kige—L2 0

60

31
£ 84

a) Bestdm lingden av den resvdag ndrmaste
granne-metoden ger.

b) Undersdk om detta dr den kortaste resvi-
gen.

NIVA 2

2325

2326

Hér nedanfor visas en graf.

A

a) Rita en Hamiltonstig i grafen.

b) Forklara varfor grafen aldrig kan ha en
Hamiltoncykel.

¢) Ge forslag pa hur grafen kan fordndras for
att f4 en Hamiltoncykel.

Som redan ndmnts dr en Hamiltoncykel en
krets dir varje hirn passeras exakt en ging
och dir man dtervinder till samma hérn som
man startade vid. Man behover inte passera
alla kanter, men ingen kant far passeras mer
dn en gang.

a) Péapekandet ”ddr man atervinder till
samma hérn som man startade vid” i
uppgiftstexten dr visserligen sant, men
overflodigt. Varfor?

b) Det finns ytterligare ett pdpekande i upp-

giften som man skulle kunna stryka, efter- -

som det egentligen &r overflodig informa-
tion. Vilket? Motivera ditt svar.
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2327

2328

2329

En dodekaeder &r en kropp uppbyggd av tolv
regelbundna femhorningar. Den kan repre-
senteras med hjilp av en plan graf, som figu-
ren nedanfor till hoger.

>
Ny

Rita en Hamiltoncykel i grafen.

Rita en graf med minst 5 horn som har

a) en Hamiltonstig men inte en Eulervig

b) en Hamiltoncykel men inte en Eulerkrets
¢) en Eulerkrets men inte en Hamiltoncykel
d) bédde en Hamiltoncykel och en Eulerkrets

e) varken en Hamiltoncykel eller en Euler-
krets

Fredrik driver en budbilsfirma i staden S.
Han levererar ofta varor till de intilliggande
orterna A, B, C och D. Brinslekostnaden i
kronor for att dka mellan de olika stiderna
redovisas i1 grafen hdr nedanfor. Fredrik vill
snabbt hitta en resvig som gor att han kan
besoka samtliga stider, dtervinda hem och
samtidigt halla nere sina brinslekostnader.
Vilken resvig skulle du réda honom att ta?

59 B

ISR

o

NIVA 3

2330 Vilket villkor galler for att en graf ska ha bdde

en Eulerkrets och en Hamiltoncykel? Motive-
ra ditt svar.

Polyedrar och plana

sammanhdngande grafer

________

Kub, ratblock och pyramid &r
exempel pa polyedrar.

Eulers polyederformel

Hir nedanfor har vi ritat tre grafer.

V|

Grafl Graf 2 Graf 3

['graf 1 och 2 dr det alltid mgojligt att via kanter g3 fran ett horn till ett annat,
dvs. mellan varje par av horn finns en vég. Sddana grafer kallas samman-
hingande. Graf 3 dr ett exempel pd en graf som inte 4r sammanhingande.

I graf 2 finns det ett stille dir tv kanter korsar varandra, utan att det finns
ett horn dar. Graf 1 innehéller ingen sddan korsning. En sammanhingande
graf utan sidana korsningar kallas plan sammanhdingande graf. Graf 1 4r alltsi
en sidan graf medan graf 2 inte 4r det.

En polyeder dr en kropp som begrinsas av ett dndligt antal polygoner
(ménghorningar). Kub, ritblock och pyramid 4r tre exempel pd polyedrar.
Varje polyeder kan representeras med en plan ssmmanhingande graf. Hir
nedanfor ser du en tetraeder och dess tillhorande graf.

For plana sammanhingande grafer finns ett vackert samband som kallas
Eulers polyederformel. Den visar pd ett samband mellan antalet horn, kanter
och ytor i en sddan graf. Med en yta menar vi hir nigot som helt omsluts av
ett antal kanter. Aven omradet utanfor grafen riknas som en yta. Vi kallar
antalet horn for H, antalet kanter for K och antalet ytor for Y. Hir nedanfor
ser du ndgra grafer med F, K och Y angivna samt ytorna markerade i olika

=,
farg.
Y3 v,
v, | v Y, — o
Ve :
H=3 H=5 H=2
K=3 K=8 K=1
Y=2 Y&5§ V=1

A
For dessa grafer ga'llex\ att antalet horn, kanter och ytor beskrivs av formeln
Y+H-K=2

Det dr detta samband som kallas Eulers polyederformel och det giller for
alla plana sammanhingande grafer.
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Eulers polyederformel

For en plan sammanhingande graf med H stycken horn, K stycken

kanter och Y stycken ytor giller sambandet

Y+H-K=2

Du kan enkelt kontrollera att formeln stimmer for de tre fallen pé foregden-
de sida. Kontrollera girna ocksa att den stimmer for ndgon polyeder, t.ex.
ett ritblock. Ett bevis for formeln kommer i uppgift 2337.

I historiaavsnittet pa sidan 93 fir du ldsa mer om polyedrar och Eulers

polyederformel.

Exempel:

a) Rita en graf som motsvarar den geometriska

kropp som modellen utgér.

b) Visa att Eulers polyederformel stimmer for

Bilden visar en enkel modell av en vanlig villa.

din graf och for modellen.

Lésning:  a) Modellens hérn motsvarar grafens horn och modellens kanter

motsvaras av grafens kanter. Vi ritar grafen

g '

b) Grafen har H=10; K= 15 och Y =7, som du kan se i 16sningen till a).
For modellen giller att det finns 5 horn pé varje gavel, vilket ger att
H =10. Det finns 5 kanter pé varje gavel, 2 pd varje langsida samt en
pa taknocken. Det ger att K = 15. Det finns 2 gavlar, fram- och baksi-
da, 2 takhalvor samt en undersida och vi far ¥ = 7. Bdde graf och
modell ger samma resultat och insatt i Eulers polyederformel ger det
Y+H-K=7+10-15=2,v.s.v.

NIVA 2

2331 Hur manga hérn har en plan sammanhing-
ande graf med 12 ytor och 23 kanter?
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2332 Rita en plan sammanhingande graf som har

0 a) 3 ytor, 4 horn och 5 kanter

b) 4 ytor, 5 horn och 7 kanter

8

\

2333 Pa sidan 89 ritade vi den graf som
motsvarar en tetraeder. Rita pd

samma sitt den graf som mot-
svarar en kub.

NIVA 2

2334 Rita den tillhérande grafen till en fyrsidig
pyramid, dvs. en pyramid som exempelvis
Cheopspyramiden i Egypten. Visa dven att
Eulers polyederformel giller for grafen.

2335 Graf 2 pd sidan 89 &r ett exempel p4 en sam-
manhdngande graf som inte ér plan. Rita en
graf med lika ménga horn och kanter, och
dar motsvarande horn forbinds med samma
antal kanter. Den nya grafen ska vara en plan
graf.

2336 Leonard undersoker grafen
hir bredvid. Han ser att
grafen har 6 ytor, 6 horn

och 9 kanter. Forbryllad

konstaterar han att Eulers polyederformel
inte verkar stimma. Forklara fér Leonard
varfor formeln inte stimmer.

NIVA 2

2337 Du ska hir fa folja ett bevis for Eulers poly-
ederformel. Beviset anvinder induktion. Det
kan ibland vara lampligt att rita egna figurer
for att littare kunna folja resonemanget.

Vi bérjar med den enklast tinkbara grafen.
Den har ett horn och inga kanter.

a) Visa att formeln stimmer for den grafen.

Nu finns det tva sitt att gd vidare. Antingen
gor man en Ogla eller s& gor man ett nytt
horn och drar en kant mellan de tvd hornen.
Grafen ska ju vara ssmmanhingande, sd det
maste gd en kant mellan hornen.

b) Visa att formeln giller f6r bida dessa grafer.

Om vi har en graf dir formeln stimmer, s&
finns det tvd sitt att gd vidare. Det ena ar att
dra en ny kant, utan att géra nya hoérn. Kan-
ten kan antingen vara en gla eller g mellan
tva existerande horn.

¢) Motivera varfor formeln fortfarande
stdmmer,

Det andra sittet att ga vidare dr att gora ett
nytt horn, som da maste f6rbindas via en
kant med ndgot hérn i dvriga grafen.

d) Varfoér méste det nya hornet [6rbindas
med resten av grafen?

e) Motivera varfor formeln fortfarande
stimmer.

f) Varfor bevisar ovanstiende att formeln
giller for alla plana sammanhingande
grafer?

& Kan en graf med 4 kanter ha savil 2, 3, 4 som 5 hérm? Motivera med figurer.

& Varfor ar det inte méjligt att konstruera en sammanhingande graf med tre hérn

dar alla tre hérnen har grad 3?

@ Vad ska galla for att en Eulervig dven ska vara en Eulerkrets?

© En Eulerkrets kan ha start och mal i vilket hdrn som helst pa kretsen. Motivera varfor.

& Finns det nagot samband mellan antal hérm och antal kanter i en graf?
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HISTORIA

P

Tetraeder Kub Oktaeder

«t &

Dodekaeder Ikosaeder

| @

De fern platonska kropparna.

Tre kvadrater kan sattas ihop i ett
horn. Da dr man pa vag att bygga
en kub.

Grafteori och de
platonska kropparna

En polyeder ér en kropp dir varje sidoyta dr en manghorning. Fér en
regelbunden polyeder giller dessutom att alla sidoytor dr kongruenta regel-
bundna polygoner, och att det i varje hérn mots lika manga sidoytor. Ett
exempel péd en regelbunden polyeder &r en vanlig kub. Dir ar sido-
ytorna kvadrater och tre sidoytor méts i varje horn.

Euklides bevisade redan omkring 300 f.Xr. 1 Elementa XIII att det endast
finns fem regelbundna polyedrar, de sd kallade platonska kropparna. 1
tabellen ser du vilka de fem kropparna 4r och vilka egenskaper de har.

Kropp Sidoytans form Antal sidoytor | Antal lkanter/sidoytor per horn
Tetraeder Triangel 4 3
Kub Kvadrat 6 . 3
Olktaeder Triangel 8 4
Dodekaeder = Femhdrning 12 3
Ikosaeder Triangel 20 5

De platonska kropparna har symboliserat olika saker genom tiderna.
Platon lit fyra av kropparna symbolisera de fyra elementen jord, vatten,
luft och eld och den femte kroppen symbolisera himlen, medan Kepler
associerade kropparna med olika planeters banor.

Euklides bevis for att de namnda fem kropparna 4r de enda regelbund-
na polyedrarna bygger pd att det finns ett begrinsat antal sétt att sitta
samman regelbundna polygoner i horn. Man maéste ha minst tre polygo-
ner i ett horn for att kunna fa en kropp. Tre regelbundna trianglar kan
sdttas samman och d& dr man p4 vig att bygga en tetraeder. Det gér dven
att sitta samman fyra eller fem trianglar i varje horn, dd bygger man en
oktaeder respektive en ikosaeder, men sitter man ihop sex stycken blir
vinkelsumman 6 - 60° = 360° och figuren blir platt i det hornet. Fler 4n
sex liksidiga trianglar &r omojligt att sitta ihop. P& samma sitt visar man
att kuben och dodekaedern 4r de enda polyedrarna som kan byggas av
kvadrater och regelbundna femhorningar. Férsoker man sitta ihop tre
regelbundna sexhdrningar blir vinkelsumman 3 - 120° = 360° och figuren
blir platt. Det betyder ocksé att det dr omojligt att sitta ithop ett horn med
tre (eller fler) av ndgon regelbunden polygon som har fler 4n 6 sidor. Vi
kan med andra ord inte skapa ndgra andra regelbundna polyedrar 4n de

fem platonska kropparna.

Bevis med grafteori
Man kan ocksé bevisa att det endast kan finnas fem platonska kroppar
med hjilp av grafteori. For att gora det paminner vi oss om Eulers
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Leonhard Euler (1707-1783) bevisade
ar 1752 polyederformeln som i dag bar
hans namn.

En polyeder uppbyeed av liksidiga
trianglar dar det méts 4 kanter i
varje horn har alltsa totalt
12 kanter, 8 ytor och & harn

lﬁ_ﬂ!] ? Visa att ekvationen
l+l—l+1 saknar

n g K 2
l6sningardan=3ochg>6.

M ? Visavilka figurer
som dr majliga genom att i
ekvationen l+l=l+l
n g K 2
sattan=4,n=5o0chn>6. |

polyederformel som siger att det finns foljande samband mellan en
polyeders ytor (Y), kanter (K) och hérn (H): Y + H— K = 2. Vi minns
ocksd att varje polyeder kan representeras med hjilp av en plan samman-
hingande graf.

I vért bevis utgdr vi ifrdn en regelbunden polyeder uppbyggd av
n-hérningar. I en graf som representerar denna polyeder kommer varje
yta att omges av # kanter, och i varje horn kommer g kanter att motas.
Eftersom varje kant grinsar till tvé ytor s giller nY = 2K. Dessutom
galler att varje kant forbinder tv4 horn, si gH = 2K.

- - 2K .
Om vi sitter viin Y= o och H= % i Eulers polyederformel

Y+ H-K=2,s3 far vi £<+£<—K:2.
n q
.. C e e . 11 1 1
Dividerar vi bdda leden med 2K, sd fir vi — + — — == — som efter
n g 2 K
ytterligare en omskrivning blir N + L + 1 @)
n qg K 2

En n-horning mdste ha minst tre horn, sd # > 3. Vi undersoker nu vad
som giller for antalet ytor (Y), horn (H) och kanter (K) d4 n = 3, dvs. nir
sidoytorna ar liksidiga trianglar. Att undersoka vad som galler for n > 3
limnas som 6vning.

Insdttning av n = 3 i formel (*) ger 1 + L + 1 som forenklas till
1_1.1 s B
qg K 6

For att kunna bilda en tredimensionell figur méste minst tre kanter métas
ivarje hérn, sd g > 3. Vi delar in undersskningen i olika fall

* For g = 3 far vi K = 6, eftersom l:l+1.DetgerY:£<:ﬁ:4
K 2.6 3 6 6 n 3
och H=—="—=4
q 3

En polyeder uppbyggd av liksidiga trianglar dér det mots 3 kanter i varje
horn har alltsg totalt 6 kanter, 4 ytor och 4 hérn. Detta svarar mot

tetraedern.

* For g =4 far vi K = 12, eftersom l:i+l
4 12 6
. I 2-12 2.12
VifarY = 5 =8 och H= o = 6. Detta svarar mot oktaedern.

* For g =5 fir vi K = 30, eftersom é = + l Det ger

30 6
2-30 2-3
= 3 =20 och H= TO = 12. Detta svarar mot ikosaedern.

* For g 2 6 saknar ekvationen losningar, eftersom K > 0. Detta fir du sjilv
visa i en uppgift.

Vi har alltsd visat att det gar att bygga upp tre och endast tre figurer dir
sidoytorna ar liksidiga trianglar.
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PROBLEM OCH UNDERSOKNINGAR

KOMBINATORIK I OLIKA SPEL

Den teoretiska vinstchansen i manga av vara vanligaste spel och lotterier kan
beriknas med hjilp av ngon av de fyra kombinatoriska modellerna pé sidan
70. Med teoretisk vinstchans menas att du gor dina val helt slumpmissigt.

V75
1 V75 tippar du vinnaren i sju olika travlopp. For enkelhets skull antar vi att
12 histar springer i varje lopp.
* Hur stor dr sannolikheten att du far alla ritt pa V757 Vilken av de fyra
kombinatoriska modellerna passar in pa detta spel?

» 1V75 fir man utdelning om man har 5,6 eller 7 rdtt. Hur stor ar sannolik-
heten att fi utdelning pa V75?

Lotto :
I Lotto viljer du ut 7 olika nummer av 35 utan hédnsyn till ordning. I drag-
ningen dras sedan 7 nummer slumpvis av de 35.

¢ Hur stor dr sannolikheten att du far alla rétt pa Lotto, dvs. att de 7 num-
mer som du valt dr just de 7 nummer som dras? Vilken av de fyra kombi-
natoriska modellerna passar in pa detta spel?

I Lotto fir man utdelning dven pé 4, 5 och 6 rdtt. Hur stor dr chansen att
fa 4,5, 6 eller 7 ritt utan tilliggsnummer?

Joler

I Joker gor du en jokerrad genom att skapa ett 7-siffrigt tal. Din jokerrad
jamfors sedan med den framlottade jokerraden. Antalet rétt &r antalet siffror
som overensstimmer med den korrekta raden, med start antingen fran vén-
ster eller hoger. Om den ritta jokerraden dr 1200681 sé har varje rad pa for-
men 120068% eller *200681 sex ritt och varje rad pé formen 12¥%** eller
PAAAG] tva rtt.

Hur stor dr sannolikheten att f4 alla rdtt pd Joker? Vilken av de fyra kom-
binatoriska modellerna passar in pa detta spel?

 Beridkna sannolikheten att fa fem ritt.

Om du spelar pé bade Joker och Lotto har du mojlighet att vinna Drom-
vinsten. D4 kriivs att du har alla ritt pd Lotto och minst tva ritt pd Joker.

Hur stor dr sannolikheten att vinna Dromvinsten?

SPANNANDE TRAD

Inom grafteorin ar ett trid en sammanhingande graf dir det inte finns
négra cykler. Grafen till hoger dr ett exempel pa ett trad. Om vi ligger till en
kant mellan hornen A och E skapar vi en cykel (A-B-D—E-A) och grafen 4r
da inte lingre ett trad.

Trad ér viktiga i manga tillimpningar. De kan t.ex. anvéindas som matema-
tisk modell d4 man ska dra fiberledningar mellan husen i ett villaomrade
eller skapa ett datorndtverk. I den vinstra grafen hir nedanfér ser du en
modell 6ver ett villaomrade dir ett bredbandsforetag vill griiva ner ny fiber.
Varje horn representerar ett hus och varje kant har tilldelats ett tal som stir
for kostnaden att dra fibern mellan just de husen.

K K
62 _J " .j
25 36 .
A L / H o o o W/
24 23 40
55 31 26 22
B M N G ] M N G
L] ] [ ] [ ]
45 35 29
37 41 27 20
C i E F c D E F
L] L] L] [ ]

39 32 18

Man kan minimera kostnaden for fiberdragningen genom att hitta ett trid
som sammanbinder alla horn i grafen, och som dessutom har den ligsta
sammanlagda kostnaden. Man siger att man hittat ett minimalt uppspiin-
nande trid. En anledning till att man vill hitta just ett trid 4r att det 4r kost-
nadseffektivt att bygga ett nitverk utan cykler.

En metod som alltid fungerar for att hitta minimalt uppspinnande trid i en
graf dr Kruskals algoritm. Man bérjar di med att ta bort alla kanter fran den
befintliga grafen. Darefter ligger man tillbaka kanterna en och en genom att
1 varje steg lagga till den kant som har ligst kostnad. Det finns bara ett vill-
kor: det far inte bildas en cykel. Om kanten med ligst kostnad skapar en
cykel viljer man i stallet att ligga till den nist billigaste kanten. Man fortsit-
ter tills trédet sammanbinder samtliga hrn i grafen.

Utgd ifrdn den hogra bilden dér bara hornen ir utsatta och anvind Krus-
kals algoritm for att hitta ett minimalt uppspinnande trid.

Ett annat sitt att hitta minimalt uppspénnande trid 4r att utg ifrdn den
ursprungliga grafen och i varje steg ta bort den dyraste kanten. Det enda
villkoret for att man ska f4 ta bort en kant 4r att grafen fortfarande maste
vara sammanhéidngande,

©# Utgd ifrdn den vinstra figuren hér ovanfér och anvind denna metod for
att finna ett minimalt uppspinnande trid. Kontrollera att det blev samma
trdd som dd du anvinde Kruskals algoritm.

& Ar nigon metod mer effektiv @n den andra? Motivera.

HYININMQSHIONN HI0 W3180dd
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Pa resande fot

Vidar bor i Sundsvall och har ett eget akeri. Han ska
transportera varor till Sollefted, Harnésand och Orn-
skoldsvik, och direfter dtervinda tillbaka till Sunds-
vall igen. Frigan &r hur han ska planera sin fird {6r
att minimera strackan han behover kora.

* Modellera Vidars problem med hjilp av en graf,
dirvarje stad dr ett horn och viagforbindelsen mel-
lan tva stider representeras av en kant.

* P& hur mdnga sitt kan Vidar genomfora sin trans-
port? Det vill siga, om han utgar fran Sundsvall, pa
hur ménga sitt kan han besoka alla stdder en gang
och komma tillbaka till Sundsvall igen?

 Hur ménga mojliga resvigar blir det om Vidar i
stillet besdker (n — 1) stidder, dvs. om det totala
antalet horn i grafen dr n stycken?

Vidar vill genomféra resan sé att den totala resvigen
blir s& kort som mojligt. Han undersoker dirfér de
inbordes avstdnden mellan de fyra stdderna och sam-
manstiller dem i en tabell.

Sundsvall

121 Solleftea

52 85 Harngsand

154 94 105 Ornskoldsvik

* Berdkna for var och en av de mojliga resvigarna
hur léng den totala resldngden blir. Vilken vig ska
Vidar vilja for att minimera sin reslangd?

* Nir du beridknade reslingderna i den foregiende
uppgiften mirkte du formodligen att samma totala
reslingd forekom tvd ginger. Forklara var{or det
blir sd.

+ Visa att ndrmaste granne-metoden inte ger den
kortast mojliga resvigen for Vidar.

Vidar vill inte-bara minimera strackan han behover
kora. Han vill hitta den vig som tar kortast tid. Han
skriver ddrfor in i grafen den tid i minuter som det
tar att ta sig mellan tvd stider.
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Sundsvall g4 Sollefted
78
107 71
39
Ornskoldsvik 85 Hardsand

+ Visa att nirmaste granne-metoden har ger den
optimala restiden.

Om en dator ska kontrollera samtliga mojliga res-
lingder, ddr n dr det totala antalet stidder, maste den

(n=1)
2

1
kontrollera olika fall. Men det finns en

metod som har fatt ner antalet berdkningssteg till
n? - 2" stycken.

)
* Visa att n2-2”<% for n = 10.

Mangder, kombinatorik och grafer

Miangdlira

* mingd, t.ex. A={2,4,6}ochB={2, 4}
* delmdngdBC A

» element, t.ex. 2, 4

lardinalitet, t.ex. |A|=3
« tillhor, t.ex.6 €A

universalmangd U

* Venndiagram

g

* mdngdoperationer

Kombinatorik

multiplikationsprincipen

kartesisk prodult
* Dirichlets ladprincip

* permutationer

kombinationer

fakultet, n!
* binomialsatsen

* Pascals triangel

Mangdoperationer

e union AUB

« snitt AnB

» differens A\ B

 komplement A® [ I

JEB

Kombinatoriska modeller

* utan repetition, med hansyn till ordning

]
P(n, k) = T H1 '_’-k)l
* utan repetition, utan hansyn till ordning
_{m_ n!
Clmh) = () =7 (- !

* med repetition, med hinsyn till ordning

nk

+ med repetition, utan hdnsyn till ordning

&

Grafteori

* horn * Eulervig ¢ cykel

o kant o krets » Hamiltoncykel

- grad * Eulerkrets * Kénigsbergs broar

» vandring " stig » en handelsresandes problem
*+ vig . Hamiltonstig
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NIVA 1

1 Ftt gatuksk som siljer 6 olika sorter korv och

5 sorter ldsk, har foljande erbjudande till sina
kunder:

SN L
= Valfri korv med tillbehér och valfri 50 cl lisk E
=" Endast 49 kr! E
SO e e

P4 hur manga olika sitt kan man kombinera
valfri korv och lisk enligt erbjudandet?

Roger har 7 bocker stdende i en bokhylla. Pa hur
madnga sitt kan han ordna sina bocker fran
vanster till hoger?

For mingderna A, B och C giller att
A=1{1,2,3,4,5,6}

B=11,2,5}

C=1{3,4,6}

Ange om f6ljande pdstdenden dr sanna eller
falska

a) BCA
b) 3€B
c) JCB

P4 en bondgard i Smaland finns det 19 grisar,
24 histar och 12 kor. For att kunna testa djuren
for mul- och klovsjuka, mdste man slumpvis
vilja ut tre djur, ett av varje art. P4 hur ménga
olika sitt kan man vilja ut dessa tre djur?

Beskriv midngderna med ord

a) A={2n+ 1;n €N}

b) B={n;5|n}

LitA=1{a,b,c,d},B={c,d,e} och C={r,s,t,u}.
Bestdm
a) |4|

c) ANnB

b) BuC
d) AnC
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7

10

11

12

Beskriv vilka av méingderna som 4r en delmingd
till ndgon av de andra mangderna.

A=1{1,2,3,4,5,6}
{2,7}

2, 4,6}

7}

B
C=1{
D=1

Beridkna utan riknare

a) P(8,3) b) C(7,6) ¢ (100

98

Hir nedanfor ser du en graf.
A D

N c
a) Vilken grad har hoérnen A, B, C, D och E?

b) Hur férandras gradtalet for hornet B om
man ligger till en 6gla dar?

¢) Avgor om grafen har en Eulerkrets och rita i
sd fall en sadan i grafen.

Hur mé&nga bokstavskombinationer med tre
bokstiver kan bildas av bokstiverna A, B, C, D,
EochF

a) om varje bokstav fir anvindas en géng

b) om varje bokstav fir anvindas mer 4n en
ging

Bestdm med hjilp av figuren

a) A\B b) B\A c) A\(BuUC)
I Allsvenskan i fotboll deltar 16 lag. Varje lag
mdoter varje annat lag i tvd matcher, en match
hemma och en match borta. Hur manga

matcher spelas i Allsvenskan i fotboll?

13 Ten trupp pa totalt 24 spelare ska 16 spelare tas ut

17 Formulera ett vardagligt problem som kan 16sas
6 genom att berikna

a) P(8,4) b) 29°

till en handbollsmatch. P& hur ménga sitt kan
laget tas ut om man forutsétter att alla spelare
har lika stor chans att komma med?

18 Figuren visar en del av Stockholms tunnelbane-
nét. Rita en graf som representerar samma
tunnelbaneniit.

0oom
slELiaR
U

CICIEED O (XN

DO OO0 [
NOOORITEIND

0100 M

QETITD

19 Vilken typ av problem kan ibland 16sas med
hjilp av ndrmaste granne-metoden?

20 Utveckla uttrycket (x + y)” med hjilp av binomi-
alsatsen.

14 Hur manga hérn har en plan sammanhingande
graf med 30 ytor och 42 kanter?

15

16

21 Den klassiska fotbollen ir en polyeder uppbyggd
av 12 femhorningar och 20 sexhérningar, och
har 60 hérn. Hur ménga kanter har fotbollen?

/ ..‘
\_‘J

Robert har valt ut 30 latar till en spellista.
a) P4 hur médnga sitt kan han ordna sina litar?

b) Anta att en dator kan rikna upp alla mojliga
permutationer av Roberts spellista med en
hastighet av en permutation per sekund.
Berdkna hur ménga &r det skulle ta for datorn
att rakna upp alla mojliga permutationer.

¢) Universums dlder uppskattas till omkring
14 miljarder dr. Om vi kallar denna tidslingd
tor 1 universum. Hur ménga universum
skulle datorn behéva hélla pa for att rakna
upp samtliga permutationer av Roberts
spellista? NIVA 2
Ludvig och Philip diskuterar 1ddprincipen.
“Ladprincipen sdger att om jag har 13 t-shirtar
som jag ska firga antingen grona, bld eller roda
sd kommer jag alltid att f& minst 4 t-shirtar av
varje firg”, siger Ludvig. "Nej”, siger Philip, b) om varje bokstavstyp i ordet, dvs. boksti-
“ladprincipen siger bara att du alltid kommer verna F O, T, B och L, fér anvindas maximalt
att f4 minst en t-shirt av varje firg” Har ndgon en géng och ordet ska vara 4 bokstéver langt.
av dem ritt? Motivera.

22 Hur manga bokstavskombinationer kan bildas av
de 7 bokstdverna i ordet FOTBOLL

a) om varje bokstav ska anvindas en ging
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23 Varje sammansatt positivt heltal kan skrivas
som en produkt av primtalsfaktorer. Vilken &r

den storsta primtalsfaktorn i talet (280 )?

24 a) Avgor om grafen hir nedanfor har en
Eulervdg och motivera ditt svar.

2]
L

E D

b) Om det finns en Eulervig i grafen, ange den.
I annat fall komplettera grafen sa att den far
en Bulervig.

25 Konstruera tre mingder A, B och C, som uppfyl-
0 ler villkoren

a) ACC,BC CochACB
b) ACC,BC CochAZB

26 Det vanliga koordinatsystemet i planet kallas ett
kartesiskt koordinatsystem. Koordinatsystemet ir
en kartesisk produkt av tvd méngder med
odndligt antal element. Vilken dr den kartesiska
produkten?

27 Giller kommutativa lagen f6r unionen av
mingder, dvs. giller A U B= B U A for alla
mingder A och B? Motivera ditt svar.

28 142 tal viljs ut slampyvis. Vilket dr det minsta antal
tal som med sikerhet har samma slutsiffra?

29 Det finns vissa symmetriska egenskaper nar man
beriknar antalet kombinationer ndr man viljer
k stycken av n stycken objekt.

a) Berikna och jamfor

(1) med (3]

o) med (3]
[3) med (3]
(3] med
b) Forklara resultaten genom att anvinda

formeln for berdkning av (Z)

¢) Motivera med ord varfor t.ex.
[1)= (5} (3)=3) ere.

30 En grupp som bestdr av 84 personer dter smor-
gasbord. Bland dessa dter 36 personer skinka,
19 personer iter sill och 25 iter kottbullar.
Bland dem som iter skinka, dter 11 personer
bade skinka och kéttbullar och 14 éter bide
skinka och sill. Bland dem som iter sill, dter
12 personer bade sill och kéttbullar. I gruppen
finns det 8 personer som iter alla tre ovan-
ndmnda ritter.

a) Hur ménga personer iter endast sill?
b) Hur ménga personer dter endast kéttbullar?

¢) Hur manga personer éter varken skinka, sill
eller kottbullar?

T

31 Enstigdr en vandringien graf som passerar varje
horn hégst en géng, och en vig r en vandring i
en graf som passerar varje kant hogst en ging.

a) Ar en stig ocksa alltid en vig? Motivera ditt
svar.

b) Ar en vig ocksd alltid en stig? Motivera ditt
svar.

c) Lit W = {alla mojliga vandringar}, V = {alla
mojliga vigar}, S = {alla mojliga stigar} i en
viss graf. Rita ett Venndiagram som visar hur
méngderna dr relaterade till varandra.

32 Ditte dker pd sprékresa till Frankrike. Dir hamnar
hon i en grupp med 6 andra svenskar, 9 tyskar
och 5 italienare. P4 en lektion delas eleverna
slumpvis in i grupper om 3 for att gora ett
grupparbete.

a) Hur stor dr sannolikheten att Ditte hamnar i
en grupp med bara svenskar?

b) Nir de ska dela in grupperna blir eleverna
tillsagda att stilla sig pd led. Om vi antar att
eleverna placerar sig slumpvis, hur stor 4r d
sannolikheten att de som har samma
nationalitet stir bredvid varandra?

33 Bestiim koefficienten for termen x°y° 1 utveck-
lingen av uttrycket (2x — 3y%)8

NIVA 3

34 [ Stryktipset tippar du utgdngen i 13 fotbollsmat-
cher numrerade frén 1 till 13, genom att i varje
match tippa 1, X eller 2. Du tippar 1 om du tror
att hemmalaget vinner, X fér oavgjort och 2 om
du tror att bortalaget vinner.

a) Hur stor ir sannolikheten att du fir alla ritt
pa Stryktipset om du tippar helt slumpmis-
sigt?

b) Hur stor 4r sannolikheten att du far mer dn
9 ritt?

35 Bestim koefficienten f6r a’-termen i utvecklingen

35 -
@ —-=
a

av

36 I tirningsspelet Yatzy kastar man 5 tirningar.

a) Vad dr sannolikheten for fyrtal i ett kast, dvs.
att man far fyra tdrningar av samma valor
och att den femte visar ndgot annat?

b) En kdk fir man om man har tre tirningar av
en valor och 2 tiarningar av en annan. S3 ar
t.ex. resultatet 5, 5, 6, 6, 6 ett exempel pa en
kak. Vad dr sannolikheten att man far kik i
ett kast ndr man slr 5 tirningar?

10
37 Binomialutvecklingen av uttrycket (\R + %)

innehéller en sifferterm. Vilken ir termen?

38 Iett koordinatsystem viljer man slumpvis ut fem
punkter med heltalskoordinater (g, b). Man drar
sedan strackor mellan samtliga fem punkter.

a) Visa att mittpunkten pa minst en av dessa
strackor ocksé har heltalskoordinater.

Ledning: For en godtycklig punkt (g, b) 4r
talet a respektive b antingen udda eller,
jdmnt. Vad maste gilla for de tv indpunk-
terna pa striackan for att mittpunkten ska
bestd av heltal?

b) Visa att detta inte ngdvindigtvis 4r sant om
man 1 stillet viljer ut fyra punkter med
heltalskoordinater.

39 Robert, Ailin och Pierre och tre andra kompisar
gér till matsalen. Dar sitter de sig slumpmassigt
vid ett runt bord med sex platser. Vad 4r
sannolikheten att Robert, Ailin och Pierre
hamnar bredvid varandra?
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Utan raknare

1 LitA=1{1,5 %, &, 7} och B=1{2,5,#, @, &}. Bestim
a) AUB
b) AnB
c) |A\ B

2 Berikna
a) P(6,2)

11
b (5]
3 a) Forklara vad en Eulervig ar.

b) Gér det att rita en Eulervig i grafen hir nedanfér? Motivera.

4 Formulera ett vardagligt problem som kan losas med berdkningen (134)

5 Rita en plan sammanhingande graf med 5 horn och 9 kanter. Hur méanga
ytor har grafen?

6 Utveckla uttrycket (2a* — b)® med hjilp av binomialsatsen.
7 Visaatt(n+ 2)—(n+ D! =nl=n(n+2)-n

8 P4 ett nojesfilt finns ett spel med sex luckor som doljer lampor. Fyra av
lamporna ér grona och tva ar roda. Man ska vilja att &ppna fyra av luckorna
och om alla lamporna dr grona, sd vinner man supervinsten.

a) Baback och Alexandra har beriknat sannolikheten for att vinna
supervinsten pd ett forsok. Baback har stéllt upp berdkningen ﬁ,
4
321

4 o . 5
medan Alexandra har stillt upp 513 Bada har gjort ritt. Ge

forslag pd hur de kan ha tinkt for att komma fram till sina berdkningar.
b) Berdkna sannolikheten att vinna supervinsten.

¢) Sidg att spelet fordndras sd att det i stillet dr grona lampor i 5 luckor och
att en lucka doljer en rod lampa. Du ska nu 6ppna 5 luckor och vinner
supervinsten om alla fem visar gron lampa. Hur stor 4r nu sannolikheten
for supervinst?
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13

11

Med raknare

Hur mdnga bokstavskombinationer med 5 bokstiver kan bildas av orden hir
nedanfor? Varje bokstav ska anvindas en ging.

a) KRONA b) KASTA

I en gymnasieskola med idrottsprofil gir 654 elever. Av dem tranar

155 elever fotboll, 120 elever innebandy och 173 elever friidrott. 107 elever
trdnar bara fotboll. 20 elever trinar innebandy och friidrott, 23 elever spelar
bade fotboll och innebandy och 4 elever trinar alla tre sporterna. Hur
ménga av eleverna pa skolan trinar varken fotboll, innebandy eller friidrott?

I Skdne vill man underséka gymnasieungdomars matematikkunskaper. Som
ett led i undersokningen liter man alla elever som gér i tredje drskursen pa
gymnasiet, totalt 14 326 elever, genomféra ett kortare matematiktest. Testen
genomfors pd dator. Varje test bestdr av 10 fragor som slumpmissigt valts ut
ur en bank med totalt 15 frdgor. Man kan di med sikerhet siga att minst

x elever kommer att fi svara pa precis samma tio fragor. Bestdm x.

[ ett rutndt av 2 X 4 kvadrater ska varje ruta firgas antingen gul eller bla.

a) Pd hur médnga sitt kan rutnitet firgliggas?

b) Hur manga av dessa firgldggningar innehéller precis en helt bla
2 X 2-kvadrat? (I figuren hir nedanfor finns tvd bld 2 x 2-kvadrater, en
som omfattar kolumn 1 och 2 och en som omfattar kolumn 2 och 3.)

e

8

2
s innehéller en sifferterm. Vilken

Binomialutvecklingen av uttrycket (
dr termen?

I den hir uppgiften ska du underséka ett samband mellan antalet element i
en méngd och hur ménga delmingder som mingden har.

¢ Bestim antalet delmingder till en mingd med 1 element, 2 element
respektive 3 element.

*  Forklara varfor antalet delméngder till en miingd med » element kan
beriknas med formeln

o)+ () G)+-+ 1)+ (2)

Visa, t.ex. med hjilp av binomialsatsen, att detta uttryck ar detsamma
som 2",
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