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4 i
\ anga vardagliga och naturveteskap-
liga forlopp kan beskrivas med hjalp
av differentialekvationer, det vill sdga med
ekvationer som innehaller en eller flera
derivator av en okand funktion. Det kan till
exempel gélla antalet fiskar i en sj6, tempe-
raturen hos kaffet i en termos eller rérelsen .
hos en person som gor ett bungyjump.
I det har kapitlet kommer du att ldra dig
- atttolka, stalla upp och |6sa differentialek-
vationer. Du kommer ocksa fa tillfalle att
anvanda dina kunskaper for att [6sa olika

naturvetenskapliga problem.

Nar du dr klar med kapitlet ska du kunna .

» stdlla upp och tolka differentialekvatio- |

ner sommodeller for verkliga situationer

> l0sa forsta ordningens differentialekva-

tioner med och utan digitala verktyg

» forstd hur man kan anvanda numeriska

metoder for att 0sa differentialekvatio-

ner

» |6sa andra ordningens differentialekva-

tioner med hjélp av digitala verktyg

Losningar till
differentialekvationer

Losningen till en differentialekvation dr den

eller de funktioner som satisfierar den givna
ekvationen. Till differentialekvationen y'= 5y
ar till exempel funktionen y = € en ldsning.

» Visa att y = e dr en 16sning till differentialek-
vationen y' = 5y genom att sitta in funktionen

och dess derivata och visa att bada leden d3 ir
lika.

» Undersok om édven y = 2¢°, y = 33¢* och
y = 412¢™ dr losningar till differentialekvatio-
nen.

» Ar alla funktioner av formen y = ke, dir k 4r
en konstant, losningar till differentialekvatio-
nen? Motivera ditt svar.

» Maste koefficienten vara 5 i exponenten till
funktionen y?




3.1

Differential kommer av det
latinska ordet differentia, som
betyder skillnad.

Differentialekvationens ordning

Lésningen till %’—\{ = -AN
t

Vad ar en differentialekvation?

Losningen till en differentialekvation

Inom naturvetenskapen anvinds matematiska modeller for att beskriva olika
typer av forlopp. Till exempel har man visat att antalet atomkirnor som s6n-
derfaller i ett radioaktivt preparat dr proportionellt mot det totala antalet
radioaktiva atomkirnor i preparatet. Sonderfallet kan dd beskrivas med diffe-
rentialekvationen

AN
o
dar A N'(t) dr sonderfallshastigheten och A dr en positiv konstant som

dt

kallas for sonderfallskonstanten och beror av vilket radioaktivt imne som
avses. Eftersom A dr en positiv konstant och antalet kirnor hela tiden mins-

-AN

kar, s& miste sambandet innehdlla ett minustecken.

Differentialekvationer introducerade vi redan i kurs 4. Vi inleder kapitlet
med att repetera ndgra viktiga begrepp.

I ekvationen Y = AN dr forstaderivatan N'(¢) = ay den hogsta fore-

dt dt

kommande ordningen av derivatan. Man siger dérfor att differentialekva-
tionen &r av forsta ordningen. Om andraderivatan 4r den hogsta férekom-
mande ordningen av derivatan, sd ar differentialekvationen av andra ord-

ningern osv.

Losningen till differentialekvationen
dN _
dt
4r en funktion av formen N(#) = Ce™, dir C 4r en konstant. Detta kan vi
enkelt kontrollera genom att sitta in N(¢) i differentialekvationen och testa

-AN

om de tva leden blir lika.
VL = % = ACe™=-AN=HL N =Ce™gerN(t) = -ACe™ = -AN(1)

Eftersom VL = HL, s dr N(#) = Ce™ en lbsﬁing till differentialekvationen.

Differentialekvation
En differentialekvation ar en ekvation som innehéller en eller flera
derivator till en funktion.

En 16sning till en differentialekvation r en funktion som satisfierar
differentialekvationen.
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Exempel:

Ldsning:

Exempel:

Losning:

I'en bakterieodling dr bakteriernas tillvixthastighet AN proportionell
y— dt
mot antalet bakterier i odlingen.

a) Teckna en differentialekvation som beskriver bakteriernas tillvixthas-
tighet. Beteckna antalet bakterier med N och tiden med .

b) Beskriv med ord vad differentialekvationen betyder i det har samman-
hanget, om proportionalitetskonstanten ar 0,04.

a) Derivatan N'(t) = (Z—Ij beskriver tillvixthastigheten for bakterierna.
Att tillviixthastigheten dr proportionell mot antalet bakterier betyder
att den kan skrivas i formen il_lj = kN dér k dr en konstant.

b) Om proportionalitetskonstanten k = 0,04, s har vi differentialekva-

. dN . .
tionen —~ = 0,04N. Ekvationen beskriver att tillvixthastigheten for

dt
bakterierna vid varje tidpunkt &r 4 % per tidsenhet av den aktuella bak-

teriemédngden.

Verifiera att differentialekvationen
a) y'=5y =20 har losningen y=e*—4
b) "+ 9y =0 har l6sningen y = sin 3x + cos 3x
Vi deriverar funktionerna och undersoker om lésningarna satisfierar
ekvationerna.
a) y=e*—4 ger y' =5
Vi ersitter y och y'i ekvationen y'— 5y = 20
VL =y'—5y =5~ 5(e* — 4) = 5¢°* — 5¢™* + 20 = 20 = HL
Eftersom VL = HL, s 4r y = &> — 4 en 16sning till differentialekvationen.
b) y = sin 3x + cos 3x
¥'=3 cos 3x— 3 sin 3x D (sin kx) = k cos kx: D (cos kx) = -k sin kx
y''=-9sin 3x— 9 cos 3x

Vi ersdtter nu y" och y i ekvationen y'' + ay = 0

VL =»" + 9y = -9 sin 3x ~ 9 cos 3x + 9(sin 3x + cos 3x) =
=-9sin 3x—9 cos 3x + 9sin 3x+ 9 cos 3x =0

HL=0

Eftersom VL = HL, sd dr y = sin 3x + cos 3x en l6sning till differenti-
alekvationen.

DIFFERENTIALEKVATIONER © 3.1 VAD AR EN DIFFERENTIALEKVATION? 107




Exempel:  Nir rontgenstrdlning passerar genom en blyplatta dr strdlningens intensi-
. . dl .
tet en funktion av blyplattans tjocklek. Fordndringshastigheten o
proportionell mot intensitetens storlek och kan beskrivas med differenti-
alekvationen
dl
——=—ul
lg ar dx "
0
stralningens ddr I dr strdlningens intensitet, x 4r blyplattans tjocklek och i dr absorp-
P tionskoefficienten for bly.
innan den har
blpaslsiat a) Verifiera att I = [ dr en losning till differentialekvationen, om
yplattan,
I, = I(0) &r en konstant.
b) Bestim absorptionskoefficienten om stralningens intensitet halveras
av en 14 mm tjock blyplatta.
c) Hur tjock blyplatta behdvs for att 99 % av stralningen ska absorberas?
I
. ~ dl o _ f
Losning:  a) FunktionenI= e ger VL = o —plye ™ = —ul = HL. Eftersom
VL = HL, s4 dr funktionenen I = ;¢ losning till differentialekvatio-
dl
nen — =—pl. /

dx

b) Vi ska bestimma den absorptionskoefficient u som gor att hilften av
strélningen absorberas. Om stralningens intensitet halveras efter det
att den har passerat en 14,0 mm tjock blyplatta, sé far vi ekvationen

0,51y = Iye 1 Dela bada led med /g

0,5 = ¢t Observers enheten,
Exponenten till
ln 0,5 :—14,_,], Oma:eb, sddrina=5b e ™ sl vara
In 0,5 . ) enhetslos, Eftersom
= 1 = 0,0495 Med hjélp av raknaren ¥ har enheten mm,

sa far |L enheten

1 mm=mm’’

Svar: Absorptionskoefficienten dr 0,0495 mm™.
¢) Om 99 % av stralningen absorberas, sd passerar 1 %.

0,011, = [,e” %019 Dela bada led med /,
0,01 = ¢ 00495

In 0,01 = —0,0495x Oma=eb sadrina=>b

_In0,01
* 70,0495
x=93 Med hjdlp av raknaren

Svar: Blyplattan behover vara 93 mm tjock.
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NIVA 1

3101 Verifiera att differentialekvationen

3102

3103

3104

a) y'+y=23x"—6 harlosningen y = 3x* — 6x
b) y'—3y=-12 har losningen y = & + 4
Enligt Newtons andra lag giller att kraften F

dr proportionell mot accelerationen a med
massan m som proportionalitetskonstant.

a) Teckna Newtons andra lag med hjilp av
beteckningarna F, a och m.

b) Skriv Newtons andra lag som en differen-
tialekvation genom att anvinda att accele-
rationen g dr derivatan av hastigheten v
med avseende pa tiden t.

Verifiera att differentialekvationen

a) y"+4y =0 har lésningen
y = sin 2x + cos 2x

b) y""+y'=2y=0 harl6sningen
y=3e%

Visa att differentialekvationen
y'—ay=0

har 16sningen y = Ce®* oberoende av virdet
pé konstanterna a och C.

NIVA 2

3105

I ett foretag som tillverkar samlarbilder 4r
man bekymrad 6ver att forsiljningen av
deras produkt har varit konstant i ndgra
madnader. Dirfor genomfér man en annons-
kampanj som resulterar i att forsiljningen
okar. Efter annonskampanjen #r andringstak-
ten i antal sdlda forpackningar vid varje tid-
punkt proportionell mot roten ur det antal
férpackningar som siljs just dé. Uttryck dnd-
ringstakten i antalet silda forpackningar med
en differentialekvation

a) fore annonskampanjen
b) efter annonskampanjen

(Np MaE vt 1998)

3106 Visa att

3107

3108

3109

3110

3111

a) y=xe* dr en losning till
y'=2y"+ 2y = xe*

b) y=5xsinx ir en losning till
y'+y=10cosx

I en bakterieodling ar tillvixthastigheten
B'(t) proportionell mot aktuell bakterie-
mingd B(1).

a) Beskriv tillvixten med en differentialekva-
tion dér proportionalitetskonstanten 4r
k=0,00355"",

b) Tolka differentialekvationen med ord.

¢) Kan B(0) = 0? Motivera ditt svar.

En strélningskilla innehdller m gram radium
vid tiden ¢t sekunder. Sonderfallshastigheten
dr proportionell mot aktuell mingd radium.

a) Ange en differentialekvation som beskri-
ver sonderfallet. )

b) Ar proportionalitetskonstanten positiv
eller negativ?

Ge forslag pa vilka vdrden A och b kan ha om
y = Ae™ dr en losning till y''— 4y = 0.

En vikt som édr upphingd i en fjader svinger
kring jamviktsliget. Om man bortser frin att
rorelsen dimpas, sd kan man beskriva sving-
ningen med differentialekvationen

2
ddr y dr avstandet till jamviktsldget och k ar
fjaderkonstanten. Bestim ® sa att y = A sin ot
blir en 16sning till differentialekvationen.

NIVA 3

En termos innehéller varmt te och star i rums-
temperatur. Enligt Newtons avsvalningslag,
avtar teets temperatur med en hastighet som
ar proportionell mot skillnaden mellan teets
och rummets temperatur. Still upp en diffe-
rentialekvation som beskriver teets tempera-
tur och ange ldmpliga villkor for nir ekvatio-
nen giller.
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Allmin kommer fran lagtys-
kans almen, som betyder helt

gemensain.

Allmdn [6sning

Tilldimpning

Den primitiva funktionen som losning
till en differentialekvation

Vi kan bestimma en 16sning till differentialekvationen y' = 3x — 7 genom att
bestimma en primitiv funktion till uttrycket i hogerledet. En 16sning till

2
differentialekvationen y'= 3x -7 iralltsa y = 3% —7x.

Att bestimma den allmdnna losningen till en differentialekvation innebir att
bestamma samtliga losningar till differentialekvationen. Eftersom derivatan av
en konstant dr noll, s kan vi addera valfri konstant till y. T.ex. dr dven

y= % —7x+ 1 en losning. Den allménna 19sningen till vér differential-

2
ekvation dr y = 3% —7x+ C,ddr Céren l/onstant.

I fysiken behandlar man ofta olika former av rorelse dér accelerationen ér
konstant. Ett exempel ér rorelsen hos ett foremél som enbart paverkas av
tyngdkraften, alltsi av den kraft som ger ett fsremdl som faller utan luftmot-
stand konstant acceleration. Detta kan vi utnyttja om vi till exempel vill
bestimma hur lang stricka en boll faller under 3 sekunder, om den slipps
fran viloldge frén ett hogt torn. Det géller att

a(t) =9,82 I stora delar av Sverige ar
tyngdaccelerationen 9,82 m/s?,

Men vi kan ocksd uttrycka accelerationen som andraderivatan av strackan
och kan darfor skriva s"'(t) = 9,82. Detta 4r en differentialekvation av andra
ordningen som vi enkelt kan losa med hjilp av primitiva funktioner.

s"(1) =9,82 Accelerationen ar andraderivatan av strackan
Hastigheten v = s'(t) &r en primitiv funktion till s"(t). For

att fa den allmanna I6sningen maste man lagga till
konstanten vg.

s'(t) = 9,82t + v,

9,82t . - e e
+ vl + 3 s(t) &r en primitiv funktion till s'(t). Har maste vi ldgga till
2 konstanten s for att fa den allmanna losningen.

s(t) =

dér v, och s, dr konstanter som beror pa utgdngshastigheten och pa den
punkt som man valt att méta strickan frén. Eftersom vi slipper bollen fran
viloldge, 4r bollens utgédngshastighet noll, dvs. v, = 0. Om vi dven viljer s, =

0, sa far vi

9,821
t)=——
5(1) =2
Den stricka som bollen faller under de tre forsta sekunderna blir
a2
§(3) = ﬁzii — 44,19

Bollen faller alltsd ca 44 meter pd tre sekunder om man bortser fran luft-
motsténdet.
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Exempel:

LOsning:

Kontrollera
gdrna din
I6sning
genom att
derivera y
tva ganger.

Exempel:

Losning:

Bestdm den allménna 19sningen till foljande differentialekvationer.
a) y'=2x+3
b) y"=20x>-3x

a) Samtliga primitiva funktioner till hogerledet ger den allminna
l6sningen till differentialekvationen

" o
y'=2x+3 Glém inte konstanten C nar den
allmanna lgsningen ska bestdmmas.

y=x*+3x+C Den allméanna lésningen

Svar: y = x* + 3x + C ger den allmiinna l6sningen till differential-
ekvationen.

b) Samtliga primitiva funktionen till hégerledet ger y'
y'"'=20x - 3x
4 2
Den allménna lésningen till differentialekvationen 4r samtliga primitiva
funktioner till . Vi bestimmer y och ldgger till en ny konstant D
_5¢ 3%

3
—_— i
5 5.3 Cx+D=x 2+Cx+D

3x?
+C= 5x4—7+ C y' &r primitiv funktion till y"

En primitiv funktion till C &r Cx
Svar: Funk(; | g o ) s .
var: Funktionen y = x° — Tt Cx+ D ger den allmédnna losningen till
differentialekvationen.

Bestdm den 16sning till differentialekvationen y' = 6e7>* som uppfyller
villkoret ¥(0) = 5.

Den allménna l6sningen till y' = 6 %* ges av samtliga primitiva funktio-
ner till .

y'=6e

6 e—2x

5 +C=-3¢>+C

y=
Vi soker den 16sning som uppfyller y(0) = 5.
y(0)=5 ¢ 36204+ C=5 3620 3
C=8

Svar: Losningen till y' = 6¢2* som uppfyller villkoret y(0) = 5 ar
y=-3e%+38.
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NIVA 1

3112

3113

Bestdm den allménna 16sningen till

a) y'=2x-1 b) y'=3x’+¢

) y'zz d) y'=cos 2x
x
Bestdm den allméinna losningen till

a) y"'=2x b) y"=9e*

3114 Los foljande differentialekvationer.

3115

3116

3117

a) y'=2x+1 da y(0)=3
b) y'=6x* da y(1)=7

Bestim den allménna 16sningen till differen-

) . dv e
tialekvationen — = g, dir a dr en konstant.

dt

Hastigheten v m/s hos en cyklist kan under
en viss tid beskrivas med v(t) = 0,8¢ + 3, dir
¢ dr tiden i sekunder. Hur ldngt har cyklisten
firdats de forsta 5 sekunderna?

En pingisboll faller utan utgéngshastighet i
ett ror dér det rdder vakuum. Bollen paverkas
endast av tyngdkraften. Alltsa giller att
F=ma=mg
Eftersom a = % far vi differentialekvationen
dv
a8
a) Vilken hastighet har bollen efter
2 sekunder?

(g = 9,82 m/s?).

b) Hur ldngt har bollen rort sig under dessa
2 sekunder?
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NIVA 2
3118 Bestim den allmédnna lésningen till
b) y'=0

3119 Los foljande differentialekvationer.

a) y'=5¢ da y(2) =1

b) y"=3x da y(1)== och y'(1) =5

MU W

¢) y"=3x+3 di y'(2) =15 och y(2)=15

3120 Bestim den allminna losningen till

, 1
b) y'=—

a) "= sin >
yo=smy 2%

NIVA 3

3121 Figuren visar grafen till en differentialekva-
tion.

_ ’q\ y

a) Vilken differentialekvation visar grafen?

1+

LN

b) Ange den allminna 16sningen till diffe-
rentialekvationen.

Riktningskoefficienten % betyder

for enrat linje att omn du tar Ax steg
i x-led, sa ska du ta Ay steg
i y-led for att ater komma till
linjen. Om riktningskoefficienten
dar 4, ska vita 2 steg uppat om vi
tar 0,5 steg at hoger.

Eulers stegmetod

De flesta differentialekvationer gir inte att losa exakt. For att finna l6sning-

arna till dessa ekvationer kan man anvinda numeriska losningsmetoder. Vi

ska nu visa en numerisk metod som kallas Eulers stegmetod.

Sdg att vi vill berdkna ett ndrmevirde till y(2) for den 16sning till y' = 4 — xy

som uppfyller villkoret y(0) = 1. Den exakta losningen till denna differenti-

alekvation beskriver en sa kallad lgsningskurva genom punkten (2, (2)).

Eulers stegmetod ger en approximativ 1sning till differentialekvationen

genom att i smé steg folja 1ésningskurvans tangent.

Vi startar i punkten (xq, y,) = (0, 1), som ér det villkor I¢sningen ska uppfyl-

la. Vi sitter in punktens koordinater i differentialekvationen och far att

y'=4—xy=4-0-1=4.

Det betyder att tangenten till 1osningskurvan
har riktningskoefficienten 4 i punkten (0, 1).
Foljer vilosningskurvan 0,5 steg till hoger i
tangentens riktning, sd kommer vi till funk-
tionsvirdet y, =4- 0,5+ 1 = 3 som alltsd 4r en
approximation till det exakta virdet av y(0,5).

Eftersom vi tagit 0,5 steg at hoger, sa befinner
vi oss nu i punkten (0,5; 3).

Nu antar vi att punkten som vi bestdmt ligger
pd den riktiga lgsningskurvan och tar ytterliga-
re 0,5 steg till hoger.

I punkten (0,5; 3) blir riktningskoefticienten
y'=4-xy=4-05-3=25

och vi fir pd samma sitt som hir ovanfor
y,=2,5-0,5+3 =425

I punkten (1; 4,25) ér
y'=4-1-425=-0,25 och
¥3 = (=0,25) - 0,5 + 4,25 = 4,125

I punkten (1,5; 4,125) &r
y'=4-15-4,125=-2,1875

Ny

I punkten (0, 1) &r
| riktningskoefficienten
4.Vitar 0,5 stegix-led
L och 2 steg iy-led.
i X
e
1

Ny

I punkten (0,5; 3) &r
riktningskoefficien-
ten 2,5. Vi tar
0,5 steg i x-led och
1,25 steg i y-led.

-

Den rida kurvan
visar den exakta
|6sningskurvan

14

Och slutligen far vi
vy = (=2,1875) - 0,5 + 4,125 = 3,03125

N

som alltsd dr ett ndrmevirde till y(2) for den 16sning till y' = 4 — xy som

uppfyller villkoret ¥(0) = 1.

I resonemanget hér ovanfor har vi anvint steglingden 0,5. Ju fler och dir-

med kortare steg man tar, desto battre blir ndrmevirdet.
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Formel for Eulers stegmetod

Pa din rdknare

Exempel:

Losning:

Vi kan bestimma en rekursiv formel {6r att med Eulers stegmetod losa diffe-
rentialekvationer av forsta ordningen. Om man utgér fran punkten (x,, y,,)
pd losningskurvan och om man f6ljer resonemanget hir ovanfor, sd kan vi
approximativt bestimma punkten (x, , |, ¥, . ;) med

yr1+1zyn+h'y'n

Hir dr x, | = x, + h och derivatan y’, beriknas i punkten (x,, y,,).

Med hjilp av formeln hir ovanfor kan man programmera sin riknare att
16sa differentialekvationer av forsta ordningen. Hir nedanfor hittar du ett
forslag pé ett sadant program.

FROGRAM:STEGMET
IMPUT “HA-START=",%
IMPUT “Y-START=",%
JIMPUT *H=",H

OIMPUT *H-SLUT=*,5
ClrList L1,LZ

TK—L1i1)

oLzl

met ldser du in begynnelsevillkor och steg- Et’:hﬁle LLCAI<S
L1CAI+HLICA+L)
LZCAI+HHEYI(EISL 20 +10
HUE S e

L10AT X

L20AY Y

:End

FaOff

Plot=0+Ff
Ploti(Secatter,L1,L2,-)
2oomStat

Borja med att skriva in programmet. Du
beriknar sedan ett nirmevirde till [sning-
enav y'=4—xy, genom att trycka
och skriva in hogerledet till differentialek-
vationen efter ¥'1=. Nar du kor program-

lingd genom att besvara de frigor som
dyker upp pa skdrmen. Losningen liser du

av i grafen t.ex. med (D).

Utgd fran punkten (1, 1) pd losningskurvan till y'= 2y — x och berikna
¥(3) med Eulers stegmetod. Anvind steglingden 0,5 och visa l6sningen
grafiskt.

Vi utgdr frdn punkten (1, 1). Punktens koordinater
sittsiniy =2y —xvilketgery'=2-1-1=1.Vi
ritar en stricka med riktningskoefficienten 1 fran
punkten (1, 1). Strdckan ska vara 0,5 lingdenheter i
x-led. Vi hamnar i punkten (1,5; 1,5).

Vi fortsitter fran punkten (1,5; 1,5). Dir ar
y'=2-1,5-1,5=1,5. Vi ritar ddrfér en stricka som

ar 0,5 langdenheter i x-led och har riktningskoeffi-

cienten 1,5. Vi hamnar i punkten (2; 2,25).

Nista stricka har riktningskoefficienten y'=2 2,25 -2 = 2,5, Vi ritar
strackan och hamnar i punkten (2,5; 3,5). Sista strickan har riktningsko-
efficienten y'=2 - 3,5 — 2,5 = 4,5. Vi hamnar slutligen i punkten (3; 5,75).
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NIVA 1

3122 Figurerna visar en exakt {¢sningskurva till en
differentialekvation tillsammans med tre
andra l6sningskurvor som har skissats med
hjilp av Eulers stegmetod. Vilka olika steg-

Exempel:

Losning:

langder har anvénts?

3123 Utgé fran punkten (0, 1) pé en losningskurva
till differentialekvationen y' = y. Anvind Eulers

Anvind Eulers stegmetod och berikna ett nirmevérde till y(4) for den
l6sning till y'=3x—y som uppfyller villkoret y(0) = 2. Anvind steg-
lingden h = 1.

Eftersom y'=3x—y och h=1kan formelny, , , =y, +h-y', skrivas
Y41 =Y+ 103%, - y,) = 3x,

Vi utgdr fran (x;, y,) = (0, 2) och far

¥1=3%=3-0=0

X =x+h=0+1=1

Alltsd dr (x, ;) = (1, 0)

=><
=
B)

¥, =3x,=3
=x+h=1+1=2

Sedan beriknar vi 6vriga koordinater
péd samma siitt. Vi far tabellen till hoger.

Svar: y(4) =9

W N =R O
B~ WwN P O
w o0 w O N

3124 Berikna ett ndrmevirde till y(4) for den 16s-

ning till
y_y
dx  x

som uppfyller villkoret ¥(1) = 2. Anvind
Eulers stegmetod och steglingden 1.

3125 Punkten (1, 2) ligger pd 1osningskurvan till
y'=2x—y. Vilj steglingden h = 1 och berak-
na y{3) med Eulers stegmetod.

3126 Enlosningskurva till y'= y —x gér genom
punkten (1, 2). Uppskatta virdet av y(3) med
hjilp av Eulers stegmetod och steglingden

a) h=1 b) h=0,5
NIVA 2

3127 Differentialekvationen y' = x(2 — y) har
begynnelsevillkoret y(0) = 0.

stegmetod och ta 2 steg med stegldngden 1.

a) Var hamnar du efter det forsta steget?
b) Var hamnar du efter det andra?

¢) Ange ett ndirmevirde till ¥(2).

a) Bestim y(3) for hand med Eulers steg-
metod. Anvind steglangden 1.

b) Bestim y(3) med hjilp av rdknarpro-
grammet. Anvind steglingden 0,1.
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3128 Figuren visar ett s kallat rikeningsfalt till diffe-
rentialekvationen y' = x + y. Man har helt
enkelt berdknat riktningskoefficienten y' for
ett antal punkter och markerat dem med ett
streck i just de punkterna. I figuren syns
ocksa den lgsningskurva som bestims av
begynnelsevillkoret ¥(0) = 1.

a) Uppskatta y(1) f6r den funktion som 16s-
ningskurvan genom punkten (0, 1)
beskriver.

b) En annan tidnkt 16sningskurva gir genom
punkten (0, -1). Uppskatta y(2) fér den
funktion som den lgsningskurvan beskri-
ver.
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3129 Differentialekvationen y' — 2x — y = 0 har till-
sammans med begynnelsevillkoret (0, 1) den
exakta losningen y = 3¢* — 2x — 2. Losningen
kan ocksd uppskattas med hjilp av Eulers
stegmetod. Undersok med raknarprogram-
met vilken steglingd man bor anvinda for att
skillnaden mellan resultaten for de tvd olika
losningarna i x = 2, dvs. (2), ska bli mindre
4n 0,5 enheter.

NIVA 3

3130 Anton tycker om att hoppa fallskdrm. Till-
sammans med skdrmen viger han 78 kg.
Antons fart v dd skidrmen precis vecklats ut
kan uppskattas till 35 m/s. Luftmotstdndet
antas vara proportionellt mot kvadraten pa
farten, med proportionalitetskonstanten
14 kg/m.

a) Vid tiden t sekunder efter det att fallskiir-
men vecklats ut dr farten v m/s. Still upp
en differentialekvation som beskriver
rorelsen sedan fallskidrmen vecklats ut.

b) Bestim med Eulers stegmetod Antons
hastighet 1 sekund efter det att skirmen
har vecklats ut. \

© Vad menas med att verifiera en losning till en differentialekvation?

© Vad menar man ndr man séger att differentialekvationen y' = —4,7y har oandligt manga losningar?

© Hur kan man avgora ordningen av en differentialekvation?

© Ge exempel pd en differentialekvation som man kan losa direkt genom att bestdmma en primitiv

funktion.

© Ge nagra exempel ddr man anvander differentialekvationer for att modellera verkliga forlopp.

© Hur kan man forbattra det ndrmevédrde man far nar man anvander Eulers stegmetod?

226 DIFFERENTIALEKVATIONER © 3.1 VAD AR EN DIFFERENTIALEKVATION?

L Ordboken |

3.2

Homogen dr sammansatt av
grekiskans homos och genos,
som tillsammans betyder av

samma art.

En homogen

differentialekvation

Differentialekvationer och
tillampningar

Homogena differentialekvationer
av forsta ordningen

Om man till exempel vill beskriva hur en djurpopulation férindras med
tiden, sa 4r det manga ganger rimligt att anta att tillvixthastigheten for
populationen dr proportionell mot populationens storlek. Vi betecknar
antalet djur med y, tiden uttryckt i &r med x och antar att antalet djur kar
med 3 % per dr. Vi kan i s fall teckna differentialekvationen

y'=0,03y

Redan i frsta avsnittet har vi sett att en 16sning till den hir typen av diffe-
rentialekvationer ges av y = Ce®%%* dir C ir en konstant. Virdet pa konstan-
ten bestdms av begynnelsevillkoren. Om vi till exempel vet att djurpopula-
tionen frdn borjan bestod av 400 djur, s& kan vi se att virdet pd C bestims av
villkoret ¥(0)= 400 eftersom

y(0) = Ce*%% 0 = Ce = 400
ger C =400

Den hir typen av differentialekvationer 4r vanligt forekommande i naturve-
tenskapliga modeller. Gemensamt for dem ér att de leder till differentialek-
vationer som kan skrivas i formen

'+ ay = 0, dir a 4r en konstant.

Det hér 4r en forsta ordningens differentialekvation, eftersom forstaderivat-
an dr den hogsta forekommande ordningen av derivatan. Differentialekva-
tionen kallas dven for en homogen differentialekvation. I en homogen diffe-
rentialekvation har varje term den obekanta funktionen eller ndgon av dess
derivator som faktor. En homogen differentialekvation av andra ordningen
bestér alltsd enbart av termer som innehéller ", y" och .

Losningentilly’' +ay=o
Den allménna I6sningen till en homogen differentialekvation av forsta
ordningen
y'+ay=0
ges av funktionen
y=Ce™"*

dir C och a 4r konstanter.
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Bevis

Vi har alltsa tidigare visat
atty=C-e™—y'+ay=0
och visar har omvand-
ningen, dvs. att
y'+ay=0—y=C e™

Exempel:

Losning:

Vi har tidigare visat att y = C - ¢ dr en l9sning till differentialekvationen
y'+ ay = 0. Vi ska nu visa att det 4r den enda 16sningen.

Vi multiplicerar bada led i ekvationen y' + ay = 0 med e, Det kan vi géra
eftersom ™ = 0 for alla virden pa x.

Vi fir den motsvarande ekvationen
ye™tay-e”r=0-e%
y e tay-e*=0

Om vi jamfor vinsterledet med D(y - &™) = y'- e™ + y - a - e™, sd ser vi att
VL kan skrivas som derivatan av produkten y - e**. Det ger

D({y-e™) =0

ax —

y-e*=C

Eftérsom derivatan av en konstant &r 0

—ax

C
y eax €

Det innebir att alla losningar till ekvationen y' + ay = 0 dr av formen
y=C-e% ‘
V.S.V.

Bestdm den l6sning till 4y'— 2y = 0 {6r vilken

a) y(0) =2 b) y(2)=1

a) Vi skriver forst om ekvationen till formen y'—ay =10
4y' =2y =0
y'—0,57=0

Dela bada led med 4

Koefficienten framfor
y i differentialekva-
tionen dr -0,5. Det ger
y=C: p 0.5 _ (¢ p0.5x

som har den allménna 18sningen y = Ce®>*

Villkoret y(0) = 2 ger ekvationen
Ce50=2 el =1
C=2

Svar: Losningen y = 2¢%>* uppfyller villkoret y(0) = 2.

b) Den allminna l6sningen 4r y = Ce®*, Vi sitter y(2) = 1 och
bestimmer C

Ces2 =1
Cel =1 ger c=1
e

0,5x

Vi siitter in vérdet pd Ci ekvationen y = Ce”* och fir

1
y_e

Svar: Losningen y = >~ ! uppfyller villkoret y(2) = 1.

. eO,Sx — e—l . eO,Sx - eO,Sx—l
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&

Exempel:

Losning:

Bade nativitet och
mortalitet &r
proportionella mot

antalet individer N:

Antal fodda=n"N
Antal déda=m-N

Vid en inventering av ravstam-
men pé en O rdknade man
antalet rivar, Antalet antas
sedan forindras endast genom
nativitet och mortalitet, det vill
sdga endast bero av antalet
fodslar och antalet dodsfall. For
att kunna stilla upp en modell
for hur populationens storlek
férdndras antar man att bade
nativiteten och mortaliteten &r
proportionella mot antalet

individer i populationen. Man
antar ocksd att férandringshas-
tigheten av antalet individer
per ar dr differensen av nativi-
teten och mortaliteten.

a) Stall upp en differentialekvation som beskriver populationens tillvixt.

b) Bestdm en losning till differentialekvationen genom att utga fran att
antalet rdvar vid forsokets start uppskattades till 30 stycken och att
proportionalitetskonstanten for nativiteten var 3 procentenheter
storre 4n for mortaliteten.

a) Eftersom bdde nativitet och mortalitet dr proportionella mot antalet
individer N kan de skrivas nN respektive mN, ddr n och m ar
konstanter som anger nativiteten respektive mortaliteten.

Om antalet rdvar vid inventeringen dr N stycken vid tiden ¢ ar, sa 4r

forandringshastigheten d—N Eftersom forandringshastigheten rdknat i

dt

antal individer per dr ér differensen av nativiteten och mortaliteten, si
kan vi stilla upp differentialekvationen

%:nN—mN:(n—m)N

F-'c'lréndringshastigheten dr differensen
av nativiteten och mortaliteten

b) Den allminna lésningen till differentialekvationen ili—lj =(n—-m)Nir
N(t) = Cel"~™)"* Vi bestimmer C si att antalet rivar vid ¢ = 0
ar 30 st.

N(O):3O ger C=30 30 = Celn-m-0

Proportionalitetskonstanten for nativiteten dr 3 procentenheter storre
an f6r mortaliteten. Det ger n — m = 0,03 och losningen till differenti-
alekvationen blir

N(t) = 30£"0%
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NIVA 1

3201

3202

3203

3204

3205

Bestdm den allmédnna l6sningen till

a) y'+2y=0
b) y'-3y=0
c) y=7y=0

Bestdm den losning till 4y’ =—12y for vilken

a) y(0)=-5
b) y(2) = ¢
c) y(-1)=¢

I en bakterieodling 4r tillvixthastigheten,
N'(t) bakterier per minut, proportionell mot
antalet bakterier N(f). Proportionalitetskon-
stanten dr 0,05 min~".

a) Stall upp den differentialekvation som
visar detta.

b) Bestim den allmidnna lésningen till diffe-
rentialekvationen.

¢) Vilken [6sning far du om du anviander
begynnelsevillkoret N(0) = 1 500?

d) Hur mdanga bakterier finns det i sddana
fall efter 7 minuter?

Antalet mordarsniglar M i Astons tradgard
Okar enligt differentialekvationen

c%f[ =0,03M dir ¢ 4r tiden i dygn.

Vidt=0 4r M= 175.
a) Los differentialekvationen.

b) Bestim antalet mordarsniglar efter 5 dygn.

I en bakterieodling finns vid starten av ett
forsok 3 000 bakterier. Antalet bakterier 6kar
med en hastighet som 4r 4 % av antalet bak-
terier varje timme. Lt ¢ vara tiden i timmar
efter forsokets start och N antalet bakterier
vid tiden ¢.

a) Stdll upp en differentialekvation med
begynnelsevillkor som beskriver tillvixten
i bakterieodlingen.

b) Los differentialekvationen.

3206

3207

Nir Lasse och Karin kommer ut till stugan en
vardag dr temperaturen inne i stugan

14 °C. Tvé timmar efter att de har borjat elda
har temperaturen stigit till 17 °C. Om tempe-
raturen 4r y °C efter t timmar, sd kan man
beskriva férindringen av temperaturen i stu-
gan med differentialekvationen y' = ky.

a) Los differentialekvationen.

b) Hur ldng tid dréjer det, fran det att Lasse
och Karin kom till stugan, innan tempe-
raturen i stugan dr 20 °C?

Foryngringen av lodjurspopulationen i ett
omrdade antas ske sd att tillviixten dr propor-
tionell mot antalet djur i omrédet. Lat ¢ vara
tiden 1 ar efter det att man borjade studera
lodjurspopulationen i omradet och it N vara
antalet djur.

a) Still upp en differentialekvation som visar
lodjurspopulationens tillvixt.

b) Det var 5 djur i omradet frén bérjan och
proportionalitetskonstanten antogs vara
0,08. Hur mdnga djur bor det da finnas i
omrédet efter 7 4r?
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3208 Sangsvanen ir en figelart som var starkt

hotad ar 1960. D4 riknade man med att det
endast fanns 20 par i Sverige. Sedan dess har
det skett en kraftig 6kning av antalet sdngsva-
nar. Tillvixthastigheten antas ha varit pro-
portionell mot antalet par. Lit antalet par av
sdngsvanar vara N st och tiden ¢ &r.

a) Still upp en differentialekvation som
beskriver 6kningen av antalet par.

b) Bestam lgsningen till differentialekvatio-
nen dd antalet par av sdngsvanar var 4 000
ar 2008.

NIVA 2
-~

3209 Bestim den homogena differentialekvation

av forsta ordningen som har den allminna
16sningen y = Ce™*,

3210 Los differentialekvationen y'+ ky =0
7 med begynnelsevillkoren

y(0) =5 och y'(1) =-10e2.

3211 Vilken funktion uppfyller villkoren

3f'(x) = f{x) och f0)=5?

3212 Lufttrycket y kPa avtar med hojden x km dver

~havet. Forandringshastigheten av lufttrycket
med avseende pd hojden dr proportionell
mot det aktuella lufttrycket pd samma hojd.

a) Still upp och 18s den differentialekvation
som beskriver lufttryckets forindring.

b) Bestim proportionalitetskonstanten om
lufttrycket 4r hilften sa stort pd héjden
5,5 km, som det dr vid havsytan.

3213 Antalet invdnare i en stad minskar med 2 %

per ar av det aktuella antalet.

a) Stdll upp en differentialekvation som
beskriver minskningstakten N'(t).

b) Hur manga bor i staden i slutet av &r 2023
om det bodde 47 000 personer dir i slutet
av ar 20137

3214 Bestdm den losning till.y' = ky for vilken

a) y(0)=3 och y'(0)=6
b) y(0)=5 och y(1)=2
c) y(1)=2 och y(2)=3

3215 1,0 gram kol i levande materia finns i

genomsnitt 6,5 - 10'% atomer av den radioak-
tiva isotopen kol-14. Nir en organism dor
tillfors inga fler kol-14-atomer. Midngden
kol-14-atomer minskar d& med en hastighet
som antas vara proportionell mot antalet ato-
mer som finns kvar.

a) Stall upp en differentialekvation som
beskriver séonderfallet.

b) Bestam differentialekvationens allminna
16sning, d4 halveringstiden for kol-14 ar
5700 &r.

¢) 1,0 gram kol fran ett gammalt ben inne-
haller 1,8 - 10! atomer kol-14. Uppskatta
benets alder.

d) Anta att antalet atomer i ¢) 4r mitt med
felmarginalen +10 %. Mellan vilka virden
kan benets alder ligga?
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3216

3217

3218

Vid kidrnkraftsolyckan i Tjernobyl ar 1986
spreds det radioaktiva &mnet cesium-137.
Sonderfallet av dmnet kan beskrivas med dif-
ferentialekvationen

dy
= -0,023
dt J

dér y dr antalet atomkédrnor och ¢ 4r tiden i dr.

a) Bestdm den allmdnna losningen till
differentialekvationen.

b) Bestdm halveringstiden f6r cesium-137,

¢) Nir har 95 % av imnet sonderfallit?

[ en elektrisk krets urladdas en kondensator
genom en resistor. Laddningen fordndras
enligt differentialekvationen

dq  q _
R- E + E =0
dir g dr kondensatorns laddning i coulomb
vid tiden t sekunder och C dess kapacitans i
farad. R ohm dr resistorns resistans.

a) Los differentialekvationen med begynnel-
sevillkoret g(0) = Q.

b) Hur ldng tid tar det innan laddningen
sjunkit till hilften om R =10 kQ och
C=0,5nF?

Vid en fabrik tillverkas jdst i en tank, och
omstdndigheterna dr sddana att miangden jast
har en tillvixthastighet som ér proportionell
mot jastens massa y kg, med proportionali-
tetskonstanten 0,003 min~'. Nir processen
startar finns 200 kg jast i tanken.

a) Teckna en differentialekvation som
beskriver jéistens tillvixthastighet.

b) Hur mycket jast bor det enligt modellen
finnas i tanken efter fem timmar?

¢) Vid produktionen tar man ut ett konstant
flode av jdstmassan. Teckna en differenti-
alekvation som beskriver jdstmassans for-
dndring ndr man tar ut a kg jist per
minut ur tanken.

d) Hur mycket jast kan tappas ut per minut
om jastmassan i tanken hela tiden skall
vara 200 kg?

(Np MaE ht 1997)

3219 Kokhett vatten 1 en viss termos svalnar med

en hastighet som &r proportionell mot den

temperatur som vattnet har just da. Vilken

temperatur har vattnet efter 8 h om vattnet
efter 4 h har temperaturen 60 °C?

NIVA 3

3}29 Den s3 kallade Kermack-McKendrick model-

len beskriver antalet infekterade ménniskor
vid spridningen av en smittsam sjukdom i en
begriansad population. Modellen bestims av
differentialekvationerna

s
Z =—1SI (l)
dl

% =rSI—al (2)
dR '
e P

dir S(¢) dr det antal som dr mottagliga for
sjukdomen (susceptibles), I(#) dr det antal
som 4r infekterade och kan fora sjukdomen
vidare (infected), R(¢) ir de tillfrisknade eller,
ifall sjukdomen 4r dodlig, avlidna (removed)
medan a och r dr konstanter.

a) Tolka differentialekvationerna (1), (2) och
(3) med ord.

b) Motivera vad summan S + I + R motsva-
rar.
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Inhomogena
differentialekvationer

Om f(x)iy' +ay=flx)ar
ett polynom, sa maste
|6sningen vara av samma
grad som f(x). | ekvationen
ovan kan vi anta att [dsningen
dravformeny=ax+ b,
eftersom hogerledet &r
forstagradspolynomet 6x.

Partikuldrlosning

Inhomogena differentialekvationer av
forsta ordningen

En homogen differentialekvation av forsta ordningen kan skrivas i formen
y'+ ay = 0. Den har alltsd endast termer med den obekanta funktionen y
eller dess derivata y' som faktor. Men differentialekvationen y' + 3y = 6x
innehéller termen 6x, som varken har y eller y' som faktor. En sidan ekva-
tion kallas inhomogen.

En inhomogen differentialekvation av forsta ordningen ir av formen

y'+ ay = flx), dir hogerledet dr en funktion av x. Man kan ofta hitta en 16s-
ning till en inhomogen differentialekvation genom att man helt enkelt gissar
pé en lamplig funktion. Man séiger da att man ansdtter en funktion.

Eftersom det hogra till ledet '+ 3y = 6x dr ett {6rstagradspolynom, s kan
vi anta att en 16sning till differentialekvationen ér av formen y = ax + b.

Deriverar viy = ax + b far vi y' = a. Ekvationen y' + 3y = 6x ger

a+3(ax+b) =6x

i
y
a+ 3ax+ 3b=6x

Termer av samma grad madste vara lika i bada led. Vi far ekvationssystemet

3a=6 (1)
{a+3b:0 (2)

Eftersom 3ax = 6x

Ekvation (1) ger a = 2, som siitts in i ekvation (2)
2+3b=0 ger bz—%

En losning till differentialekvationen ér alltsd y = 2x — % En sddan 16sning

kallas en partikuldrlosning och betecknas y,. Men partikulirlésningen y,, dr
inte den enda 16sningen till y'+ 3y = 6x. Eftersom 16sningen till motsvaran-
de homogena ekvation y'+ 3y =0 vid insdttning y'+ 3y = 6x ger VL =0,
sd kan vi addera den till y, utan att VL dndras vid insittning. Losningen till
motsvarande homogena ekvation &r i det hir fallet y, = Ce™*.

Sitter viiny =y, + y, = Ce™> 4+ 2x — 31 ekvationen y' + 3y = 6x, sa fr vi

VL=-3Ce*+2+3- (Ce‘3x +2x— %) =3Ce ¥ +2+3Ce > +6x—2=

—
=6x=HL
y’:D(Ce’3X+2x—§) y

Alltsa dr summan av 16sningen till den homogena ekvationen och partiku-
larlosningen ocksé en 1osning till differentialekvationen. Det giller allmént.
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Vi har alltsa visat att
y=yptya—y' +ay=flx)
och ska nu visa
omvdndningen, dvs. att
y'+ay=fx) —y=y,+y,

Bevis

Exempel:

Lésning:

Losningen till differentialekvationen y* + ay = f(x)

Den allminna 16sningen till den inhomogena differentialekvationen

y'+ay=fx) dr y=y,+y,
dér y, dr den allminna I6sningen till y' + ay = 0 och y, &r en partiku-
lirlosning till differentialekvationen.

Vi har forklarat att om y, dr en partikularlosning till differentialekvationen
y'+ ay = f(x), och y,, dr en 16sning till motsvarande homogena ckvation
y'+ay=0,sd dr dven y =y, + y, en losning till differentialekvationen. Vi ska
nu visa att varje losning y till differentialekvationen y' + ay = f{x) kan skrivas
pa denna form. |

Anta att y dr en godtycklig 16sning till ekvationen, dvs. y uppfyller likheten
y'+ ay = flx), och att y, dr en partikuldrlosning, dvs. y, + ay, = f(x). Om vi
subtraherar ekvationerna ledvis far vi

y'tay—(y,+ay,)=0
y'=yp+aly—y,) =0
=y, +aly-y,) =0

Alltsa 4r (y - y,) en 16sning till motsvarande homogena differentialekva-
tion: ¥’ + ay = 0, dvs.

yr=y-ypviketgery =y, +y,
Eftersom y var en godtycklig 19sning till ekvationen har vi nu visat att varje
16sning till ekvationen y’ + ay = f(x) kan skrivas pd formen y =y, + y,

Den inhomogena differentialekvationen y' + 2y = 6 har partikuldrlgs-
ningen y, = 3 och den homogena differentialekvationen y'+ 2y = 0 har
losningen y;, = Ce™?*.

a) Bestim den allminna losningen till differentialekvationen y' + 2y = 6

b) Bestim den l6sning till differentialekvationen y'+ 2y =6 som upp-
fyller begynnelsevillkoret y(0) =0

a) Den allminna l6sningen till differentialekvationen y'+ 2y =6 ges av
Y=yt y,=Ce™+3
Svar: Den allminna l6sningen till differentialekvationen dr y = Ce®* + 3

b) Givet att den allmidnna lésningen dr y = Ce™* + 3, s har vi att
#(0)=0 ger C+3=0,dvs. C=-3.

Svar: Den l6sning som uppfyller villkoret (0) = 0 dr y=-3¢*+ 3.
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Exempel:  Bestim den allminna l9sningen till de inhomogena differentialekvationerna
a) y'+5y=5 b)  y'—4y=2x
Losning:  a) En partikuldrlosning till y'+ 5y =5 Ansatt en partikulsrlasning som ar
ir av formen Yp = a. av samma grad som hoeerledet

S

Sitter viin y,"=0 och y,=a iekvationen fir vi 0 + 5a = 5.
Partikuldrlosningen blir alltsé y, = 1.

Losningen till motsvarande homogena differentialekvation y' + 5y = 0
ir y, = Ce ™. Den allminna lésningen till differentialekvationen ér
y=ypty,=Ce + 1.

Svar: Den allminna 19sningen dr y = Ce™* + 1.

En partikuldrlsning till y'—4y = 2x* kan vara av typen
¥p = ax* + bx + ¢, eftersom hogerledet innehéller en x*-term.

Déiry,'= 2ax + b. Insittning i differentialekvationen ger

2ax + b - 4(ax® + bx + ¢) = 2x*

2ax + b —4dax? — 4bx — 4c = 2x*

Termer av samma grad ska vara lika. Det leder till ekvationssystemet

—4a=2 (1) ~4ax? = 2
2a—-4b=0 (2) 20x-4bx =0
b—4c=0 (3)

Ekvation (1): —4a=2 ger a= _%

Insdttning i (2) ger

2 —l)—4b=0 Los ut b
2
p=-1
4
Insdttning i (3) ger
1
_Z—4CZ0 Los ut ¢
1
c=——
16 ,
. . x x 1
Det ger partikuldrls S .
ger p drlosningen y, i T

Losningen till motsvarande homogena differentialekvation y'— 4y = 0
ir y, = Ce™. Den allminna l6sningen till differentialekvationen 4r

2
1
=y, + :C4x_x__f__
Y=Yn Yo € 2 4 16
. ¥ x 1
Svar: Den allménna l6sningen ar y = Ce** — O w 6
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((“ Exempel:  En liten sten som viger 0,06 kg sldpps utan begynnelsehastighet frdn ett
utsiktstorn. Eftersom hastigheten &r relativt liten, s kan man anta att
luftmotstdndet dr proportionellt mot hastigheten, med proportionalitets-
konstanten 0,03 kg/s.

a) Still upp en differentialekvation med begynnelsevillkor som beskriver
stenens rorelse.

b) Bestim differentialekvationens lgsning.

¢) Vilken hastighet har stenen efter 2 sekunder?

Losning:  a) Kraften som stenen pdverkas av beror dels pa tyngdkraften, dels pa
luftmotstdndet. Tyngdkraften d4r Fp = mg och kraften som beror pa
luftmotstdndet ar F; = kv. Eftersom tyngdkraften och luftmotstindet
verkar i motsatt riktning fdr vi F = mg— kv. Enligt Newtons andra lag
giller att F = ma.

Tillsammans ger de differentialekvationen

ma = mg— kv . Accelerationen.dr derivatan av hastigheten

. . dv N
Om vi sitter in a =— och g=9,82 m/s?, s& far vi

dt
dv )
m;l;: m- 9,82 —kv Dela bada led med m
4y =9,82 - Lo -y
di m

k=0,03 kg/s och m=0,06kg ger % =0,5s"

Vid tiden ¢ = 0 var hastigheten v = 0. Det ger begynnelsevillkoret
v(0) =0.

Svar: Den stkta differentialekvationen dr % =9,82 —0,5v med
begynnelsevillkoret v(0) = 0.

b) Vi skriver differentialekvationen ﬂ =9,82 -0,5v i formen
v'+ 0,5v = 9,82 och loser den.

Vi ansatter en
funktion av
samma form a=v,= 19,64.

som HL,

Vi ansitter v, = a som ger v, = 0. Insdttning ger 0,54 = 9,82 och

Losningen till motsvarande homogena differentialekvation
v'+0,5v =0 dr v, = Ce ®. Den allminna losningen till den givna
differentialekvationen blir dd v = v, + v, = Ce™» + 19,64.
Villkoret v(0) =0 ger C=-19,64

Svar: Losningen till differentialekvationen ar v =-19,64¢ " + 19,64

c) Efter 2 sekunder har stenen hastigheten
v(2) =—19,64¢%° 2 4+ 19,64 ~ 12 m/s.

Svar: Hastigheten efter 2 sekunder dr 12 m/s.
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NIVA 1

3221 Visa att

3222

3223

3224

3225

a) y,=4x—1 dren partikuldrlosning till
y'+ 4y =16x

b) y,=x*+x dr en partikulirlosning till
y'=2y=1-2x

Vilka av funktionerna y,, y,, ¥5,7, ska man
ansitta for att bestimma en partikulirlés-
ning till differentialekvationerna hir nedan-
f6r? Para ihop respektive differentialekvation
med passande ansats.
A y'—4y=5 B y —4y=-3x
C y -4y =2+ 54

Ansatser:

yy=ax+b ¥, = ax
y3=ax’+bx+c Ya=a

Los differentialekvationen y'— 9y = 6x
genom att

a) bestimma losningen till motsvarande
homogena ekvation y,

b) bestdimma en partikulirlésning y,

¢) bestdimma den allmédnna l6sningen

Bestdm den allménna l6sningen till
b) y'—3y=9x
c) y'-3y==3x d) y'+y=3e¥

a) y'+5y=10

Bestam den l6sning till y'— 3y = -3x
som uppfyller y(0) = 4.

NIVA 2

3226

Elisabeth och Atle har fatt i uppgift att hitta en
partikulidrlosning till differentialekvationen

y'+ 11y =11x*+ 3.

Atle sdger att han helst vill ansitta

Yp= ax* + b, eftersom den ansatsen liknar
hogerledet i ekvationen. Elisabeth péstér att
Atles ansats inte leder till 6nskat resultat och
vill i stéllet ansitta y, = ax®+ bx + c.

Vem har ritt? Motivera ditt svar.

3227 Maja har grdddat en sockerkaka. Temperatu-

ren i ugnen var 200 °C och temperaturen i
rummet dr 21 °C. Nér Maja tar ut kakan ur
ugnen berdknas den svalna enligt Newtons
avsvalningslag

dT

L EKI-T,)

dir 7' °C dr kakans temperatur efter £ min
och T}, °C dr temperaturen i rummet.

a) Bestim k om kakans temperatur dr 150 °C
efter 5 minuter.

b) Efter hur lang tid dr kakans temperatur
50 °C?

3228 Bestim den losning till y'—2y = 6x* -5 som

uppfyller villkoret »(0) = 1.

3229 Bestdm en partikuldrlésning till differential-

ekvationen

y'+ 7y =sinx+ cos x

3230 Kan det finnas nagot tal k, sd att

y=x*+ 1 + Ce™ satisfierar differentialekva-
tionen y' + ky = x*? Motivera ditt svar.
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Mode[leﬁng med hja[p av differentialekvationer (" Exeripel:  Nigot forenklat kan man likna stétdimparen y

Vi har tidigare i kapitlet framst 19st differentialekvationer av férsta ordning- pien .bll vid en .Vlkt som ar upp.héingd Len fjd-

en. De differentialekvationer av andra ordningen som vi behandlat har varit der. Viktens avvikelse frén jamviktslaget mot- Fmikiaiane

av formen y"' = f(x) och vi har lost dem genom att bestimma primitiva svarar det.sorn hander med s't()tdéimparen om y(t) =0

EISHORERI A S bilen kor i ett gupp. For att vikten (stétddmpa- |
ren) inte ska svinga si linge, kopplas vikten

Det finns ménga exempel pé differentialekvationer av andra ordningen som ihop med en kolv i en cylinder fylld med olja.

inte kan l6sas med denna metod. Ett exempel dr den differentialekvation Oljan har som funktion att dimpa kolvens och Oljefylid kolv |

som beskriver harmonisk svingningsrorelse. viktens rorelse, dvs. minska viktens fart. N/

Tilldimpning  Ség att vi har en vikt med massan m som dr upphangd i en fjader med fji- 2) Beskriv fjiiderkraften som en funktion av viktens avvikelse y frén jim-

derkonstanten k. Om vi vill bestimma viktens avvikelse y fran jamviktsliget viksliget.

som funktion av tiden ¢ ndr vikten satts i svingning, sd kan vi stilla upp en

=5

Friktionskraften fran oljan inne i cylindern, som hindrar kolvens
rorelse, dr proportionell mot farten. Beskriv friktionskraften med ett
uttryck.

differentialekvation med hjilp av Newtons andra lag, F = ma.

For en vikt som hinger i en fjader giller y

att den resulterande kraften 4r propor- ] ) ) i .
¢) Teckna den differentialekvation som beskriver viktens rorelse sedan

tionell mot avvikelsen y frén jamviktsla-

get dvs. vi har att den rubbats fran jamviktsldget och sedan sldppts.

F=—ky ! d) Los differentialekvationen med begynnelsevillkoren y(0) = 0,2 och

, lamidieldee ‘w y'(0) =0 givetatt m =1,b=1och k = 2. Rita grafen till y(t).
Eftersom F = ma och accelerationen a % S S
ges av andraderivatan av y s har vi att L6cting:  a) Fjaderkraften dr proportionell mot avvikelsen fran jamviktsliget. Det
my'' = —ky A innebdr att fjaderkraften Fy kan skrivas F; = —ky, dér k 4r fjaderkon-
Det kan skrivas som W stanten och y 4r avvikelsen fran jamviktsliget.

" ko 0 b) Friktionskraften Fj, dr proportionell mot kolvens fart och kan darfor
YT tecknas Fy, = —bv, dir b dr en positiv proportionalitetskonstant som
Om vi vill bestimma viktens avvikelse frdn jimviktsldget, s maste vilosa brukar kallas for daimpning och v ir kolvens fart.
differentialekvationen har ovanfor. ¢) Enligt Newtons andra lag, F = ma, ir den resulterande kraften propor-
Det finns analytiska metoder {or att 16sa den har och liknande differential- tionell mot accelerationen. Vi kan stilla upp féljande ekvation:

ekvationer, men de hor inte till gymnasiets matematik och vi kommer hér ma = Fy+ Fy, = —ky — by o= kg, Fy = b

inte att gd in nidrmare pd dem. Vi kommer i stéllet att fokusera pa att stilla

. C | ma+bv+ky=0

upp differentialekvationer som modeller f6r verkliga situationer och att / Y

tolka losningen av dem. Vi viljer dirfor att anvinda ett datorprogram for att my" +by'+ky=0 Eftersoma = y"ochv = '

losa ekvationer av samma typ som i exemplet ovan. I flera av uppgifterna d) Vi sitter in givna virden pa m, b och k och lser my" + by’ + ky = 0

forutsdtter vi att du har tillgéng till digitala verktyg som kan hantera 16sning med hjalp av ett datorprogram. Losningen till ekvationen &r

av differentialekvationer.
y(t) = e72(0,0755929 sin ?) +0,2 cos ?) )
dér vi anvint begynnelsevillkoren r *
¥(0) = 0,2 och '(0) = 0.
Grafen till funktionen &r ritad till hoger. ¥ .
Vi kan tydligt se att svingningen didmpas. '
. = J
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Exempel: [ den allra enklaste tillvixtmodellen for en population utgdr man fran att

tillviixthastigheten dr proportionell mot populationens storlek N,

dvs. AN kN. P& grund av begrinsande faktorer som t.ex. tillgdng pd mat,

dt

dr det i mdnga sammanhang rimligare att anta att det finns en maximal
storlek M for populationen. En modell som béttre beskriver tillvixten

over tid dr i sddana fall den logistiska tillvixtmodellen ddL:] =kN(M - N).

Tjugo kackerlackor finns i ett begransat omrade. Enligt en uppskattning
kommer maximalt 500 kackerlackor att kunna &verleva i omradet. Pro-
portionalitetskonstanten k bedoms vara 0,003.

a) Anvind modellen dd—lj = kN(M — N), dir N(¢) 4r antalet kackerlackor

vid tiden ¢ manader, och 16s ekvationen med aktuella virden.

b) Rita en graf till I¢sningen och forklara kurvans utseende.

c) Efter hur ménga veckor har populationen av kackerlackor uppnatt
halva maximala antalet?

L&sning:  a) For k=0,003 och M =500 firvi
di\[ =0,003N(500 — N) med N(0) = Fran bérjan fanns det
dt 20 kackerlackor.
Vi anviinder ett datorprogram anpassat for att 1osa differentialekvatio-
ner och far 16sningen
_500e"!
24+
500"

b) Vi ritar kurvan N = 241 o

tande riknaren.

i vart datorprogram eller pa den grafri-

Av modellen framgar det att nir popula-
tionen N ir lika stor som den maximala
populationsstorleken, dvs. N = 500, sd dr
tillvixthastigheten noll. Populationen har

dd uppnétt den storlek som svarar mot

miljons barférmédga. Kackerlackorna har
blivit sd ménga att fodan inte ricker till
fler. Det forklarar varfér kurvan planar ut.

¢) Vildgger in kurvan till ekvationen

y =250 tillsammans med foregdende graf

och avliser skdrningspunkten. /
i
R=2

Av grafen kan vi se att det tar ca 2 ména-
E '2 rigction

der for populationen att uppné antalet 1487 . ¥=2f0 .. |

250.
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NIVA 1

3231 Differentialekvationen 4y'' + 4y'+ 5y =0

3232

beskriver en fri dimpad svingning,.

a) Los ekvationen t.ex. med hjilp av nigon
digital programvara. Anta att y(0) = 1 och
y'(0) =

b) Kontrollera genom att rita grafen till
funktionen y att det verkligen 4r en dim-
pad svingning som beskrivs av differenti-
alekvationen.

I en kommun med positiv befolkningsutveck-

ling sé 4r befolkningstillvixten Al vid tiden

dt

tar propoftibnell mot den aktuella befolk-
ningsméngden. Proportionalitetskonstanten
ar 0,05.

a) Beskriv tillvixten med hjilp av en diffe-
rentialekvation.

b) Beskriv med ord vad den uppstillda diffe-
rentialekvationen betyder.

¢) Bestdm hur manga invdnare kommunen
har &r 2110 enligt modellen, givet begyn-
nelsevillkoret N(0) = 120 000 dér ar noll
svarar mot ar 2010.

d) Nimn en brist med den hir modellen for
befolkningstillviixt.

3233 [ett radioaktivt preparat sonderfaller kirnorna

med en hastighet som #r proportionell mot
den aktuella miangden radioaktiva kirnor.
Proportionalitetskonstanten kallas for sén-
derfallshastigheten och brukar betecknas A.
Sonderfallshastigheten dr en positiv konstant
som har olika virden for olika @mnen.

) Teckna en differentialekvation som
beskriver situationen hir ovanfér. Anviand
A som beteckning for den positiva pro-
portionalitetskonstanten.

b) Efter en halveringstid dterstdr halften av
de radioaktiva kidrnorna i preparatet. For
kol-14 dr halveringstiden ca 5 730 ar.
Bestam sonderfallskonstanten for kol-14.

¢) Visa att sonderfallskonstanten generellt

. In2 .
sett kan skrivas A = —— givetatt T', 4r
112
halveringstiden for det radioaktiva prepa-

ratet.

NIVA 2

3234 Kan y = sin ax vara en losning till

3235

3236

H - . " k
differentialekvationen y'"'+—-y = 0?
. . m
Motivera ditt svar.

En vikt med massan 0,1 kg dr upphingd i en
fjader med fjaderkonstanten k = 0,9 N/m.
Vikten paverkas av kraften F = —ky da den
befinner sig y meter fran jamviktsliget. Med
hjalp av kraftekvationen (F = ma) kan vi stil-
la upp differentialekvationen

v, ko
¥+ - y=0
a) Bestim den allminna lgsningen till diffe-
rentialekvationen.
b) Bestim lgsningen som uppfyller begyn-
nelsevillkoren ¥(0) =0 och y'(0) =6

Bestdm ett tal k, sd att y = 2x + Ce™> + De>*
satisfierar differentialekvationen
—ky =—50x.
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3237

3238

En partikel svinger runt sitt jamviktslige.
Den kraft som partikeln péverkas av ar riktad
mot jamviktsldget och proportionell mot
avstandet till detsamma. Viktens lige y cm
fran jamviktslaget vid tiden ¢ sekunder
bestims av differentialekvationen

y"'+ 4y = 0, med begynnelsevillkoren

#(0) =0 och y'(0) =-2.

a) Bestim y som funktion av tiden.

b) Efter hur ldng tid passerar partikeln jim-
viktsldget for forsta gangen efter + = 0?

¢) Vilken fart har vikten nir den passerar
jamviktsldget?

Tédnk dig att man sldpper ut 40 kaniner pd en
0, dér det fran bérjan inte finns ndgra kani-
ner. Vi betecknar antalet kaniner efter

t manader med N(1).

a) Ange den differentialekvation, inklusive
lampligt begynnelsevillkor, som beskriver
kaninpopulationen om tillvixttakten for
kaninerna antas vara proportionell mot
antalet kaniner med en proportionalitets-
konstant som dr 0,025?

b) Hur minga kaniner finns det enligt denna
modell pé 6n efter 3 4r?

¢) Kan modellen vara en rimlig beskrivning
av kaninpopulationens storlek under en
ldngre tidsperiod? Motivera ditt svar.

En modell som dven tar hdnsyn till att popu-
lationens storlek dr begransad till ett maxi-
malt virde, som en f6ljd av begrinsad till-
gdng till bl.a. foda, ar en sd kallad logistisk till-
viixtmodell.

Den kan skrivas %\] = kN(M — N), ddr M &r

det maximala virdet.

d) Ange den differentialekvation som beskri-
ver kaninpopulationens tillvixt om det
uppskattningsvis dr maximalt 700 kaniner
som kan livnara sig pd on.

e) Hur ménga kaniner finns pa 6n ndr till-

vixthastigheten 4r som storst enligt denna
modell?

3239

3240

En kedja med lingden 10,0 m hdnger 6ver en
tunn metallstdng som har en mycket glatt yta.
Den kortare dnden som har lingden 4,0 m
halls fast. D4 kedjan slipps glider den av
stangen pd grund av sin egen tyngd. Efter

t sekunder har kedjan glidit y meter. Man kan
visa att approximativt giller

&y _

ﬁ—Z'FZ)/

for kedjan ovan.
. 1 1
a) Visaatt y = 5 eV2r 4 N eV _1 dren

l6sning till differentialekvationen ovan.

b) Bestim med funktionen i a) hur lang tid
det tar for kedjan att glida av stdngen.
Svara med tvd gillande siffror.

(Cp NT3 1983)

Enligt Newtons avsvalningslag s dr avsval-
ningshastigheten for en vitska proportionell
mot temperaturskillnaden mellan vitskan
och omgivningen. Kaffe som hills upp i en
kopp har fran bérjan temperaturen 80 °C.
Fem minuter senare har temperaturen sjunkit
till 66 °C. Vilken temperatur har kaffet efter
20 minuter om vi antar att kaffet 4r placerat i
ett rum med temperaturen 20 °C.

NIVA 3

3241

En pendel bestdr av en kula med massan

m kg, som dr upphingd i en trdd med ling-
den L m. Krafterna som verkar pa kulan ger
differentialekvationen mLy"(t) = —mg sin y(1).
Differentialekvationen gér att [6sa med exak-
ta metoder, men for smé vinklar y kan man
sdtta sin y = 3, vilket ger den forenklade ekva-
tionen mLy"' + mgy = 0.

&) Motivera att sin y = y for sma vinklar y.

b) Sitt g= 9,82 m/s? och L = 1,09 m. For-
enkla och bestdm den allminna [6sningen
till differentialekvationen.

¢) Bestdm den 16sning som upptyller villko-
ren ¥(0) = 0,5 och y'(0) = 2.
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3242 Kalle 4r inblandad i en arbetsplatsolycka dir

3243

han rakar inandas skadliga 4ngor fran ett
kemiskt preparat. Det drojer ganska linge
innan Kalle uppsoker ett sjukhus och inte
forran 20 timmar efter olyckan tas ett blod-
prov. Analysen visar att blodet innehaller
0,00372 mg/ml av det gift som han inandats.
Efter ytterligare 8 timmar tas ett nytt blod-
prov och dé har koncentrationen gift i blodet
sjunkit till 0,00219 mg/ml. Lt oss anta att
fordndringshastigheten for giftkoncentratio-
nen ir proportionell mot koncentrationen
och lit y mg/ml vara koncentrationen av gift i
blodet ¢ timmar efter det férsta blodprovet.
Lakaren vill ge medicinsk behandling om
giftkoncentrationen vid nagot tillfille varit
storre d4n 0,017 mg/ml. Finns det enligt
modellen ndgon risk for att giftkoncentratio-
nen i Kalles blod varit sd hég?

(Np MaE vt 1999)

En viss svingningsrorelse kan beskrivas med
differentialekvationen

Y"1 + by'(t) + 4y(t) = 0

Sadtt #(0) = 1 och »'(0) = 0. Undersok hur vir-
det av b paverkar svingningsrorelsen.

3244 En boll med massan 0,5 kg sldpps och faller

sedan under inverkan av tyngdkraften och
luftmotstandet. Bollen paverkas alltsd av en
kraft riktad mot marken, tyngdkraften, och
en kraft riktad uppét frin marken, luftmot-
stdndet. Vi betecknar hastigheten v(¢) m/ S,
kraften fran luftmotstdndet med F; och antar
att luftmotstindet dr proportionellt mot has-
tigheten i kvadrat. Proportionalitetskonstan-
ten dr 0,25 kg/m.

a) Anvind Newtons andra lag, F = ma, och
teckna en differentialekvation som med
lampligt begynnelsevillkor beskriver
rorelsen s bra som mojligt.

b) Vilken hastighet har bollen 1 sekund efter
det gonblick som den sldpptes, om vi
antar att bollen slapps tillrickligt hogt
upp?

¢) Rita grafen som beskriver bollens hastig-
het som funktion av tiden och undersok
om det finns ndgon storsta mojliga hastig-
het som bollen kan na?

d) For laga hastigheter brukar man kunna
anta att Juftmotstandet ir proportionellt
enbart mot hastigheten och alltsa inte
mot hastigheten i kvadrat. Anta som ovan
att proportionalitetskonstanten &r
0,25 kg/s och undersok om det d& ocksa
finns nédgon storsta mojliga hastighet som
bollen kan né.

5] Vad &r skillnaden mellan en homogen och en inhomogen differentialekvation?

& Beskriv hur man far den allménna l6sningen till en inhomogen differentialekvation.

© Ge exempel pa olika typer av naturvetenskapliga problem som man kan l6sa med

differentialekvationer.

© Beskriv hur du kan finna partikuldrldsningen till en inhomogen differentialekvation.

& Ge exempel pa ndgon verklig féreteelse som ger upphov till en andra ordningens differentialekvation.
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Jordens befolkning

Ar 1900 uppgick jordens befolkning till 1,65 miljar-
der. Sedan dess har befolkningen mangdubblats och
var ar 2010 hela 6,8 miljarder. En enkel modell som
kan anvindas for att beskriva hur en befolkning f6r-

dndras over tid, dr den sa kallade Malthusianska
modellen. DA befolkningen endast 6kar genom fods-
lar och minskar genom dodsfall 4r det rimligt att
anta att dessa dkningar och minskningar dr propor-
tionella mot befolkningens storlek. Matematiskt kan
vi beskriva befolkningens fordandringshastighet med
en differentialekvation:

d—NzaN—szrN
dt

dir N dr antalet individer i populationen som funk-
tion av tiden t och dér a, b och r dr konstanter.

» Vad st3r konstanterna a, b och r {61?

« For vilka virden pé konstanten r har vi en dkning
respektive minskning av befolkningen? Finns det
négot virde pd r som ger en konstant befolkning?

+ Utgd frin den Malthusianska modellen och bestdm
hur stor jordens befolkning enligt denna modell
kommer att vara om 100 ar.
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Denna modell dr uppenbart orealistisk, eftersom den
siger att en population kan véxa obegrinsat. En mer
realistisk modell, foreslagen av den belgiske matema-
tikern Pierre Frangois Verhulst (1809-1849), tar hdn-
syn till att miljon begrinsar tillvixten. Orsaken till
att tillvaxten begrinsas kan till exempel vara att det
finns dndlig tillgéng till f{éda. Om vi antar att den
évre griansen for en viss befolkning &r M individer, sd
kommer virdet av r att variera med befolkningens
antal N. Nidr N dr nidra den 6vre griansen M ir r litet
och nir N ir nidra noll, sd blir r i stillet stort. Vi ser
alltsd att virdet av r dr en funktion av befolkningens
antal N, dvs. r = r(N). Eftersom populationens évre
grins dr M individer, s& har vi att #(N) = 0 for

N = M. Det édr rimligt att anta att 7(N) antar sitt

for smad N. Det enklaste sittet att
modellera detta dr att anta att r(N) minskar linjért
for N=0till r =0 for N = M.

storsta varde r,,

franr =r,,

+ Teckna den linjdra funktionen r(N) givet de forut-
sdttningar som beskrivs hir ovanfor.

+ Teckna den differentialekvation som beskriver till-
vixten under dessa forutsittningar,

+ Motivera ett rimligt vidrde pd r,,,, och forklara hur-
man bor gi till vdga for att bestimma hur stor jor-
dens befolkning enligt denna modell kommer att
vara om 100 &r.

Vdder och vaderprognoser

Orkan over Florida.

W ? Tareda pa nagra
andra naturvetenskapliga
omraden ddr man kan ha
anvandning av Navier-Sto-
kes ekvationer.

Meteorologi och differentialekvationer

Vider och viderprognoser intresserar manga nordbor. Kanske for att vi hir
lever i ett omrdde med fyra olika arstider som kan ge oss alltifrén lénga,
ljusa och varma sommardagar, till korta, mérka och kalla vinterdagar.
Eftersom vidret varierar si pass mycket, foljer mdnga med stort engage-
mang de viderprognoser som varje dag erbjuds i tidningar, radio och tv.

En viderprognos tas fram av en yrkesgrupp som kallas meteorologer.
Ordet prognos kommer frin grekiskans prognosticon, som ungefir
betyder "att veta i forvag”. Vaderprognoserna baseras pa stora méangder
observationer fran viderstationer utspridda éver hela jorden. Men
meteorologerna hamtar ocksd information fran vidersatelliter och
viderballonger ovanfér och i atmosfiren. Frdn alla dessa observationer
erhdller meteorologerna mitvirden pa till exempel lufttryck, temperatur,
nederbord, vindstyrka och luftfuktighet.

De insamlade observationerna anvinds som utgdngspunkt for de
berdkningar som meteorologerna gor. Till grund f6r en del av berdkning-
arna ligger det system av differentialekvationer som, efter den franske
ingenjoren Louis Navier (1785-1836) och den brittiske matematikern
George Gabriel Stokes (1819-1903), har fitt namnet Navier-Stokes
ekvationer:
ap . dpuy;

o ox,
apu; _ dpugt; _ 9t 3p
ot 0x; ox; dx

i

@ + M - i kg + _J.aulfci'
Jt ax] ax] 6x,- (')x]

Vi ska hdr inte kommentera innebdrden av dessa differentialekvationer,
mer 4n att sdga att de dr en modell dver luftens stromningar. Ekvatio-
nerna loses numeriskt och lgsningarna bearbetas sedan for att kunna
presenteras for allménheten pé ett begripligt och dverskadligt sitt.

Tillforlitligheten hos meteorologernas prognoser beror inte bara av
mangden och kvaliteten pa insamlade data, utan #ven med vilken nog-
grannhet man har mojlighet att [6sa de uppstillda ekvationerna. Det
senare ar beroende av hur kraftfulla datorer man har tillgéng till. Trots
stora miangder observationer och dagens superdatoter, har det dnd3 visat
sig vara svart att framstilla tillforlitliga langtidsprognoser. Luftens
stromningar i atmosfiren uppvisar ett alltfér nyckfullt och ibland till och
med kaotiskt beteende. Aven en mycket liten forindring av villkoren, kan
ge stora fordndringar av vidret. I Sverige har SMHI 83 % triffsikerhet i
sina endygnsprognoser medan triffsikerheten i femdygnsprognoserna ir
ca 65 %.
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PROBLEM OCH UNDERSOUNINGAR

&

NEWTONS AVSVALNINGSLAG

Enligt Newtons avsvalningslag fordndras temperaturen hos ett foremdl med
en hastighet som dr proportionell mot temperaturskillnaden mellan fore-
malet och omgivningen

ar

E - '—k(T_ Tomg)
dér k ér proportionalitetskonstanten, T, °C omgivningens temperatur

och T °C foremalets temperatur vid ¢t minuter (T 2 T,,,).

Vid ett visst tillfdlle dr kaffets temperatur 73,8 °C dé det tas fran en kaffeau-
tomat och temperaturen i rummet ér 21,3 °C.

Bestdm T(t) genom att 16sa differentialekvationen.

Sitt in olika virden pd k, dir 0,01 < k < 0,1, och rita grafen till funktio-
nen for 0 < t < 30 med hjilp av raknaren. Hur paverkar k grafens utseende?
Ta en kopp kaffe frdn ndrmaste automat och mit temperaturen varje
minut medan kaffet svalnar. Rita ett koordinatsystem och pricka in virde-
na.

Jimfor din graf med de grafer som du har ritat med riknaren och forsék
uppskatta virdet pa k.

DIFFERENTIALEKVATIONER AV ANDRA ORDNINGEN

Homogena differentialekvationer av andra ordningen kan skrivas i formen
y""+ ay'+ by = 0 ddr a och b dr reella och konstanta koefficienter. Genom att
ansitta y = ¢™ kan vi bestdmma en 19sning till ekvationen.
Visa att y = €™ dr en l6sning till y"' + ay'+ by =0 om rir en l9sning till
ekvationen 12+ ar + b= 0.

Ekvationen r? + ar + b = 0 kallas den karaktéristiska ekvationen till differen-
tialekvationen y"' + ay' + by = 0. Differentialekvationen y" + ay' + by = 0 har
den allminna lésningen y = C,e'1* + C,e"2* om r; och r, ir tva olika reella
rotter till den karaktéristiska ekvationen.
‘Visaatt y = Ce'l" + C,e?" idrenlosning till "'+ ay’+ by =0, omr, och
1, dr tvd olika reella rotter till den karaktiristiska ekvationen.
Ange den allmidnna losningen till y"—4y'— 5y = 0.
: Ange den allménna losningen till den inhomogena differentialekvationen
y'—4y' —5y=4x+ L.
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Differentialekvationer

Differentialekvation

* innehaller en eller flera derivator
av en funktion

* ldsningen dr en funktion
* verifiering av l6sningen
* primitiv funktion

* naturvetenskapliga tillimpningar

Numeriska
l6sningsmetoder

* Eulers stegmetod

* anvdnda datorer eller andra
tekniska hjdlpmedel

Differentialekvationer
av forsta ordningen

* y'+ay=0arenhomogen
differentialekvation

I6sning till den homogena ekvationen
y'+ay=0 dr y=Ce™

* begynnelsevillkor

« y'+ay = f(x) & en inhomogen
differentialelvation

+ allmén l6sning till y* + ay = f(x) &r
Y=Yntyp

Differentialekvationer
av andra ordningen

* homogen differentialekvation
y'+ay'+by=0

» inhomogen differentialekvation
y"+ay'+ by =flx)

Modeller med
differentialekvationer

 avsvalning
* svdngning
» populationsférdndring

» fall med luftmotstand

DIFFERENTIALEKVATIONER © TANKEKARTA ’.37

LHYHINNTYL




BLANDADE UPPGIFTER

NIVA 1

1 Visaatt y =2¢ ™ #r en l9sning till
y'+2y=0.
2 Visaatt y =2 cos x — x dr en losning till

Yty =—x.

Tillvixthastigheten hos en bakteriepopulation dr
proportionell mot aktuell bakterieméngd.
Beskriv bakterietillvixten med en differentialek-
vation. L&t bakteriemingden vara N efter tiden

t timmar.

Differentialekvationen A'(t) = —0,0021A(¢)
beskriver sonderfallet hos ett radioaktivt &mne.
Tolka differentialekvationen med ord.

Bestim den allménna losningen till

a) y'=cos2x+x b) y'=4x-1

c) y'zz d) y'=3sin4x
X

Los differentialekvationerna

a) y'=6x-2 dd y(0)=3
b) y'=sinx da y(n) =4
1
‘== da y(1)=0
<y - y(1)
Tolka med ord differentialekvationen

N'(t) + 0,01N(¢) = 0 dir N dr antalet celler vid
tiden ¢ 4r.

Bestim den allmidnna losningen till
a) y'+3y=0 b) 2y'+2y=0
c) y'=3y d) 3y'=6e*+9

Los differentialekvationerna
a) y'=5y=0 da y(0)=2
b) y'+4y=0 da y(0)=1
c) ¥y'+3y=0da y(1)=¢
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10

11

13

14

15

16

17

Per koper aktier for 5 000 kr. Aktiekapitalet
minskar under en ldgkonjunktur med en
hastighet per ar som dr 4 % av virdet av aktuellt
innehav. Still upp en differentialekvation som
beskriver kapitalets forandring.

Bestim den allménna losningen till
a) y'+2y=4
b) y'+5y=x
) y=3y=6

d) y'-3y=2x+1

Bestim den 1osning till y'— 2y = 2x dér
y(0)=1.

Bestim den losning till y' + y = 3x — 1 som
uppfyller (0) = 7.

Verifiera att y = C sin ax + D cos ax satisfierar
ekvationen y" + a’y = 0 for alla virden pa
konstanterna a, C och D.

Rita forst ett koordinatsystem. Utgd sedan fran

punkten (0, 0) pd en losningskurva till

y'=3y—x.

a) Anvind Eulers stegmetod och rita ett steg
med k= 1. Var hamnar du d&?

b) Ta ett steg till. I vilken punkt befinner du dig
da?

¢) PForklara vad du har riknat ut.

Beriikna y(3) med Eulers stegmetod, da
y'=2x—2y. Utgd fran (1, 1) och anvind
steglingden h = 0,5.

Funktionen y = Ce™? ir l6sning till y' = ky.

a) Bestim k.

b) Bestim Csd att en tangent till y = Ce ™ fir
riktningskoefficienten 5 i den punkt pa
kurvan dar x = 0.

(PB MaE 02-05)

18

Agneta har forverkligat sin drém och képt en
motorcykel. P4 hosten, nir sdsongen r slut,
uppticker hon att ett av diicken inte hiller
luften riktigt. Hon stéller in motorcykeln i ett
garage for vinterférvaring och miter lufitrycket
till 2,9 bar. Fyra veckor senare har lufttrycket
sjunkit till2,7 bar.

a) Antag att trycket i ett ddck minskar med en
hastighet som 4r proportionell mot trycket.
Stall upp en differentialekvation som
beskriver detta.

b) Vilket tryck kommer det att vara i dicket
efter totalt 24 veckor i garaget enligt denna
matematiska modell?

(PB MaE 02-05)

NIVA 2

19

20

21

22

Ange den allmédnna lsningen till differential-
ekvationen y' — 2y = 4x%,

Beridkna y(3) med Eulers stegmetod, om
y'=3y—x och h=0,5. Utgd frin punkten
(1,1).

Bestdm konstanten k s att y = ¢ blir en
16sning till y"' + 2kxy' + y =0

Tillgdngarna i ett foretag fordndras pa tvd sitt,
genom investeringar och f6rslitning. Hur virdet
av tillgdngarna forandras kan beskrivas med
differentialekvationen 6;—[: + 0,1K = 450,

K(0) = 600, ddr K mits i tusentals euro och

tiden ¢1 r.
a) Bestim losningen till differentialekvationen.

b) Bestim virdet av tillgingarna efter 4 &r.

23 Nisse har ett akvarium som innehéller 200 liter

24

vatten, forutom fiskar, vixter och stenar. Det
bildas nitrat i vattnet och om fiskarna ska halla
sig friska och pigga méste Nisse byta vatten i
akvariet. Tidigare tappade han regelbundet ut
50 liter akvarievatten och ersatte det med lika
mycket friskt vatten. Om det fore vattenbytet
fanns 100 mg nitrat per liter akvarievatten var
koncentrationen 75 mg/l efter vattenbytet. Nu
har Nisse utrustat sitt akvarium med en utrust-
ning for vattenbyte. Den pumpar ur akvarie-
vatten och fyller samtidigt pd med lika mycket
friskt vatten genom en slang. Vattnet som rinner
frdn akvariet kommer att vara vil blandat
eftersom motorfiltret ar igdng hela tiden och
flodet i slangen pé det tillrinnande vattnet inte
ar sd kraftigt.

Under vattenbytet kan nitratkoncentrationen i
akvariet beskrivas med differentialekvationen
dy y

B 200 dér y mg/1 ar nitratkon;entrationen

dd x liter friskt vatten tillsatts.

Hjilp Nisse med att 16sa ekvationen och
berdkna sedan hur mycket vatten som behéver
tillsdttas enligt den nya metoden for att séinka
nitratkoncentrationen fran 100 mg/! till 75 mg/l.

(Np MaE vt 2000)

I en myrstack uppskattar man att antalet myror
vid tiden ¢ dr N stycken. Tillvixthastigheten
uttryckt i myror per dygn dr proportionell mot
antalet myror i stacken. Bestdm ett uttryck for

hur lang tid det tar innan antalet myror har
fordubblats.
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25

26

27

Ett glas kallt vatten stélls i ett rum med tempera-
turen 20 °C. En modell for hur vattentempera-
turen direfter okar ges av differentialekvationen
dy

—=-0,1(y — 20

o (y —20)

dér y dr vattentemperaturen i °C och ¢t ar tiden i
—0,1¢ &

minuter. y = 20 — 19¢”%!" dr en 1osning till

denna differentialekvation.
a) Vilken temperatur hade vattnet fran borjan?

b) Med vilken hastighet stiger temperaturen da
'vattnets temperatur dr 10 °C?

¢) Med vilken hastighet stiger temperaturen da
det gdtt 10 minuter?

d) Per har en digital termometer som visar
vattnets temperatur i hela grader. Enligt Pers
mitningar tar det 36 minuter for vattnet att
nd rumstemperatur. Stina méter temperatu-
ren med en digital termometer som visar
tiondels grader. Enligt Stina tar det 59
minuter for vattnet att nd rumstemperatur.
Hur hénger det ihop?

(Np MakE vt 1997)

Den radioaktiva isotopen kol-14 sonderfaller med
en hastighet som &r 0,121 %o per ar av det
aktuella antalet kol-14 atomer.

a) Still upp och 16s differentialekvationen som
beskriver sonderfallshastigheten.

b) Det fanns 5,41 - 10'° kol-14 atomer frén
bérjan i ett preparat. Hur manga atomer
finns det efter 2 000 ar?

c) Bestdm halveringstiden for kol-14?

Luftmotstindet for ett féremal kan enligt en
enkel modell antas vara proportionellt mot
foremalets hastighet. Anvind Newtons andra
lag, F = ma, for att teckna den differentialekva-
tion som beskriver den fallrorelse dér luftmot-
stdndet ar proportionellt mot foremalets
hastighet.
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28

29

Uppgiften handlar om 16sningar till differential-
ekvationen 2y' + 3y =0
a) Bestim y dd y'(0) =-6.

b) Kurva A i figuren ér ocksa en 1osning till
differentialekvationen 2y’ + 3y = 0. Bestim
denna 16sning. Endast svar fordras.

¢) Kan kurvorna B och C 1 figuren vara 16s-
ningar till differentialekvationen
2y'+ 3y = 0? Motivera ditt svar.

]

(Np MaE vt 1999)

En sj6 har under en ldng tid fororenats av utslapp
fran en fabrik. Detta har medfort att det nu
finns cirka 500 kg {6roreningar i sjon. Fabriken
slipper ut cirka 100 kg fdroreningai%per ar. Via
ett vattendrag forsvinner drligen 10 % av
mingden fororeningar fran sjon. For att studera
hur miangden féroreningar (y kg) i sjon forand-
ras med tiden (¢ &r) gdr det att anvdnda en
matematisk modell i form av féljande differenti-
alekvation:
% =100 - 0,1y och y(0) =500

dy

a) Forklara hur o 100 — 0,1y hianger ihop

med forutsittningarna i texten.

b) Los differentialekvationen dd y(0) = 500.

c) Vad hinder enligt modellen med mangden
fororeningar i sjon i ett lingre tidsperspektiv?

(PB MaE 05-05)

30 Anna vill mita hur snabbt temperaturen av

mjolk i ett glas stiger nar hon tar ut glaset fran
kylskdpet. Mjolkens temperatur dr 8 °C nir hon
tar ut glaset och temperaturen i rummet 4r

21 °C. Efter 5 minuter har mjolkens temperatur
stigit till 12 °C. Hon antar att mjélkens tempe-
ratur dr y °C efter t minuter och att temperatu-
ren stiger med en hastighet som &r proportio-
nell mot differensen mellan mjélkens och
rummets temperatur. Berdkna mjélkens
temperatur efter en halvtimme.

NIVA 3

31 Maria har fitt i uppgift att hitta en partikulirlos-

32

ning till differentialekvationen y'' - 6y = —18x2.
Hon vill ansitta y, = ax?, eftersom hon tror att
den ansatsen kommer att leda till ett korrekt
resultat. Har hon ritt eller fel? Motivera ditt
svar.

Nir Pelle stdr i fageltornet och tittar pa faglar
rékar han tappa objektivskyddet som hor till
kikaren. Det viger 0,022 kg och faller utan
begynnelsehastighet. Luftmotstindet kan anses
vara proportionellt mot hastigheten med
proportionalitetskonstanten 0,01 kg/s.

a) Still upp en differentialekvation som
beskriver fallrorelsen.

b) Bestim Iosningen till differentialekvationen.

¢) Vilken hastighet har objektivskyddet efter
1 sekund?

33 Vismut sénderfaller till tallium med en sénder-

34

fallshastighet av 32 % per minut. Tallium
sonderfaller till bly med sénderfallshastigheten
15 % per minut. Det bly som bildas ér stabilt
och sonderfaller alltsa inte. Vid ett laboratorie-
forsok utgdr vi fran en viss mangd ren vismut.
Vi betecknar méngderna av vismut och tallium
med A respektive B vid den tidpunkt d3 sénder-
fallet pagatt i t minuter. Férdndringshastigheten
hos méngden tallium kan d4 beskrivas differen-

tialekvationen %L: =0,32A-0,15B.

a) Beteckna mingden bly med C och still upp
differentialekvationer som beskriver férand-

ringshastigheterna hos mangderna av vismut
och bly.

b) Vad kan man siga om férindringshastighe-
terna for méngderna av vismut, tallium och
bly vid den tidpunkt dd méngden tallium #r
maximal?

(Np MaE ht 1998)

En vikt som dr upphéngd i en fjader svinger
kring jamviktsliget. Om man bortser fran att
rorelsen dimpas, sd kan den beskrivas med

. . . d?
differentialekvationen d—:zc = —kx, ddr x m &r
avstdndet till jamviktslidget vid t s och k ar
fjdderkonstanten.

a) Bestim med hjilp av digitala hjilpmedel en
16sning till differentialekvationen som
uppfyller villkoret x(0) = 0.

b) Hur stor blir viktens hogsta fart?
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KAPITELTEST _

Y ¢

DEL 1 Utanraknare

1 Invanarantalet i en stad kar med en hastighet som ér proportionell mot det
aktuella invinarantalet. Still upp en differentialekvation som visar detta.

2 Verifiera att differentialekvationen y''+ y'+ y = 5x* har partikularlésning-
en y,=5x* - 10x.

3 Bestdm den allméinna losningen till

a) y'=9x%+1 b) y'=e*-1

4 Bestim den allménna losningen till

a) y'=7y=0 b) 3y'+y=6x

5 Accelerationen for en cyklist som dker utfor en backe dr 2 m/s%.
Aas under

a) Bestidm ett uttryck som beskriver hur lang stracka cyklisten fir
en given tid.

b) Cyklisten hade farten 3 m/s nir han passerade krénet langst upp i
backen. Hur langt 4r det fran kronet av backen till backens slut, om det
tar 10 sekunder for cyklisten att nd slutet av backen?

6 Figuren visar sambandet mellan funktionen N och dess derivata N',
stV

{ 20-.

N}
f ——>
| 1500 10007

a) Uttryck sambandet som en differentialekvation

b) Funktionen N(1) beskriver antalet individer i en djurpopulation som
funktion av tiden. Uttryck med ord hur djurpopulationen dndras med
tiden.

c) Los ekvationen med begynnelsevillkoret N(0) = 40.

7 Elektromagnetisk strdlning frén till exempel en mobiltelefon absorberas av
materia pd ett sddant sitt att indringen av intensiteten per lingdenhet av det
absorberande materialet dr proportionell mot stralningens intensitet. Visa

att den tjocklek x pd det absorberande materialet, som ger att intensiteten
In2

k

I(x) minskar till halften, dr x,,, = , dér k dr en proportionalitetskonstant.
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DEL 2

10

11

12

Med hjialpmedel

Hastigheten v m/s hos en kropp som rér sig efter en rit linje kan efter ¢ s
beskrivas med v(t) = 2t + 1. Efter 5 s befinner sig kroppen 40 m frén en
kontrollpunkt. Hur langt frin samma kontrollpunkt befinner sig kroppen
efter 12 s? ‘

Med hjilp av Eulers stegmetod och grafen hir intill
har Oskar uppskattat virdet av y(2) for den losning
till y'=3x—y som uppfyller villkoret y(0) = 1.

\

a) Vilken steglingd anvinde Oskar?

N7

b) Bestim y(2) under samma f6rutsittningar, men
med stegldngden 0,5.

Tillvéixthastigheten i en bakterieodling ir proportionell mot det aktuella
antalet bakterier. Fran borjan finns 3 000 bakterier i odlingen och efter
5 minuter 8 000 st. Hur ménga finns det efter 14 minuter?

Lufttrycket p mbar sjunker med héjden h km éver havet. Férandringen kan
beskrivas med differentialekvationen Z—‘Z =—kp.

En dag med normalt lufttryck (dvs. 1 013 mbar vid havsnivan) ir lufttrycket
pa Kiruna flygplats 956 mbar. Flygplatsen ligger 460 m 6ver havet. Vilket
kommer lufttrycket att vara pa flyghsjden 10 000 meter dver havet?

En patient far sin medicin intravenést
pd ett sddant sitt att medicinen tillfors
blodet med konstant hastighet. Detta
sker med hastigheten k mg/h. Nir det
gdtt t timmar sedan medicineringen
péborjades, har patienten medicin-
mingden M mg i blodet. Fran bérjan
innehoéll blodet C mg av medicinen.

* Stall upp en differentialekvation som beskriver situationen ovan, givet att
vi antar att medicinen forsvinner med en hastighet som ar proportionell
mot den aktuella medicinmingden.

* Los ekvationen och bestim funktionen M.

*  Kommer medicinméngden i blodet att ka kontinuerligt,om man
fortsitter att medicinera patienten pé det hir sittet? Motivera ditt svar.
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