4 omfangsrika problem

4.1 Probleml6sning och
redovisning

4.2 Redovisningsuppgifter

= T

» Derivata

» Integraler
» Differentialekvationer

» Trigonometri

» Omfangsrika problemsituationer
inom karaktarsamnena som aven
fordjupar kunskaper om
integraler och derivata.
Matematilkens madjligheter och
begransningar som verktyg i
dessa situationer.
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et har kapitlet bestar i huvudsak av
D storre, mer omfattande uppgifter. De
ar valda for att ge dig en rejal utmaning och
for att du ska kunna férdjupa dina kunska-
per om bland annat integraler och derivata.
Tanken &r att du ska vélja ut en av uppgif-
terna, noga arbeta igenom den och sedan
skriva en utforlig redovisning. For att kunna
l6sa uppgifterna behdver dui de allra flesta
fall gora en del antaganden och férenkling-
ar. Dina berdkningar blir darfor en mer eller
mindre val dverensstdmmande modell av
den verklighet du vill beskriva. Nar du
senare jamfor resultatet av dina berdkning-
ar med hur motsvarande problem har
behandlats i det praktiska livet, kommer du
kanske att hitta avvikelser. For alla som
arbetar med matematiska modeller dr det
darfor viktigt att forsta de méjligheter och

begransningar som modellerna har.

Nar du ar klar med kapitlet ska du kunna

> sjalvstdndigt analysera och 16sa en mer
omfattande uppgift

» redovisa l6sningen utforligt

‘fw'r\m‘" Y

i

Flodet i en alv

Greger har arbetat fram en modell som beskri-
ver flodet i en dlv. Utifrdn modellen vill han
bestimma det storsta flodet i dlven. Hir nedan-
for ser du en del av hans redovisning.

...sd lange tiden x dygn liggeri infervallet
0 < x <100, kan flsdet p m*/s i dlven beskri-
vas med polynomet

p(x) = 0,0009x* — 0,198x* + 8LHx + 259
Det storsta flodet blir darfar

p'(x) = 0,0027x* — 0,396x + 8,4

p'(x) = 0 gerx i 26,67

p(26,67) =366

Storsta flodet dr alltsé 366 m?/s

» Kommentera Gregers redovisning och ge for-
slag pd hur den kan forbittras.
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4.2

Redovisningsuppgifter

RO OCH SEDAN SPRINGA

Pelle sitter i en bét 3,5 kilometer frén stranden rakt utanfér en brygga.
Strandlinjen bildar rit vinkel med bryggan och p4 stranden 7 kilometer fran
bryggan ligger Pelles stuga. Han kan ro biten med hastigheten 3,5 km/h och
nir han kommer till stranden, sd kan han springa dubbelt s& fort.

Under vilken vinkel ska han ro mot stranden for att komma till stugan si
fort som mojligt?

Hur ldng tid behover han i sd fall for att komma till stugan?

KORTASTE STEGEN?

Tvd meter framfor ett hus stdr en tre meter hég mur som dr fyra decimeter
bred. En brandman ska resa en stege mot huset och 6ver muren. Vilken 4r
den kortaste stegen brandmannen kan anvinda f6r att nd fram till huset?
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SYNVINKEL

Du star under en reklamskylt. Hur langt ska du forflytta dig frén skylten for
att se den under storsta synvinkeln? Alltsd bestdm hur langt frén skylten du
maste placera dig for att vinkeln v ska bli s stor som mojligt.

T

1,5m

1,0m

NUMERISK INTEGRERING

Den primitiva funktionen till f{x) = ¢ dr litt att bestimma. Dirfor dr det
kanske extra forvdnande att det faktiskt 4r helt omojligt att skriva en formel
for den primitiva funktionen till f{x) = ¢ med hjilp av s kallade elementi-
ra funktioner, som till exempel exponentialfunktioner, polynomfunktioner
och trigonometriska funktioner. Vill man beriakna integralen

2
J e dx

0

tar man darfor forlita sig till andra metoder. Du ska hir f8 berikna integralen

2
[ ¥ dx med hjilp av tre olika numeriska metoder.
0

2
Finn ett ungefarligt virde pé integralen Jeddx genom att dela in arean
0

under grafen till f(x) = ¢*’ i ett antal rektanglar.

2
Finn ett ungefirligt virde pa integralen [edx genom att dela in arean
0

under grafen till f{x) = ¢ i ett antal parallelltrapetser.

En annan metod for numerisk integrering dr den s kallade Simpsons for-
mel. Ta reda pa hur Simpsons formel fungerar och anvind den for att

2
berikna integralen je"zdx.
0

Berikna integralen med ndgot digitalt hjalpmedel och jamfér resultatet
med dina numeriska berdkningar. Diskutera for- och nackdelar med de
olika integrationsmetoderna.
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HEUUVIoNINGOUPFFLIFTER

FARTKAMERA

En polis miter hastigheten pd forbipasserande bilar. Han siktar pa bilen med
ett laserinstrument och kan sedan ldsa av med vilken hastighet avstandet
mellan instrumentet och bilen forandras.

@

4
(e

U ot

Nir vinkeln v i figuren &r 45° laser polisen av att avstdndet frén instru-
mentet till den forbipasserande bilen 6kar med 120 km/h. Hur snabbt
fardas bilen?

Vid ett senare tillfille miter polismannen mot en bil som firdas med has-
tigheten 70 km/h lings vigen. Vinkeln v i figuren bestdms nu till 30°. Med
vilken hastighet avlagsnar sig bilen fran instrumentet?

Polisens laserinstrument kan méta hastigheter med mycket stor precision,
men vinkeln v i figuren kan inte bestimmas béttre dn med ett fel pa £2°.
Vilka vinklar bér polismannen begrénsa sin méatning till om han vill vara
siker pd att han inte bestimmer hastigheten med ett storre fel 4n 5 %?

Ta reda pé hur polisen bestimmer hastigheten hos en bil i verkligheten.

Jamfor polisens verkliga metoder med de metoder du har anvént har.
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FLODESHASTIGHET I EN KANAL

P4 grund av 6versvimningsrisken har en kommun bestdmt sig for att avleda
vattnet i ett vattendrag med hjilp av en gravd kanal. Kanalen kommer att
vara 3 meter djup pé det djupaste stillet och 6 meter bred. Det finns tre
modeller {6r hur kanalen kan komma att grivas: en rektangulir, en triangu-
lir och en i form av ett parallelltrapets. For att veta vilken av de tre model-
lerna de ska vilja behover kommunen veta med vilken hastighet, mitt i
kubikmeter per sekund, som vattnet kommer att fléda genom kanalen. Det
ar din uppgift att ta reda pa detta.

6 2

Det som forsvédrar berdkningarna ér att flodeshastigheten inte dr densamma
pé alla stillen i kanalen. Vattnet flodar namligen langsammare ju ndrmare
stranden man kommer. Utifran tidigare erfarenhet uppskattar man att f16-
deshastigheten kommer att vara ca 0,5 m/s vid stranden och ca 2,5 m/s i
mitten av kanalen.

Anta att flodeshastigheten okar linjért fran strandkanten till kanalens
mitt. Berdkna vattenflodet i kubikmeter per sekund for var och en av de

tre kanalmodellerna.
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REUUVIODNINLUFPFULIFIEK

VILDSVINEN

Vid slutet av 1600-talet kunde man konstatera att vildsvinen i Sverige var
utrotade. Under 1900-talet har djur hllna i vilthdgn rymt och bildat en vild
stam. | dag berdknar man att antalet vildsvin i Sverige &r nagonstans mellan
200 000 och 300 000 djur.

Om man antar att det finns en storsta mojliga population av vildsvin pd ett
avgrinsat omréde, s kan man modellera antalet vildsvin N(t) i detta omra-
de med en differentialekvation som beskriver logistisk tillvixt,

N'@®=r -N

N
1__
M

dir r dr en konstant som beskriver tillvixten, t 4r tiden i &r och M ir det
maximala antalet vildsvin omrédet kan hélla.

I dag bedrivs dessutom omfattande jakt pd vildsvin. Om vi antar att uttaget
(t.ex. jakt) av vildsvin dr L djur per &, sd far vi en ny differentialekvation
som beskriver antalet vildsvin.

Still upp den differentialekvationen som under dessa forhallanden
beskriver antalet vildsvin i det avgrinsade omradet. Sétt r = 0,12;

M =10 000: L = 100 samt N(0) = 2 000 och 18s differentialekvationen
numeriskt, till exempel med ett program for Eulers stegmetod. Hittar du
négot virde som funktionsvirdet stabiliseras kring?

Om uttaget 6verskrider en viss grins, kommer vildsvinspopulationen i
omradet att do ut. Sitt ett limpligt virde pa N(0) och bestdém numeriskt
det stérsta mojliga uttag som mojliggor en livskraftig vildsvinsstam i
omrédet.

Jimfér denna enkla modell med fakta om uttaget ur verkliga viltpopula-
tioner.

- -

OBLEM 3),& REDAV
- - 4 ‘ [\
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KEMISK REAKTION
Nir metan forbrinns bildas koldioxid och vatten enligt
CH;+20,— CO,+2H,0

I ett laboratorieférsék kunde man konstatera att koncentrationerna av
metan och koldioxid i en behallare kunde modelleras med f6ljande system
av differentialekvationer

M'(t) =-kM(t) (D)
C'()=kM(r) (ID)

dédr M(¢) dr koncentrationen av metan, C(t) 4r koncentrationen av koldioxid
efter £ timmar och k &r en proportionalitetskonstant som bestims av med
vilken hastighet férbranningen sker.

Tolka systemet av differentialekvationer med ord.
Bestdm den allminna losningen till ekvationssystemet.

Med hjilp av spektroskopi kunde man bestimma att koncentrationen av
metan i beh&llaren var 0,012 mol/dm? och att koncentrationen av koldi-
oxid i samma behallare var 0,0037 mol/dm?®. Med samma teknik kunde
man 12 timmar senare konstatera att koncentrationen av koldioxid var
0,0092 mol/dm’. Hur lang tid kommer det att ta innan koncentrationen
av koldioxid éverstiger 0,010 mol/dm>?

FLYTKROPPAR

En metallverkstad har fatt i uppgift att tillverka flytkroppar i form av pyra-
mider med kvadratisk botten. Se figuren hir nedanfér. De tinker skira ut
materialet ur en kvadratisk skiva av plat med sidan 1,20 m X 1,20 m lings de
streckade linjerna, bocka pléten efter de heldragna linjerna i kvadraten i
mitten och sedan svetsa ithop pyramiden.

= Eftersom en flytkropp flyter bittre ju storre volym den har, sd 4r man pa
verkstaden intresserad av hur man ska ga till viga for att fa den storsta
volymen pé flytkroppen. Beskriv hur de ska skiira ut pyramiden for att
den ska fa s& stor volym som mojligt.

“ Vilken blir pyramidens stérsta volym?
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RV IDMINGSUPYPLIF T eR

TEMPERATUR OCH DIFFERENTIALEKVATIONER

Anta att du dricker nybryggt kaffe pd balkongen en lordagsmorgon. Nir
telefonen ringer gar du in, men glommer kaffekoppen. Vilken temperatur
har kaffet nir du kommer tillbaka en halvtimme senare?

Enligt Newtons avsvalningslag kommer kaffets temperatur att forindras
med en hastighet som &dr proportionell mot skillnaden mellan omgivningens
temperatur och kaffets egen temperatur. Detta kan uttryckas med differenti-

alekvationen
aT
E - _k(T_ Tomg)

déir T dr kaffets temperatur efter ¢ timmar, och T,,,,, 4r omgivningens tem-
peratur.

Gor lampliga antaganden om kaffets ursprungstemperatur och utomhus-
temperaturen och bestdm den allménna l6sningen till differentialekvatio-
nen under dessa forutsittningar.

Virdet av konstanten k beror pd manga parametrar, bland annat pd kaffe-
koppens storlek och vilket material den 4r gjord av. Underssk med expe-
riment vdrdet av konstanten k {6r tvé olika koppar. Uppskatta med hjilp
av dina vdrden pé k och den matematiska modellen kaffets temperatur
efter en halvtimme.

[ differentialekvationen ovan forutsitter vi att den omgivande temperaturen
dr konstant. Men anta att den omgivande temperaturen T, beror av tiden
enligt T, =at + b dér tdr tiden i timmar efter det att du gick ut med kaf-
fekoppen pa balkongen.
Samla in data om temperaturférandringen under morgontimmarna, t.ex.
dér du bor. Anpassa en rit linje Ty, till dina métvirden och 16s sedan
differentialekvationen pé nytt genom att ersdtta T,,,,, med den linjdra

funktionen.

Undersok, for ndgra rimliga virden pd konstanten k, kaffets temperatur
efter en halvtimme enligt denna modell.

Diskutera och jamfor resultaten.

v

KONSERVBURKAR

Du har av en férpackningsindustri fatt i uppdrag att utforma en ny serie
konservburkar. Ditt uppdrag 4r att hitta de proportioner pa burkarna som
gor att materialdtgdngen blir s4 liten som mojligt.

Anta att man kan skdra ut alla delar till en cylinderformad konservburk
utan att man gor nagra materialforluster. Bestim forhallandet mellan
hoéjden h och radien r till en cylinderformad konservburk som gor att
materialatgangen blir sa liten som méjligt.

Nu 4r det inte mojligt att skira ut topp och botten till konservburken
utan att gora materialférluster. Anta darfor att topp och botten skirs ut
ur en kvadratisk skiva med sidlingden 2r. Bestdm foérhdllandet mellan
héjden ki och radien r som med detta antagande gor materialdtgdngen sa
liten som mojligt.

V.
N/

Annu mindre materialspill fir man om man i stillet skir ut topp och bot-

ten ur en skiva med formen av en regelbunden sexhdrning. Se figuren hir
nedanfor. Bestim forhdllandet mellan héjden % och radien r som med
detta antagande gor materialdtgdngen sd liten som mojligt.

Bege dig till en livsmedelsaffir
och kontrollmit foérhallandet
mellan héjd och radie for olika
konservburkar. Vilka avvikelser
finner du% dina berdkning-
ar? Ge en rimlig forklaring till
eventuella avvikelser mellan
resultaten frin dina berdkning-
ar och de burkar du hittade i
affiren.
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REUDOVISNINLSUPPLIFITER

RANTA PA RANTA
Du har médnga génger blivit ombedd att berdkna riantan av ett kapital pa
banken. Hittills har vi forutsatt att rintan ska berdknas under en period om
ett &r. Men vad hinder om ridnteperioden blir kortare?
Om man delar in dret i n lika stora perioder och berdknar rinta pd rinta for
dem, sd kan man berdkna den totala behallningen i kronor efter ett dr med
uttrycket

n
1+ 3)

n

K

dir K dr det insatta kapitalet och p rdntesatsen i decimalform.

Lét p = 0,025 och undersok virdet av K (1 + % for ndgra olika virden pd

#n. Vad hinder om rinteperioden ir ett dr, en ménad, en vecka, en dag?

Undersok numeriskt gransvardet
n

lim
1 —> o0

1
175
n
och anvind det resultatet for att visa att
"
lim (1 + B) =¢f
oo n

Vilka slutsatser kan du dra av dina undersokningar?

Nér n — oo motsvarar modellen att man kontinuerligt berdknar rinta pd
rinta. Den modellen kan man ocksé beskriva med en differentialekvation.
Lét k(¢) vara kapitalet vid tiden t och 13t k(0) = K. Om At dr lingden av en
rinteperiod riknat i &r och rintesatsen 4r p, s kommer kapitalet mellan ¢
och t + At att forandras enligt

k(t+ Ar) = k(£)(1 + pAr)
Motivera formeln hir ovanfor och visa att om At — 0, sa far vi differenti-
alekvationen

k(1) = pk(z)

Bestidm en 16sning till differentialekvationen och jamfor ditt resultat med

dina tidigare berdkningar.

HITTA ROTEWN

[ Matematik Origo 2 arbetade vi med en losningsformel for andragradsek-
vationer, och i Matematik Origo 4 (s. 205) visade vi motsvarande formel for
polynomekvationer av tredje graden. Aven for ekvationer av fjirde graden
existerar en allmén 1osningsformel. Detta visade den italienske matemati-
kern Ferrari pd 1500-talet. Alla dessa formler uttrycker rotterna med hjilp
polynomekvationens koefficienter, de fyra riaknesitten och rotutdragning.
P& 1800-talet bevisade den norske matematikern Niels Abel att det inte kan
finnas en siddan losningsformel f6r polynomekvationer av grad fem och
hégre. For att 16sa denna typ av ekvationer behévs dirfor i de flesta fall
numeriska metoder,

Ta reda pd hur Newton-Raphsons metod {61 ekvationslosning fungerar.
Redogor for idéerna bakom metoden och hirled dess formel.
Anvind Newton-Raphsons metod for att 16sa ekvationen x° + 3x = 1

. . . 5
Anvind Newton-Raphsons metod foér att hitta ett narmevirde till ¥2 med
tre korrekta decimaler.

Newton-Raphsons metod forutsitter att man forst gissar en rot till ekva-
tionen. Hittar man alltid den rot till ekvationen som man soker, oavsett
vilken férsta gissning man gér? Motivera ditt svar.

GODISSTRUTEN

Emelie ska silja hemlagat godis p& en marknad. Hon har fatt en bunt papper
som dr cirkelformade och undrar hur hon ska klippa till dessa for att struten
som hon ska ha godiset i ska f4 s& stor volym som mojligt.

Ur ett papper med formen av en cirkelskiva med radien r klipper hon forst
ut en cirkelsektor. Direfter sammanbinder hon snittytorna si att det bildas
en kon. Se figuren hir under.

Vilken ér d;{ stérsta mojliga volymen av konen som Emelie kan skapa pa
detta sitt?

Hur stor cirkelsektor ska hon klippa bort fran cirkelskivan for att f den
maximala volymen?
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I}J For att skapa en damm har man byggt en vall som dr 150 m lang och 12 m Tank dig att du ska resa till en plats langt bort frén jorden. Den gravitations- n
': hog. ‘ kraft F som jorden paverkar dig med kommer att avta med avstdndet r till 7
l_J Anta att den sida som méter vattnet ér lodrit. Bestim ett uttryck for den jordens centrum enligt Newtons gravitationslag &
L hydrostatiska kraften dF N pa en horisontell remsa pd djupet & m och F=G ’”1# E |
L med tjockleken dh m. Tjockleken dh pa remsan antas vara sa pass liten att r H
r:_; det hydrostatiska trycket med god approximation endast beror av det dar sm, ochm, dr din respektive jordens massa. =
= djup h remsan befinner sig pa. Se figur. Berakna det arbete som krivs for att ta dig frdn jorden till manen. [‘E
¥, | Berdkna med hjalp av en generaliserad integral det arbete som krivs for o
att ta dig (i princip) odndligt lingt bort fran jorden.
Flykthastigheten ar den hastighet som ett foremal mdste ha for att ha till-
< rdckligt stor rorelseenergi for att kunna frigora sig fran en himlakropps

gravitation. Harled ett uttryck for flykthastigheten.

Bestdm flykthastigheten frédn jorden, vért solsystem och frdn Vintergatan.

Virdera dina svar och ange de viktigaste felkillorna.

Berdkna den totala hydrostatiska kraften mot vallen om dammen &r fylld

till bradden.

[ sjilva verket dr den sida av vallen som méter vattnet oftast inte lodrit.
Anta i stillet att den sidan bildar vinkeln 30° mot en lodlinje och berikna
det totala hydrostatiska trycket mot vallen om dammen 4r fylld till brad-
den.

Ta reda pd hur en verklig dammvall dr konstruerad och fundera Gver var-
for den ser ut sa. Vilka sikerhetsmarginaler riknar man med nir man

konstruerar en dammuvall?
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DESIGNA EN SKAL ’ TID UPP, TID NER

Ett foretag ska tillverka en serie nya plastskélar i olika farger. Om du kastar en boll rakt upp i luften, s tar det en viss tid for bollen att ng

Den forsta skélen dr en ny godisskél. Designteamet har kommit fram till sin hogsta hojd och en viss tid for bollen att sedan dterviinda till kastets

att skdlens diameter vid ppningen ska vara 12 cm och dess hojd 8 cm. utgdngspunkt. Men vilket tar lingst tid, firden upp eller fallet ned? Eller tar

Formen kan approximeras med en kurva av typen y = kx?. Designteamet firden upp lika ling tid som fallet ned?

REUUVIONINULUFFPLIFIEK

vill veta hur mycket skdlen kommer att rymma. Bestdm skélens volym
med hjilp av skivmetoden.

AN y
y = kx?

N

For att godisskdlen hir ovanfor ska kunna std maste den limmas fast pa
en botten. Foretaget vill ddrfor att du ska designa en variant av skélen

Utga fran Newtons andra lag. Bortse frén luftmotstandet och still upp
den differentialekvation som beskriver rérelsen hos en boll som du kastar
rakt upp iluften. Los differentialekvationen och visa att det tar lika ling
tid for bollen att nd sin hogsta punkt, som det tar f6r bollen att falla till-
baka till utgdngspunkten.

Antag i stillet att luftmotstandet F, dr en kraft som 4r proportionell mot
bollens hastighet, dvs. F; = —kv. Visa med hjilp av Newtons andra lag att
bollens rorelse nu kan beskrivas med differentialekvationen

" k ! _
h (t)+ah(t)——g

ddr h(t) ar bollens hojd 6ver marken vid tiden ¢ s.

Formulera sjalv lampliga begynnelsevillkor och virden p& de ingdende

H3141DddNSININSINOGaY

som har en cirkuldr bottenyta att std pa. De vill att skélens diameter i konstanterna. Los dérefter differentialekvationen och berikna den tid det

Sppningen ska vara 12 cm och att skilens hojd ska vara 8 cm. Bestim en tar for bollen att nd sin hogsta punkt respektive den tid det tar for bollen

i i - i kal med cir- . - R i g
andragradskurva som vid rotation runt y-axeln beskriver en skil m att frin den hogsta punkten dter n kastets utgdngspunk.

kulédr bottenyta. Du far sjilv avgora vad som blir en lagom diameter for

botten. Berdkna sedan skalens volym, Virdera din 16sning noga. Hur péverkas resultatet av bollens utgdngshas-

tighet och virdena pa konstanterna k och m ?
My

FAGELBAD

Ett konformat fagelbad fylls med vatten d4 det regnar. Under en varm
sommardag nir solen ligger pd avdunstar vattnet med en hastighet som
antas vara proportionell mot arean av vattenytan. Vattennivén i figelbadet
var vid ett visst tillfdlle 50 mm riknat frén konens spets, och efter tvd

timmar hade halften av vattnet férsvunnit. Figelbadets bottenvinkel dr 120°.
f{t)

Ta reda pa hur man anvinder integraler for att berdkna volym med hjilp
av den sd kallade skalmetoden. Redogér for hur metoden fungerar och
lista ut hur du kan anvidnda denna metod for att beridkna volymen av de
béda skélarna ovan. Berdkna ocksa volymerna.

* Diskutera for- och nackdelar med de olika metoderna.

V v=120°

** Hur lang tid tar det tills allt vatten i fagelbadet har avdunstat?
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MATNING MED MARKNING

Ett foretag ska formge en serie nya skilar. En av skélarna ska ha en cirkulér
bottenyta med radien 7 cm och en cirkuldr 6ppning med radien 12 cm. Ska-
lens hojd ska vara 13 cm och dess ytterkant sedd frén sidan ska kunna
approximeras med kurvan y = kx* — m (se figur).

‘\ Ny Il
L) [}
-+ 7
‘\\ 20 Jy=kd-m
A ’
Ay ’
\ 15+ 1]
\\ ‘f
10+
5..
X
— S e S
-14 -12 -10 -4 % -4 -2 2 4 g 8 10 12 1
~ L
~ ’
\"-.\:5“ __—”

Bestdm skdlens volym med hjilp av skivmetoden.

Designa tvé liknande skdlar vars respektive volym ér 3 liter.

Eftersom skélarna dr tankta att anvdndas vid bakning, sa vill foretaget att
man pé insidan av skalen ska kunna ldsa av volymen. En av dina treliters-
skdlar ska ha sddana markningar for varje liter. Bestam pa vilka hojder
dessa markningar ska sitta.

Ta reda pd hur man anvinder integraler for att berdkna volym med hjalp
av skalmetoden. Redogor for hur metoden fungerar och lista ut hur du
kan anvdnda denna metod for att berdkna volymen av nagon av skdlarna

ovan. Berdkna ocksé den volymen.

Du behirskar nu tvd olika metoder f6r att berikna volymen av en rota-
tionskropp: skivmetoden och skalmetoden. Diskutera metodernas for-

och nackdelar.

NARMARE OCH NARMARE TALET e

Du ska nu fé ldra dig ett sitt att berdkna viarden ™y
av f(x) = ¢ déd x ligger i ndrheten av 0. Ett sitt
att gora detta dr att ersitta f(x) = ¢*med ett for-
stagradspolynom som p4 ett bra sitt approxi-
merar kurvan dér x = 0. Det betyder att man /
approximerar f{x) = ¢* med tangenten till ¢* i __/

denna punkt.

N

1

Bestdm ekvationen for tangenten till kurvan y = ¢* dir x = 0 och rita den
tillsammans med kurvan y = e* i ett koordinatsystem.

Berdkna med hjilp av den tangenten ett approximativt virde pa f(1) = e.

[ den tidigare uppgiften bestimde du en rit linje y = g,(x), vars y-virde g,(0)
var lika med f{0) och vars derivata g, '(0) var lika med f'(0). Den rita linjen
ligger ndra kurvan y = ¢* f6r x-virden nira 0, men ger sdimre approximatio-
ner ju langre bort frdn x = 0 man kommer. En funktion som bittre borde
kunna approximera f{x) = ¢* nira x = 0 4r en polynomfunktion av andra
graden: g,(x) = a,x* + a,;x + ay. Om denna funktion ska vara en bra approxi-
mation av f(x) = ¢* nara noll bér féljande villkor vara uppfyllda:

£:(0) = f0) (1)

£'0)=f(0) (2)

£"(0)=f"(0) (3)
Bestim det andragradspolynom: g,(x) = a,x* + a,x + a, som uppfyller de
tre villkoren och rita grafen till polynomet tillsammans med grafen till

flx) = ¢* i ett koordinatsystem. Beriikna med hjélp av detta polynom ett
approximativt virde pd e.

Utveckla metoden hir ovanfor s att du med hjilp av den kan fi ett dnnu
bittre varde pd e. Férklara varfor din metod fungerar och visa att du med
hjilp av din metod kan bestimma ett virde p e med fyra korrekta deci-
maler.

Fundera pa om metoden kan generaliseras pd négot sitt. Formulera tvé
olika problem som skulle kunna lésas med samma metod. Los problemen
som du har formulerat.

Diskutera metodens fortjanster och begrinsningar. Vilka méjliga anvind-
ningsomrégden kan det finnas fér metoden?
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TOMMA POOLEN

Swimmingpoolen i bilden har en cirkulir kantlinje med radien 3,0 m. Poo-
lens tvirsnitt foljer formen av en parabel med ekvationen y = 0,2x* Nér
man tdmmer poolen pumpar man vattnet over kanten och ner i en vatten-
brunn. Hur stort arbete behovs for att témma poolen?

A 2

LANGDEN AV EN KURVA

Om man later en kedja hinga fritt mellan tva punkter, sa far kedjan formen
av den kurva som brukar kallas kedjelinjen. Ar 1691 kunde den schweiziske
matematikern Johann Bernoulli visa att kedjelinjen kan beskrivas med ekva-

tionen
X
y=a-cosh =
a

dir a dr en konstant och cosh x dr funktionen cosinus hyperbolicus

e+e™
2

cosh x =

Du har tidigare beriknat arean under en kurva med hjilp av integraler. Det
dr ocksd mojligt att beridkna lingden av en kurva med hjélp av en integral.

Forklara hur man med hjélp av en integral kan berdkna lingden aven
kurva.

—X

mellan

Berikna lingden av kurvan y = i
x=1ochx=2.

Visa att lingden s av en kedjelinje mellan x = b och x = b bestims av

.. b . . , )
uttrycket s = 2a sinh =, ddr sinh x 4r funktionen sinus hyperbolicus
a

ef—e™*

2

sinh x =
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CELLEN

Minniskokroppen bestar till tvé tredjedelar av vatten. Nistan 70 % av detta
finns i kroppens celler. Vatten ir livsviktigt for att cellerna ska fungera, och
uttorkning av cellerna kan leda till celldod. Men det finns organismer, t.ex.
jastceller, vars celler kan dverleva dven om sd mycket som 99 % av vattenin-
nehallet forsvinner.

Om en cell forlorar vatten, sd sker det framst genom cellytan. Det dr ddrfor
rimligt att anta att volymforandringen sker med en hastighet som ir pro-
portionell mot cellytan. For enkelhets skull antar vi att cellen helt bestir av
vatten.

Att volymfoérandringen for en cell sker med en hastighet som ér proportio-
nell mot cellytan kan uttryckas med differentialekvationen

v
E =—k-A(®)

ddr A(t) 4r den funktion som beskriver cellytans area vid tiden ¢ timmar.

For att 16sa differentialekvationen behdver vi uttrycka A(#) i termer av
V(1). Vi antar darfor att det finns ett samband mellan arean och volymen
som beskrivs av ekvationen

Ay =d - (V(1))F
for ndgon proportionalitetskonstant d och négot tal p. Visa med hjilp av
ett exempel att virt antagande dr rimligt och undersok vad som skulle

kunna vara ett rimligt virde pd p. Ansitt ocksd ett tinkbart virde pa kon-
stanten d och motivera ditt val.

Ta reda pa vad som &r en rimlig volym for en jistcell och 16s differential-

ekvationen av_ —k - A(1) givet att cellens volymen minskar till en tred-

dt
jedel pd 6 timmar. Hur mdnga timmar tar det enligt modellen innan cel-
len 4r helt uttorkad? (Om du ska lgsa differentialekvationen algebraiskt

behover du ta reda pa hur man 16ser separabla differentialekvationer.)
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FROSPRIDNING DRINKGLAS

Blommor sprider sina fron pé olika sitt. Vissa blommor sprider sina fron | Ett glasbruk har designat ett nytt drinkglas och vill nu ta reda pa hur mycket
med hjilp av djur som t.ex. myror eller bin, andra endast med hjilp av vin- glaset rymmer. De anlitar dig f6r uppdraget och skickar sedan till dig en
den. I en studie undersokte en grupp amerikanska forskare hur langt fran en skiss av glasets form, med matten angivna i centimeter,

viss planta frona hamnade. For arten Cardamine Pensylvanica ser du resulta- Bestam med hjalp av skissen glasets volym.

tet av studien i tabellen hir nedanfor.

Avstand fran ! Antalet fron pa detta
plantan mitt i meter ‘ avstand fran plantan

HILH D NSININSIADGEY

0sx<1 | 462

1<x<2 ' 115

2<x<3 _ 31

3sx<4 | 12

4=2x<5 2

I \

Bilden visar viixten Cardamine Sammanfatta informationen i tabellen i ett histogram. Anpassa direfter
Ritensiseom HLIOWAMITE Siskie en exponentialfunktion f{x) = Ce* efter virdena i tabellen, dir f(x)

som Cardamine Pensylvanica. j o
beskriver frospridningen x meter fran plantan. (

Forklara varfor sannolikheten P(a < x < b) for att ett fré hamnar mellan

a och b meter frin plantan kan beriknas med formeln
b

] ) dx [ Pa glasbruket finns det intresse av att ta fram nya former for bade dricks-
Plasx<bh)=%—— glas och vaser. Designa ditt eget dricksglas eller en vas och bestdm sedan

[ flx) dx dess volym med hjilp av integraler.

0

Bestim sannolikheten for att ett fro hamnar mellan 0,5 m och 1,5 m frin
plantan.

Bestim sannolikheten {or att ett fro hamnar mellan 0 och 1 meter frédn
plantan. Berdkna ocksd denna sannolikhet utifrin virdena som finns i
tabellen. Jamfor och diskutera resultaten.

Inom statistiken finns ett begrepp som kallas vintevirde. Om vi antar att
frospridningen kan beskrivas med funktionen f; s kan vintevirdet i vért
exempel beriknas med formeln

j‘x - flx) dx
V i

Ofmf(x) dx

Ta reda pd hur vintevirdet kan tolkas i det hdr exemplet. Berdkna sedan
vintevirdet med hjilp av formeln hér ovanfor och diskutera tillforlitlig-
heten i ditt svar. For att kunna 16sa denna uppgift algebraiskt behover du
ta reda pd hur man utfor en partiell integration.
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MANTELAREAN AV EN ROTATIONSKROPP BIOSALONGEN

Du har tidigare bestimt volym av rotationskroppar med hjilp av integraler. ' De flesta biosalonger i dag har s kallad gradidng. Det betyder att de bakre
Med en liknande metod kan man ocksé bestimma mantelarean av en rota- stolsraderna dr upphdjda i jamférelse med de frimre. I en viss biosalong 4r
tionskropp. gradingvinkeln 22°. Salongen har en 8 meter hog bioduk som ir placerad

tre meter frén golvet och tre meter fran den forsta stolsraden.

HILHIDddNSININSIAOGIY

AN y
P4 vilken stolsrad ska du sitta dig sa att du ser s& bra som méjligt, dvs. for
vilket vdrde pd x maximeras synvinkeln o i figuren hir nedanfér? (Vi rik-
nar med att dina 6gon befinner sig ca 1 meter frén golvet nir du sitter
ner.)
); y
8m
|
Om vi later kurvan y = f(x) rotera runt x-axeln i intervallet a < x < b bildas K
en rotationskropp. - " 3m
Mantelarean av denna rotationskropp beriknas med integralen &
b — N
21 foO1 + (F(x))? dx Sl
a
Om man later kurvan y = 2x rotera runt x-axeln i intervallet 0 < x < 3 bil- For att 16sa den hér uppgiften kan du behéva ta hjilp av digitala hjalpmedel. |

das en kon. Bestdim mantelarean av konen med hjilp av integralen hir
ovanfor.

Hirled en formel f6r mantelarean av en kon med radien r och hojden h
genom att lata en ldmplig funktion av formen y = kx rotera runt x-axeln.
Visa att din formel gverensstimmer med formeln for konens mantelarea.
Samma teknik som du anvinde ovan kan anvidndas for att hirleda for-

meln for arean av en sfar. Still upp ekvationen for en cirkel med centrum
i origo och radien a. Los ut y som en funktion av x.

Om du liter kurvan du'bestimde i foregdende uppgift rotera runt x-axeln
bildas en sfir med radien a. Bevisa att mantelarean av sfiren ges av for-
meln M = 4na?.

-
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? Ibland gar det langa
perioder utan banbrytande ‘
matematiska upptackter

och sedan kommer flera
slagislag. Vad kan det bero ‘
pa? |

? Det &r relativt fa

kvinnor som namns har. ‘
Diskutera vad det kan bero

pa. |
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Matematikens historia

En tidsresa

Hir presenteras en kortfattad gversikt av matematikens historia, fran det

gamla Egypten till Andrew Wiles bevis av Fermats sista sats. P4 en tidsaxel

har vi placerat in nagra av matematikhistoriens mest avgérande hindel-

ser. Som du ser sd blir det titare mellan upptickterna nir vi narmar oss

modern tid. Darfor har vi gjort en separat tidsaxel for tiden frin ar 1600

till vira dagar.

Egyptierna anvdnder
ett additivt talsystem
med basen 10.

Mayafolket anvander

Babyloniernas talsystem

ett positionssystem
med basen 20 och

dar ett positionssystem
med baser60.

dessutom en symbol for

talet 0.

Spartanerna anvander en
scytale for att kryptera
meddelanden.

|

[ Eudoxos (ca 408-355 f.Kr) ldgger

grunden till integralkalkylen.

)

Leonardo Fibonacci (ca 11770-1250)
presenterar i sin bok Liber abbaci de
arabiska siffrorna och positionssystemet.

|

2
Det italienska "per cento”

f Euklides (ca 325-265 f.Kr.)
samlar datidens matematiska

kunskaper i sitt verk Elementa,
.

e —
Ett positionssys-

utvecklas till procent och
procenttecknet,

o
Johannes Regiomontanus

Pythagoréerna, ett
matematiskt och

religiost sallskap
med Pythagoras
(ca 570-497 fKr) i
spetsen bevisar
Pythagoras sats.

-
Erathostenes (ca 285-200 f.Kr.)
| bestdmmer jordens omkrets.

\

Arkimedes (ca 287-212 f.Kr)
utvecklar Eudoxos metod ach &r
infinitesimalkalkylen pa sparen.

Bestdmmer klotets volym.

—  (780-850) ger

tem med basen 10
anvands i Indien
och |agger grunden
for vart talsystem.

Al Khwarizmi

namn at algebran,J
L

Hipparchos (ca 130-125 fKr.),

trigonometrins fader, konstruerar

trigonometriska tabeller.

(1436-1476) skriver sin bok

L omn trigonometri.

-

Cerolamo Cardano, Scipione

Tartaglia hittar I6sningen till
tredjegradsekvationen

' N\
De italienska matematikerna

del Ferro och Niccolo Fontana

J

Lodovico Ferrari (1522-1565)
visar [sningen till fjarde-

-

gradsekvationen.
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| bérjan av arhundradet
konstruerar John Napier

(1550-1617) och Henry Briggs

.(1561_1630) Iogaritmtabel[er.J

(William Oughtred (1575-1660)
konstruerar réknestickan.

' R
Pierre de Fermat (1601-1665)

utvecklar en metod for att
berdkna extrempunkter.

I F )
René Descartes, (1596-1650)
publicerar en bok i geometri
dar han presenterar

koordinatsystemet.

Bonaventura Cavalieri (1598-1647)
utvecklar integralkalkylen genom sina

publikationer under aren 1635-1647.

Blaise Pascal (1623-1662) och
Pierre de Fermat utvecklar
sannalikhetsldran.

|saac Barrow (1630-1677)
bestdmmer tangentens
ekvation till kurvan y = vx.

I slutet av arhundradet infér
Isaac Newton (1642-1727) och
Gottfried Wilhelm von Leibniz

(1646-1716) oberoende av
varandra begreppet derivata.

[ —————
Leonhard Eulers
(1707-1783) forsta
matematiska verk
utkommer. Han
publicerade 886
bocker och skrifter
och var betydelse-
full inte minst
inom differential-
kalkylen. Han infér
beteckningen i for
den imaginara '

enheten.

Pehr Wargentin (1717-1783)
startar Tabellverket, varldens
dldsta statistiska ambetsverk,

Carl Friedrich
Gauss (1777-1855)
bevisar algebrans
fundamentalsats

Sophie Germain
(1776-1831) lyckas
bevisa delar av
Fermats sista sats.

Bernardo Bolzano
(1781-1848) ger en
mer exakt definition
av derivata

Florence Nightingale
(1820-1910) blir som forsta
kvinna invald i Royal
Statistical Society for sina
L insatser inom statistiken.

en professur vid Stockholms
hégskola och blir ddrmed

Sveriges och varldens forsta

! kvinnliga matematikprofessor.

-
Sonja Kovalevsky (1850-1891) far

[ George Gallup (1901-1384)
genomfor den forsta
L opinionsundersgkningen.

Svénska Gallup-
institutet hildas.

(ENIAC (Electronic Numerical
Integrator And Computer),
den fdrsta elektroniska
datorn tas i bruk.

Narrmannen Niels Henrik Abel (1802-1829)
visar att det inte finns nagon allman
16sning till femtegradsekvationer.

|
Den svenske
matematikern Lars
Hormander (1931-2012)
far Fieldspriset,
matematikens
nobelpris.

Den forsta minirdk-
naren med minne och
inbyggda matema-
tiska funktioner
bérjar sdljas.

[

Andrew Wiles (f. 1953) bevisar ]
Fermats sista sats.
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