Facit

Talteori

1101

1102

1103

1104

1105
1106

1107

1108

1109
1110

a) 210
b)2310

a)2%-13
b)2-3?
) 3-137
d) 28

a)1,3,5,15

b 1,2,4,8, 16

1,13
d)1,2,3,5,6,10, 15,30

a) 11 har endast triviala delare,
dvs.1och 11

b) 11 dr inte delbart med nagot
primtal p < V11, dvs. 2 eller 3

4

Alla jaimna tal 4r delbara med 2
och for alla jamna tal a > 2 4r
inte 2 en trivial delare

Bide Emma och Klara har ratt
faktorisering. Det 4r bara ord-
ningen mellan faktorerna som
skiljer, sa faktoriseringarna r
lika. Emma har alltsa fel nar
hon sager att Klara har gjort fel
och Klara har ritt nir hon siger
att bida lésningarna dr korrek-
ta.

Hefi har ritt. Eftersom alla
primtal dr storre dn 1 gar det
inte att primtalsfaktorisera
negativa tal, s§ =25 ska inte vara
med i uppgiften.

6
a) 25,26,27,29

b) 30
c) 28

172 raciT

1111 Om det finns ett heltal k, sidant

att a = bk (a och b heltal), s& ger
ledvis division med b att

% = k. Eftersom k var ett heltal

sd motsvarar det den andra
definitionen.

1112 Allan=0
1113 a) 3och 5;5 0och 7; 11 och 13;

17 och 19
b)3,50ch 7

¢) Lat det minsta talet vara
a{a>3). D4 dr de dvriga
talen b = a + 2 respektive
c=a+4.0m3irdelareia,
sd dr a inte ett primtal. Anta
dirfor att 3 inte dr delare i a.
D4 géller antingen a = 3k + 1
ellera=3k+2,dir k> 14r
ett heltal. I forsta fallet far vi
b=a+2=3k+1+2=
=3k+3=3-(k+1),dvs. b
ar delbart med 3 och ddrmed
inte ett primtal. P4 samma
sdtt ger det andra fallet
c=a+4=3k+2+4=
=3-(k+2),dvs. att cinte ir
ett primtal. S8 om a > 3, sd dr
antingen a, b eller ¢ delbart
med 3 och didrmed kan inte
tre pa varandra foljande
udda tal (férutom 3, 5 och 7)
vara primtal.

1114 Eftersom p > 2 och g > 2, s8 dr

béade p och g udda primtal. D&
ar p + g ett jamnt tal och dér-
med giller p + g = 24, f6r nagot

heltal a. Eftersom a = ptq

ochp<g,sagillerp<a<y.
Men mellan p och g fanns enligt
forutsittningarna inget primtal
och da finns heltal b och ¢ sida-
na att g = bc. Didrmed giller
p+q=2-b-c dvs. summan
kan skrivas som en produkt av
(minst) tre primtalsfaktorer.

1115

1116

1117

1118

1119
1120
1121
1122

1123
1124
1125

a) 2,3
b)2,3,7
c) 2,5
d)2,5

a) 22.5°
b)3-41

) 3-283
d)2-3.5-7-11
a) kvot 1, rest 2
b) kvot 4, rest 3
¢) kvot 0, rest 3
d) kvot 10, rest 0

a) Klockan ir elva.

b) Klockan visar tio minuter
Gver nio.

0,1,2,3,40ch5
T.ex. 33 318
T.ex. 3 och 14

Nina kan ha tagit maximala
antalet gdnger som 6 gdri 35
och ddrmed fitt kvoten 5 och
resten 5. Peter kan ha forsokt
hitta en kvot k, som gor att 6k
4r sd ndra 35 som mojligt. D&
blir k = 6 och resten —1.

113
T.ex.3 111324

Enklast blir det formodligen om
kvoten ér 1 och resten dr 2. D4
madste namnaren vara minst 3.
T.ex. uppgiften: Ange kvot och

= o 5
rest for divisionen 5.”

1126 August har sannolikt tinkt att

1127

1128

1129

1130
1131
1132

1133

man maste kolla alla tal som &r
mindre dn 887, men inte de
som &r storre eftersom ett posi-
tivt tal aldrig kan vara delbart
med ett storre tal dn sig sjdlvt,
Hugo vet att ett tal gdr att prim-
talsfaktorisera och att man dir-
med bara behover undersoka
om 887 dr delbart med nigot
primtal. Maja tinker formodli-
gen att om vi tar ett primtal

D > 443, sd kommer 2p > 887.
Alltsa behéver man inte under-
soka dessa primtal. Bernt inser
att om inget av primtalen min-
dre &n 31 delar 887, s& méste
887 = ab dir bade a och b 4r
minst 31 om inte 887 ska vara
ett primtal. Men d4 blir ju pro-
dukten db som minst

31-31 =961 > 887. Alltsa
behéver man bara underséka
delbarhet med primtal

p< V887 = 29,8 dvs. primtal
upp till och med 29.

Eftersom AB ir ett tvisiffrigt tal,
s giller att A + B antingen &r 9
eller 18. A+ B=9 ger

B =9— A och da giller att talet
irl10A+B=10A+9-A=
=9.(A+1),som ir delbart
med 9.0mA + B =18, s8 ir
talet 99 =9 - 11 och det 4r for-
stds ocksd delbart med 9.

Alla naturliga tal kan skrivas
n=100a + b, dir a = 0 och

0 < b <99 ér heltal. Enligt forut-
sittningarna dr b delbart med 4,
dvs. vi kan skriva b = 4k for
négot heltal k. Vi far

n=100a + 4k = 4(25a + k),
som visar att n dr delbart med
4,

Eftersom a|b, sa giller b = ak for
nagot heltal k (# 0). D4 giller

b? = (ak)? = a*- k2, dvs. a?|b?
V.SV

a) 3

b) 5

a)3

b) 3

a) Tiex. 1,6 och 11

b) T.ex. 0,7 och 14

Aoch B

1134 T.ex. att de har samma rest vid

1135

1136
1137

1138

1139

1140

1141

1142

1143

1144

1145

1146
1147
1148

1149

1150

division med 10

a) 12=17 (mod 5)
b) 43 =23 (mod 10)
3

a)x=1

b)x=0

a)x=6

b)x=2

a) T.ex.-15,-7,9

b) 1 + 8n, ddr » 4r ett heltal.

Om a=b (mod n) sd har a och
b samma rest vid division med
n.Ddkanviskrivaa=kn+r
respektive b = kyn + r. Vi fir
a-b=(kn+r)—(kyn+r) =
= (k, = k,)n = kn f6r ndgot hel-
tal k. Alltsa giller n|(a — b) v.s.v.

Vilket dr det minsta naturliga
tal x, som uppfyller
79— 16=x (mod 7)?

Det dr 63 dagar mellan dessa
datum och 63 har resten 0 vid
division med 7. Allts4 4r det
samma veckodag for dagar som
infaller med 63 dagars mellan-
rum.

a)ym=1
bym=1

a)a=0
bya=2
cda=1_

a)5
b)6
)1

Oktober f

16.00

a) 26 039 =26 000 +39=
=0+ 0=0 (mod 13), som
visar att 26 039 ir delbart
med 13

b) 1734=1700+34=
=0+0=0(mod 17), som
visar att 1 734 4r delbart med
17.

a)9
b)1
a)u=2
b)u=20

1151 Tex. u=0,u=9
1152 ABCD=1000-A+100-B +

10-C+D=A+B+C+D
(mod 9), eftersom 999, 99 res-
pektive 9 dr delbara med 9. S&
omsummanA + B+ C+ D ir
delbar med 9, sa ir dven talet
ABCD det.

1153 a) x =2k + 1, k 4r ett heltal

Lasning: Att 2x=2 (mod 4)
betyder att 4|(2x - 2) dvs. att
2x — 2 = 4k for ndgot heltal k.
Loser viut x fir vi
x=2k+1.

b) x=2n+ 1, ddr n ir ett heltal.
Lésning: Att x*=1 (mod 8)
betyder att 8|(x? — 1), dvs. att
x? — 1 = 8k fér nagot heltal k.
Om vi faktoriserar VL, sd far
vi{x—1)(x+1)=8k.Omx
ar ett udda tal, s& kommer
bada faktorerna i VL att vara
jimna tal. Eftersom de dess-
utom foljer pd varandra, sd
madste ndgot av talen vara
delbart med 4. Det foljer att
VL d4 kan skrivas som
2 4« k = 8k for nagot heltal
k. Likheten 4r alltsd uppfylld
for udda tal x, dvs.

x =2n+ 1, n dr ett heltal. Det
finns inga andra tal x som
uppfyller likheten eftersom
om x vore ett jaimnt tal, s&
blir VL produkten av tvé
udda tal vilket aldrig kan
vara delbart med‘S.

¢) x=7n+ 1 ddr n ér ett heltal.
Losning: Att 5x— 10 =
=30 (mod 7) betyder att
7|(5x — 40) dvs. att
5x — 40 = 7k for ndgot heltal
k. Loser vi ut x fir vi

7k +40 7k
x="—— =

5 5

Detta dr dock inte ett heltal
for varje heltal k. For att
detta ska gilla maste k vara
delbart med 5, dvs. k = 5m
for ndgot heltal m. Vi far:

_7:5m

5

varje heltal m. Dessa 16sning-

ar skrivs enklare x = 7n + 1

ddr » dr ett heltal.

+8="7m+ 8 for

X
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1154

1155

1156

1201

1202

1203

1204

1205

1206

1207

1208

1209

1210

a=b (mod n) betyder att

a="b + kyn, for ndgot heltal k,.
P4 samma sitt dr c = d + kyn,
for négot heltal k,. Det ger
atc=b+kn+d+kn=
=b+d+(k+k)n=

= b+ d + kn, f6r nagot heltal k.
Alltsé géller atta+c=b+d
(mod n).

Om a=b (mod n) sd dr ocksd
a-a=b-b(mod n) enligt rik-
nelag 2. Genom upprepad
anvindning av riknelag 2 far vi
att.a? = b? (mod n) for alla posi-
tiva heltal p.

Lat talets siffror varaa,, a, _,,
.. a4y, ag. Talet har dé vdrdet
10" -a,+ ... + 10 - a, + a,. Det
géller att 10" =1 (mod 3) for
alla naturliga tal . Alltsa giller
10"-a,+...+10-a, + ay=
=1"-a,+...+1-a,+ay=
=a,+ ... +a;+a,(mod3). 54
om summan a, + ... +a, + g
ir delbar med 3, s dr dven det
ursprungliga talet det.

a) Sluten formel

b) a, =38
a) as = 27,5
b) bs = 48

a)4+8+12+16+20
b) 2,4, 10, 28, 82

a) éZk
k=1
5
b) X (3k-1)
k=1
19
c) Y 7k
k=1

a) 31 st
b)a,=4;a,=a,_,+3 for
n > 2 respektive a, =3n + 1

a)a,=n’forn=1,...,5

by b =Lforn=1,2,3...
n n

a)n=19
byn=3

6
a)ZZk
k=1
6
b) X, 3.2k
k=0

a) 20 st
b) n? + n st

ISP
k=1

174 rFaciT

1211 7,11,15,...,35
1212 g,,=138
1213 a) Differensen mellan varje
term 4r konstant (d = 3)
b) 5,5 = 851
1214 a) a,, = 42
b) s, = 1512
1215 a) 2,5,8,11
b) Ja (d=3)
¢)a,=2a,=a,_,+3for
n>1
1216 98 st
1217 5,5 =495
1218 4, = 13

1219 a) 5,5 = 2 000
b) 5,5 = 3 400
1220 a) For att bilda figur 4 behovs
15 prickar och for att bilda
figur 5 behovs 19 prickar.
b)a,=4n-1
100(3 + 399
<) Sip0 = ”(2—) =
=20100

1221 a) a,=11-2n
b)s, = 10n—n?

1222 Talfoljden kan beskrivas
a,=a, +(n-1)d,ddra; #0.

q mia, +a
s.= lim mia, & ay) =

nt — oo

lim m(a, +a; + (m—1)d) _

N o 2

2may + m(m—1)d

= lim

m-— =
Om d =0, s giller s,, = = om
a,>0ochs, =—=oma, <0.
Omd > 0 s8 giller s, = o och
omd < 0sdgillers, =—c,
oavsett virdet pa a,.

1223 a) a, = 2;k=3

b)a,=2-3""!
1224 a) 5st

b) a; =0,7; a5 = 437,5
1225 a)n=15

b) 5,5 = 440 000 (438 467)
1226 5, ~ 17 500

1227 a) s;, = 47,5
b) s,0=7,9

1228 a) 20 + 20 - 0,65 + 20 - 0,65% +
+ ... +20-0,65

b) 57 mg
1229 54 100 kr
1230 2,6 och 18
1231 g,=5-2"""
1232 5, =a, +ak+a )k + ...+
+aki!
ks,=ak+a >+ ...+
+a k" + a k"

o ks, —s,=(ak+akr+. ...+
+a k" a k) -
—(ay+ak+aki+... +
+ a,k"~1) som efter forenk-
ling ger ks, —s, = a;k" —a,
s,(k—1) = a,(k" — 1) som ger

n_q
5, = ay(k )
k-1
1233 1 <n<168

1234 a) -1<k<1(dirk=0)
b)A=0om|k|<1;A=a,0omk
=1

V.S.V.

1235 a) Lat [k < 1.

o (k"=1)
s_ulgneo k-1 -
7u1(0—1)_ a,
= 1_kv.s.v

b) Fér att lim k" = 0 krivs att
1 —>oa

[k| < 1. Om inte det giller sd
kommer termerna antingen
att vara konstanta (k= 1), gd
mot e eller —co 1) alter-
nativt hoppa mellan positiva
och negativa virden utan att
nirma sig 0 (k <-1). Da kan
inte summan nirma sig ett
visst virde.

1236 a) VL=3;HL=2 -1+ 12=3,
Alltsd géller VL = HL for
n=1.

b)VL=3+5+...+2p+1+
2+ 1)+ 1=2p+p*+
+2p+2+1=p*+4p+3
HL=2(p+ 1)+ (p+ 1)Y=
=2p+2+4p2+2p+ 1=
=p’+4p+3
Sa VL = HL v.s.v.

1237

1238

c) T a) visas att likheten 4r sann
for n = 1.1b) visas att likhe-
ten giller for tvd pd varandra
foljande virden pé n, oavsett
vilket n man viljer. Darmed
har man bevisat att likheten
géller for alla heltal n > 1.

Forn =1 géller VL = 7 och HL
=2-12+5-1=7.S4VL=HL
forn=1.

Anta att likheten giller for ett
visst 1, sig # = p. Dvs. anta
7+11+ ...+ (7+4(p-1) =
=2p* + 5p.

Vad giller d& for n = p + 12
VL=7+11+...+
+(7+4(p-1)+
+7+4((p+1)-1))=

=2p? + 5p + (7 + 4p) enligt
induktionsantagandet.
SAVL=2p?+9p +7.
HL=2(p+ 1)*+5(p+1) =
=2p*+4p+2+5p+5=
=207+ 9p+7.

Alltsd galler VL = HL édven for
n=p+ 1, Dirmed ir pistden-
det sant for alla heltal n > 1.

For n =1 galler
VL=3-1+2=50ch
. .12
L7143
2
SaVL=HL forn=1.
Anta att likheten giller for ett

visst n, sag n = p. Dvs. anta

p 2
> (3m+2):*7p-;3p

m=1

Vad giller dé fér n=p + 17
p+l

VL=2 (3m+2)=
m=1

_Tpt 3y
2
enligt induktionsantagandet. S&

_13p+3p°+10

+3(p+1)+2

VL

2
HL:7(p+1);3(p+l) N
_Tp+7+3p*+6p+3 _

2
_13p+3p*+10
2

Alltsa giller VL = HL dven for
n=p+ 1. Dirmed &r pastden-
det sant for alla heltal n > 1.

1239 a) s, = n?

b)a,=2n-1

¢) Foér n =1 giller VL = 1 och
HL 17 =1.58 VL = HL for
n=1
Anta att likheten giller for ett
visst 1, sdg n = p. Dvs. anta
1+3+5+...+(2p-1)=
:P2.
Vad giller da forn =p + 12
VL=1+3+5+...+
+2p-D+2p+1)-1)=
=p?+ (2(p+1)—1) enligt
induktionsantagandet.
SAVL=p*+2p+1.
HL=(p+1)?=p*+2p+1
Alltsa géller VL = HL dven
for n=p + 1. Ddrmed ir
péstdendet sant for alla vér-
denpdnx1.

d) VL dr en aritmetisk summa

med # st termer, ddr a, = 1
och a, = 2n — 1. Insidttning i
formeln fér aritmetisk
summa ger
_n(l+(2n-1))

H 2
n-2n 4
=T, T n-=HL
Det blir ett kortare bevis med
formeln for aritmetisk
summa. Dock bdr man tinka
pé att det hir beviset bygger
pé att man tidigare har bevi-
sat den formeln, sd en del
nodvindigt arbete har ute-
lamnats hér.

V(

1240 For n =1 giller VL = 1 och

1241

31-1

HL ——=1.
2 1

SAVL=HL forn=1.
Anta att likheten giller for ett
visst 1, sdg 1 = p. Dvs. anta
14349+ ... +3 1=
==l

2
Vad giller d& forn=p + 12
VL=1+3+9+...+3 "+

p_
+3A”:3

! + 3P enligt

induktionsantagandet.
.30 _ pHl_
SAVL— 3-3/-1 _3 1
2 2
3p+i_q
2
Alltsd géller VL = HL dven for
n=p+ 1. Dirmed 4r pdstden-
det sant for alla positiva heltal.

HL =

For n =1 giller VL = g, och

1
HL = % =a,
S4VL=HL f6rn=1.
Anta att likheten giller for ett
visst n, sig #1 = p. Dvs. anta
ataktakt.. +akl=
_ (kP -1)
T k-1
Vad giller d& forn =p + 12
Ve=a,+ak+al®+...+
+a kP akh =
_ (K -1)
k-1
induktionsantagandet. S&

k-1 k-1

_a(kR -1tk k)
= —— =
_ar-1)
k-1
a) (Pt 1)

k-1
Alltsa géller VL = HL éven for
n=p + 1. Vi har visat att for-
méln dr sann f6r n = 1 och att
formeln dr sann for tvd pd var-
andra foljande virden pé n.
Dirmed 4r formeln sann for
alla virden pé n.

+ a,k? enligt

HL =
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1242

1243

_ 2P+ +6p+2+3p7 +6p+3+pt]

Mikael har i stort sett rdtt. Han
har visat att pastdendet dr sant
for alla heltal # = 1, men inte att
det giller for alla n. Det dr for-
stds lite ovanligt att anta att det
giller for n =k + 1 och sedan
visa att det d& galler dven for n
=k + 2, men det ir trots det
korrekt eftersom det dr tva pa
varandra f6ljande tal.

Forn =1 giller VL = 17 = 1 och
2-13+3-12+1_l
6

SaVL=HL forn=1.
Anta att likheten giller for ett
visst 1, sig n = p. Dys. anta
12+224 . +p*=
72-p3+3-p2+p_
- 6
Vad giller d& fér n =p + 12
VL=12+22+ ... +p*+
+(p+1)Y=
_2p+3-p4p

6

HL =

+(p+1)?

enligt induktionsantagandet.
2’ +9p7 +13p+6
s

SaVL =
HL =

_2Ap+ 1P 43+ D+ (p+1)

6

6
2P+ 9P+ 13p+ 6
N 6

Alltsd giller VL = HL édven for
n=p+ 1. Ddrmed dr pastden-

det sant for alla virden pd n > 1.

176 rrar

1244 Forn=1gillerVL=1-2=2
och HL =
1+ D +2)y 1-

3
SaVL=HL f6rn = 1.
Anta att likheten giller for ett
visst #, sig nn = p. Dvs. anta
1:2+2-3+...+pp+1)=
_plp+(p+2)

3
Vad giller d& for n=p + 12
VL=1-2+2-3+ ...+
Fpp+ D+ (pr(p+2)=
_pp+(pt2)

3

2-3:2.
3

+p+Dp+2)
enligt induktionsantagandet. Sa

vL=PetDp+2)

3
N 3(p+ Dip+2)

3
_p3)ptp+2)
3

HL =
_r D)+ D+ Dp+1)+2)

3
_+Dp+2)(p+3)
3
Alltsd giller VL = HL dven for
n=p+ 1. Dirmed dr pdstaen-
det sant for alla virden pd n > 1.

1245 For n =1 giller

1 1
VL—W—EOCh

1 1
HL=11773

SaVL=HLforn=1.
Anta att likheten géller for ett
visst 1, sig 1 = p. Dvs. anta

1 1

=—TiT—=_—El ... Cl:
1-2+3-4
+ L _— + ! +
2p-1)-2p p+1 p+2
1
+...+E
Vad gdller d& for n=p + 12
1 1
e o +
VL 1-2+3-4
1
Fo—t
(2p=1)-2p
1

TRpr - 2p+D

ptl p+2
2p @p+1)(2p+2)

enligt induktionsantagandet.

HL =
= L + ! +
p+H+1 (p+1)+2
R B
2p 2p+1 2p+2
1

R
1

=+ ——
p+2 p+3
+i+ ! + L

20 2p+1 2p+2
VL-HL=

1 1
_p+1+@p+nup+n_
S 1 + L —
2p+1 2p+2,

2(2p+ 1) 1

T@pr)Ept2)  @pr@Ept2)

@Cp+2)+(2p+1) _
~ (2p+D2p+2)
_(4p43)—(4p+3) _

(2p+1)2p+2)
Alltsd giller VL = HL dven for
n=p+ 1. Dirmed dr pastden-

det sant f6r alla varden pd n > 1.

1246 D4 n =3 dr n-horningen en tri-

angel som saknar diagonaler,
dvs. VL = d, = 0. Insiittning i
3(3-3)
s s
Alltsa giller formeln for n = 3.

formeln ger HL = 0.

Anta att pdstaendet dr sant for
n = p, dvs. antag att antalet dia-
gonaler i en p-hérning ar

-3 s
% stycken. Vi vill visa att
antalet diagonaler i en
(p + 1)-horning da kan beskri-
vas med uttrycket

L Dpr1-3)

ntt T D,

_p+D(p-2) _p’-p-2
2 2

Lat oss ddrfor undersoka vad

som giller for antalet diagona-

lerd, , ien (p+ 1)-hérning. Vi

utgdr fran en godtycklig

(p + 1)-h6rning. Tar vi bort ett

av hérnen fran var figur far vi

en p-horning som enligt

plp-3)
2

antagandet har

stycken

diagonaler. Hur ménga extra
diagonaler blir det om vi ligger
till hérn nummer p + 1 igen?
Fradn vdrt nya horn kan vi dra
en diagonal till alla andra horn
férutom hornet sjélvt och dess
tva grannar. Det ger
p+1-3=p—2 extra diagonaler.
Men nir vi lagger till vart hérn
kommer ocksd en av sidorna i
den tidigare p-horningen (mar-
kerad med rott i figuren) att bli
en diagonal. Vi far alltsd det
totala antalet diagonaler som:

_p(p2—3) +(p-2)+1=
_pp=3), 20-1) _
= TR
pl=3p+2p-2 p*-p-2
2 2
Detta dr samma uttryck som
formeln ger. Alltsd dr pédstdendet
sant ocksd for n = p + 1 och till-
sammans med fallet n = 3 bety-
der det att satsen giller for
samtliga n-horningar dér n > 3.
V.SV

1247 For n =1 giller VL = cos x och
_sin2x

T 2sinx
_2cosxsinx

: = COS X.
2sinx

SaVL=HLforn=1.

Anta att likheten giller for ett
visst 11, sig n = p. Dvs. anta
cosx+cos3x+ ...+

_sin 2px

cos (2p—1)x = Ssnx
Vad giller dd for n=p + 12

VL =cosx+ cos3x+ ... +
+cos (2p—1)x+cos 2p+ 1)x =
:'% +cos (2p + 1)x
enligt induktionsantagandet. S&
VL=

_sin2px+2sinxcos (2p+ 1)x
- 2sinx o
= {Vi utnyttjar formeln

Sin 1 cos v =
_sinfu+v)+sin(u—v),
- - )=
_sin2px . sin (x+ (2p + [)x)
2sinx 2sinx
= sin (x— (2p + 1)x)) =
2sin x

+

_ sin 2px-sin (2p + 2)x + sin (-2px) _

2 sinx
_sin(2p+2)x
- 2 sin x
HIL = sin 2(‘1.) + 1)x .
2 sin x
_sin(2p + 2)x
T 2sinx

Alltsa giller VL = HL édven for
n=p+ 1. Didrmed ér pastien-
det sant for alla \/yﬂen panz1
och x # mm.

1248 a) n=1gervirdet 1°+2-1=

3, som ir delbart med 3.

by (p+ 1) +2(p+1) =
=P +3p+3p+1+2p+2=
=P+ 2p) 32 +p+ 1)
Den forsta termen 4r delbar
med 3 enligt forutsittningar-
na och i den andra ingér fak-
torn 3. Ddrmed ér hela
uttrycket delbart med 3.

c) Att #® + 2n dr delbart med 3
for alla virden pad n > 1.

1249

1250

1251

a) Induktion kan inte, som i
detta fall, anvindas for att
visa att en olikhet giller for
alla reella tal storre 4n 2.

b) Viska visa att m? — dm + 4 > 0.
Men m? —4m + 4 =
=(m-2)?>0forallam>2.

a) Enligt potenslag dr 3f 7! =
—31.3=-3.30P

b) 3 -3 =3P+ 3P +3F och
2+ +1=2p+2+1

¢) Hir utnyttjar William induk-
tionsantagandet att
3¥>2p+ 1.

d) Hir utnyttjar William att for
alla p >0 sd dr 32 > 3°,

For n =0 dr uttrycket 0 ~0 =0
och eftersom 3|0 &r pastdendet
sant for n=0.

Anta att pastdendet dr sant for
ett visst 1, sdg n = p. Det inne-
bir att vi antar 3|(p’ - p).

Undersék vad som giller for
n=p + 1, med antagandet som
en forutsittning.
P+1P-(p+1)=
=p’+3p?+3p+1-p-1=
=(p*—~p) +3(p? + p) diir den
forsta termen dr delbar med 3
enligt induktionsantagandet
och den andra termen ér
uppenbart delbar med 3. Alltsd
ar pastdendet sant dven for
n=p + 1 och det betyder att
pastiendet dr sant for alla heltal
nz0.

FaciT 377




1252

1253

For n = 0 ir uttryckets vdrde 0
och eftersom 6|0 4r pastdendet
sant for n = 0.

Anta att pdstiendet 4r sant for
ett visst n, sdg n = p. Det inne-
bir att vi antar

6lp(2p+ 1)(7p + 1) ()
Undersok vad som giller for
n=p+ 1, med antagandet som
en forutsittning.

Insdttning avn =p + 1 ger
(p+1)(2p+3)(7p + 8) (*)

Vi skriver om uttrycken

() gerp(2p+ 1)(7p+ 1) =
=14p> + 9p? + p, som alltsd
antas vara delbart med 6
(yger (p+1)(2p+3)(7p+8) =
=14p> +51p* + 61p + 24 =
=(14p> + 9p* + p) +

+6(7p* + 10p + 4) dér den for-
sta termen 4r delbar med 6
enligt induktionsantagandet
och den andra termen &r
uppenbart delbar med 6. Alltsd
dr pastdendet sant dven for
n=p+ 1 och det betyder att
péstiendet dr sant for alla heltal
n=0.

a) N=5,VL=25>4-5=HL.
(Observera att olikheten
ocks3 dr sann for alla heltal
n < 0, men didremot inte for
1<n<4)

b) Induktionsantagande: Anta
att pastdendet r sant for
n = p, dvs. anta att 2° > 4p.

¢) Vill visa att VL — HL > 0 dvs.
att 22t —4(p+1) > 0.
22+l _4(p+1)=
:2.2P_4p_4:
=20+ 4p—4>20—4>
>25-4>0.
Alltsd 4r VL — HL > 0 ocksd

forn=p+ 1. |

d) Vi har visat att satsen dr sann '

for n = 5, och att om satsen
dr sann for ett visst tal n, sig
n = p, s& dr den sann ocksd
for nastfoljande taln=p + 1.
Vi har dirigenom visat att
satsen #r sann for alla heltal
nz=5.
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1254 For n =1 giller VL =

1
=1
1
0chHL=2—T:1.

SaVL<HLforn=1.

Anta att likheten giller for ett
visst 1, sdg nn = p. Dvs. anta

1 1 1 1
Sty <2-,
12+22+ p2 P
Vad giller dé for n=p + 12
HL-VL=2-— _
p+1
_i+l+ +i+;>
12022 T ph (1)
1 1 1
20— 24—
pt+1 p (p+1)2)
enligt induktionsantagandet.
Forenkling ger
1 1 1

p prl (17
_(p+1?-pp+1)—p _
plp+1)°

~ 1

Tplp+1)?
Alltsd giller VL < HL dven for
n=p -+ 1. Ddrmed &r péstden-

> ( eftersom p > 0.

det sant for alla varden pd n > 0.

1255 a) Fér n = 1 &r uttryckets virde

22°1-1 4 1 =3 och eftersom
3|3 dr pastdendet sant for
n=1

Anta att pastiendet dr sant
for ett visst n, sdg n = p. Det
innebir att vi antar
3[2%-1+1

Undersok vad som giller for
n=p+ 1, med antagandet
som en forutsittning.
Insdttningavn =p + 1 ger
2%+ 4 1.

Vi skriver om uttrycket:
22+ 1 =

=22.2% ' +4-3=
=4(2%-1+1) -3, ddr den
forsta termen ér delbar med
3 enligt induktionsantagan-
det och den andra termen édr
uppenbart delbar med 3.
Allts 4r hela uttrycket del-
bart med 3 och péstdendet dr
sant dven for n=p + 1, vilket
betyder att pdstdendet 4r sant
for alla heltal n > 0.

b) For n = 1 4r uttryckets virde
2%:1-2.4 1 =5 och eftersom
5|5 ar pastdendet sant for
n=1.

Anta att pastaendet dr sant
for ett visst n, sig n = p. Det
innebdr att vi antar
51247241

Undersok vad som giller for
n=p+ 1, med antagandet
som en forutsittning.
Insdttningavn=p + 1 ger
2%t 4],

Vi skriver om uttrycket:

24p +2 +1=

=2+ 224 16-15=
=16(2%-2+ 1) - 15, ddr den
forsta termen ér delbar med
5 enligt induktionsantagan-
det och den andra termen dr
uppenbart delbar med 5.
Alltsd 4r hela uttrycket del-
bart med 5 och péstdendet dr
sant dven for n=p -+ 1, vilket
betyder att pastiendet 4r sant
for alla heltal n > 0.

B Blandade uppgifter

1a)5-11
b) 22 11
€)22-3-7
dy2-3°

2 a) 3rest2
b) 4 rest 0
¢) 9rest4
d) O rest 20

a) 1,3,5,15
b)1,2,4,5,10,20

o) 1,7,49

d) 1,2,4,8, 16, 32, 64

w

4 Tex.60ch?20
5a)5+8+11+F14+17

b)6+12+24+48 +96 + 192

1 1 1

241+-+—+2

© 274" 8

®l+l+i4~L+
3 9 27 8l

6 T.ex.17,53,8%0ch 17,41, 65, 89
7 Dirfor att 365=1 (mod 7). D4 ir

det ett helt antal veckor (52 st) plus
en dag.

8 04.00
92)30(2:35)

b) 8 (2%)

10 Boa dr 24 4r, Cia dr 36 dr och Daga

ar 54 ar.

11 a) 0

b) 3
c)2

12 a) Kvoten mellan tvé pd varandra

foljande element dr konstant,

1
k=3
1

bl

c) 64

13 a) Forn =1 giller VL =4 och

14

15

16
17

HL=2-1(1 + 1) =4, s8 pasti-
endet dr sant {6r n = 1.

Anta att pdstiendet ir sant for
ett visst 1, t.ex. n = p. Det inne-
bér att vi antar att
4+8+12+...+4p=2p(p+1)
Undersok om detta ocksd med-
for att pastiendet ir sant for
n=p+1.
VL=4+8+12+...+4p+
+4(p+ 1) =2p(p+ 1)+

+ 4(p + 1) enligt induktionsan-
tagandet.
VL=2p2+2p+4p+4=
=2p2+6p+4

Sattin n = p + 1 direkt i formeln
i HL
HL=2(p+D(p+1+1)=
=Q2p+2)(p+2)=2p2+4p+
+2p+4=2p2+6p+4

Sa VL = HL och péstdendet dr
sant dven for n=p + 1 under
forutsittning att det r sant for
n = p. Tillsammans med att
péstdendet dr sant for n =1
innebir det att pastiendet dr
sant for allan > 1.

b)s,=4+8+ 12+ ... +4niren
aritmetisk summa med 7 styck-
en termer, dér a; = 4 och
a, = 4n. Enligt formeln for arit-
metisk summa giller
n(4+4n) 4n(l +n) _

n 2 2
=2n(n+1) vs.v.
a) —410
b) =52 429
Talet dr delbart med béde 4 och 9

och de tva talen har inga gemen-
samma primtalsfakt#rer. Delbarhet
med 4 kollas enkelC'genom att talet
slutar pd 64, som ir delbart med 4.
Delbarhet med 9 framgér av att sif-
fersumman
3+8+1+9+5+6+4=364ar
delbar med 9.

1

a,=10" +6

18 a) Genom att f6rst konstatera att
6 637 698 ir ett jamnt tal och
ddrmed delbart med 2, och dir-
efter dra slutsatsen att talet ocksd
dr delbart med 9 eftersom siffer-
summan
6+6+34+7+6+9+8=45:r
delbar med 9.

b) Eftersom 2 och 9 inte har nigra
gemensamma primtalsfaktorer
och 6 637 698 ir delbart med
bade 2 och 9, s4 ir det dven del-
bart med 18.

¢) Eftersom talet slutar pa 04, s ér
det delbart med 4. Det #r dédrfor
dven delbart med 2 och siffer-
summan
44+3+0+6+5+8+0+4=
= 30 visar att talet dr delbart
med 3. Dirmed ir talet delbart
med 6.

d) Déarfor att 4 och 6 har den
gemensamma faktorn 2. D& kan
man inte kontrollera delbarhet
med 24 pa det sittet. (T.ex. dr 12
delbart med bade 4 och 6, men
uppenbart inte med 24. Delbar-
het med 24 kan undersokas
genom att kontrollera om talet
ir delbart med 3 och 8.)

19 a) Vi utgdr ifrdn att talen a och b ér
positiva heltal. Om a = kb + r
dér r > b sd kan vi alltid oka kvo-
ten med 1, och skriva
a=(k+1)b+ (r—b).For den
nya resten r, = (r — b) giller
r, 2 0 eftersom r > b. Om den
nya resten r, 4r mindre dn b dr vi
klara. Om den nya resten fortfa-
rande 4r storre dn b upprepar vi
proceduren. Eftersom r ér ett
andligt tal kommer proceduren
ha ett slut och pé det sittet har
vi visat att vi alltid kan finna en
rest r,, sddan att 0 <r, <b.

b) Eftersom ndmnaren b dr negativ
kan vi aldrig finna en positiv rest
rsom 4r mindre &n b.

c) 1resp.5
20 8504 kr

21 a) u=4
byu=1
22 a) 12 sidor
b)3- (%)n_l l.e., dir Figur 1 har
omkretsen 3 lLe.

23 32 dagar
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24 a)2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 26 For n =1 giller 29 a) For n = 1 har uttrycket virdet 31 a)1,2,3,4,6,12 > . 10 a) Forn =1 giller
37,41, 45,47, 53,59,61,67,71, VL 1 Lok 2401 =0 och eftersom 50, s b)14=2.7 ¢ Kapiteltest VL=3-1+1=4
=—— —=-0¢ asts B 5rn=
73,79, 83, 89,97 (1+10 2 péstdendet dr sant for n = 1. o) 4st 121,236,918 e B 245, n
b) Alla multiplar av 3 som ér jamna 1 1. .. . Anta att pastiendet dr sant for och T e 4,53
tal, dvs. de tal som ir delbara HL = arp 2% pastiendet 4r ett visst n = p, dvs. anta att )12t B Il VL=H . i
méd 6 . (L# 1) 5[2% 1. ’ e) Ta en av primfaktorerna med ) 1,3,9,23,27, 69,207, 621 = HL och péastdendet ar sant

¢) Upp till och med 7 (det stérsta
primtal som dr mindre 4n V100)

innebir det att pastdendet dr
sant for alla n > 1.

b) Det ar en geometrisk summa
med n stycken termer, ddr a, = 1
och k = 4. Insittning i formeln
ger

1(4"=1) 4"—~1 .
W= - 3 vilket ar
samma som HL.
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27
28

sant forn = 1.

Anta att pastdendet idr sant for ett
visst n= p, dvs.

C(ptD+1l p+2
Alltsa giller att pdstdendet 4r sant
dven for n =p + 1 och vikan dra
slutsatsen att pastdendet dr sant for
allan>1.

x = 70,2

Om 3|a—1kan viskrivaa—1=3n
for ndgot heltal n. Loser vi ut a far
via=3n+1.Ddira’-1=
=0Bn+1)¥-1=

=2/ +27 +9n+1)-1=
=27n* + 271 + 9n =

=9(3n* + 31’ + n) dvs. 9|a® - 1
V.SV

30

Visa att pdstdendet dr sant for
n=p+1

Alltsé dr uttrycket delbart med 5.

Foérn=2giller VL=1+4=5och
HL =2° =8, 53 VL < HL vilket ger
att pastiendet dr sant for n = 2.
Anta att pdstdendet ir sant for ett
visst 1 = p, dvs.
L+44+9+ ... +p2<p’

Visa att pastdendet dr sant for
n=p+1

VL=
=1+449+ . +p*+(p+1)°<

< p®+ (p + 1) enligt induktionsan-

tagandet
HL=(p+ 1) =p’+3p*+3p+1
SSHL-VL>p’ +3p?+3p+
+1-(p*+ (p+ 1)) =2p>+p>0,
ddr vi utnyttjat att p > 2 i det sista
steget.

Alltsa giller att pistdendet dr sant
dven for n = p 4+ 1 och vikan dra

slutsatsen att pastdendet 4r sant for

allan = 2.

multiplicitet, dvs. p,*. DA finns
det (k, + 1) mojligheter pa hur
mdinga ganger p; kan forekom-

gemensamma primtalsfaktorer.
Men dé giller ocksa att ¢"|a, for
alla heltal # i intervallet

1 <m <i- 1. (Ett exempel pd
detta 4r att 2% delar 48 och att
det medfor att dven 23, 22, 2!
delar 48). Darmed 4r édven tal pd
formen a, k" heltal for dessa vir-
den pa m. Det var just det som
skulle visas.

b) Aven om ¢'~'|a,, sd 4r det inte

sikert att ¢/~ '[a, forj > i.
(Exempelvis giller att 2* delar
48, men det 4r inte sant att 2°
delar 48, dir 5 > 4). Didrmed ir
det inte sikert att

aj=a k-1 € Zforj>i.

c) Ta exemplet dir i = 3 och 14t

a, =1 och a; = 2. Bdda dessa dr
alltsd heltal, men det mellanlig-
gande talet dr a, = V2 ir inte ett
heltal. Hir ir k = V2, som inte r
ett rationellt tal.

2 Man behover testa delbarhet med
alla primtal upp till och med det
som #dr ndrmast under ¥373.

rintesatsen. Det tredje dret har
kapitalet virdet K - p? och det fjarde
aret K - p?, osv. Det n:te dret dr vér-
det av kapitalet K - p"~1, vilket dr
ett uttryck for en geometrisk tal-
folid.

M

forn=1.
Anta att pdstdendet dr sant for
ett visst i, t.ex. n = p. Det inne-

25 a) Forn =1 giller VL =4°=1 och i 1 gén 51|24p ; lflian “fi Sl:r}i;ial P ma i en delare till talet, nimligen bfl‘ att vi antar i
. — 1 =om1I0r nago . ingen gdng, en gang, tvd ganger, 3p2 +5
L= = kk+1 gen gang, en gang, tvd gang 3 a) 8rest3 3PP+ 5p
HL = c skl 1, s péstdendet : 11 (1 1) 1 D&)ajﬁ“ﬁ = 5m4:+l4 och ..., ky gdnger. Dessa faktorer dr b) 6 rest 6 El(y‘ +1)= 2
S - — 2 -1=2 -1= ltsd 1 2 k Fo i . .. . i
. o =ot—t—+...t = alltsa 1, py, p1° ..o py - FOr varje Undersok om det ocksd medfor
ar sant for n=1. 2.6 12 plp+1) =2t 2% -1=16(5m+1)-1= enskild faktor p,, ps, ..., p, giller 4 Tex.x=0,y=140chz=28 att pastdendet 4r sant for
Anta att pastiendet 4r sant for __P =80m+16-1= SQm + 1.5 = motsvarande. Delarna bildas av Dif I o n=p+1
ett visst n, t.ex. n = p, dvs. p+1 =5(16m + 3) och vi har visat att alla tinkbara kombinationer av 5 a) d-l Efle'nseél rtnT "ari(tva tpa varan- o .
p-1 : Visa att pdstdendet r sant for 240+ D _ 1 dr delbart med 5. dessa faktorer och antalet kom- (;a_ OSH e tal dr konstant VL=Y 3k+1)=
’“2:,04’" =144+, +47 0= n=p+1 Diarmed ér pastiendet sant dven binationer 4r enligt multiplika- Sn ’ , k=1
L prl g for n=p + 1 och vi kan dra slut- tionsprincipen b)a, =47;a,=a, ;~5forn>1 =Y Gk+ 1)+ B+ D) +1) =
= 3 VL :kgl m . satsen att pdstiendet dr sant for (ki + D)(ky + 1)... (K, + 1) visave ¢)a, =47+ (-5)(n—1)=52-5n =1
Undersok vad som giller for 1 1 1 1 allara =l 32 a) Eftersom k € Q, s& kan vi skriva d)n=20 = 3" +5p +3p+4=
n=p+1. =Ststnt ---+m+ I induktionssteget visar vi att P . 6 n=236 2
, . p 24(p+1) _ 1 4r delbart med 5. Det k= P dér p och q dr heltal utan = & 37 +5p  6p+8
_ _ _ P e (il - . = P r -

A2 _n,2:'04m h + (p+rDp+2) kantOdEii EOTEpaoljanoclels gemensamma primtalsfaktorer 723 2 (9%+1) 2 2
144t A = » 1 gj(r;flia : . (ochq;tO).Me:dformelnfﬁlrdet kgl :_3_p2+11p+8

- p_ . = + = 2 —1=2 —1= m:te elementet i en geometrisk b)Y 21,04k 1 2

4r— 1 4p_1 3.4P I > . EE ) ;

= 4P = + = prt (ptDp+2) =2t 2% 1= 5 < - N |

3 3 3 talf6ljd kan vi skriva k=1 Séttin n = p + 1 direkt i formeln

P41 4-4-1 ~pprarl = L = Jogt IBE : i1 8a)x=3 iHL
WAL % Al W B A (p+Dp+2) = 16(2% — 1) + 15, dar induk- a=ak~'=a- ‘l—)) = - 2

31 3 pri2ptl (p+1)2 tionsantagandet ger att 5 delar n b)x=5 HL = 3p+ 1D H5(pt1)
HL = #ri-1 _4 ¥-1 = er 2_) = (p+D)(p+2) = fbrste}.termen och den andra ter- I CT il ",Ijl  Eftersom detta tal 9 Dirfor att kapitalet 6kar med rénta X B '
3 3 bl men ir uppenbart delbar med 5. . . pa ranta. Om vi det forsta dret har _3pTH6pt3+5p+5 |

Alltsd VL = HL dven for —— Alltsa giller att 5[24¢ + D — 1 enligt forutsittningarna dr ett kapitalet K, s& kommer vi nasta ar 2 ||
n=p+ 1. T}llsamm.z‘ms med att p o o b)2¥ 1= —1=1/—1= h"eltall, s4 méste gilla att ¢'~!|a, pa nyrsafton ha virdet K - p, diir p C3pP11p+8
péstdendet dr sant for n =1 p _r =0 (mod 5) for vi vet att g och p saknar ar forandringsfaktorn som beror av =

2
S& pastdendet dr sant dven for
n=p+ 1 under forutsittning att
det ir sant for 1 = p. Tillsam-
mans med att pastiendet dr sant
f6r n = 1 innebir det att pasta-
endet dr sant for allan > 1.
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_PH3pP+3p+1-p -2 —p-2p-1

b) For n =1 giller VL = % och
HL = %, s4 VL < HL och

péstdendet dr sant for n = 1.

Anta att pastiendet ér sant for
ett visst n, t.ex. n = p. Det inne-
bir att vi antar

P 2

k _»p

k=1 k+1 p+1
Undersdk om det ocksd medfor
att pastaendet dr sant for

Sp+1 pt+2

induktionsantagandet.
(p+1)* _

p+1)+1

_(p+1)?

T op+2

HL =

saHL_vL>@tD’ P
o pt2 p+l

ptl_
ST
_pt P -pPpt2) -+’ _
p+Dp+2)

(p+1Dp+2)

- p

(p+Dp+2)
p=1.
Vi har visat att HL — VL > 0 dvs.
att VL <HL,dven forn=p+1
under forutsittning att det ar
sant for n = p. Tillsammans med
att pastdendet 4r sant for n = 1
innebir det att pastiendet 4r
sant for allan 2 1.

> 0 eftersom
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Mangder och
grafer

2101

2102

2103

2104

2105

2106

2107

2108

2109

2110

a) Sant
b) Falskt
¢) Falskt

@, {katt}; {hund}; {kanariefd-

gel}; {katt, hund}; {katt, kana-

riefagel}; {hund, kanariefagel};
{katt, hund, kanariefagel}

a) A=1{-2,-1,0,1,2}

b)B={mn &€ Zoch
11 <n <16}

a) Q dr mingden av de rationel-
la talen, R dr méngden av de
reella talen och C dr ming-
den av de komplexa talen

D) NCZCQCRCC

a) T.ex. A = {a; a jamnt och
12 <a <26} X

b) T.ex. B={b%; b € Zoch
3<b? <82}

¢) C= {katter med kérkort fér
lastbil och som bor pd min
gatal =

Ja, om A = B sa giller ju

x € A — x € B {6r alla element
X.

a) Ja, varje element i B ingér ju
ocksa i A. Didremot dr det
inte sikert att B C A medfor
BCA.

b) B = {basker, hatt, keps,
mossal, dvs. B=A

Om & inte var en delmingd av
A, 58 skulle det finnas ndgot ele-
ment i & som inte finns i A.
Men eftersom det inte finns
négot element i & ir detta en
omojlighet. Alltsd dr & en del-
mingd av varje miangd A.

a) AUB=1{1,2,3,4,5,7,8}
b)An B={1}

<) Bl =

a) Sant

b) Sant

¢) Sant

d) Falskt

2111
2112

2113

2114
2115

2116
2117
2118
2119

2120

2121

A={1,9,17,21}

a) A°=1{5,6,7,8,9}
b)AuB=1{1,2,3,4,5,6}

¢) AnB={3}
d)A\B={1,2,4}

e) B\A={5,6}

f)CNnB=0

A€ idr mingden av husdjur som
inte 4r katter.

|A€| =22

a) A® = {g; a udda}

b) B = {b; b dr ett negativt hel-
tal}

¢) AU B = {x; x dr ett jimnt
eller ett negativt heltal}

d) A B={y; yirettjamnt
och negativt heltal}

B=0

Alla mingder dir A= B

X=ACeller X=U

a) (AuB)LUC=1{1,2,3,4,5,
7,8}

by (AN B)NC=1{1}

) (AuC)nB={1,7}

d)BNC)UVA=1{1,2,4,7,8}

T.ex. A = {a; a udda} och

B ={b; b jamnt}

a) Lit A = {1}; B= {2} och
C={3}.DdarAn(BuC) =
=1{1}n{2,3} =D och
(ANBYyuUC=0u{3}={3}
och sjilvklart giller & = {3}.

b) Av de skuggade, randiga
omrédena i figurerna ser vi
att An(BuU Q) =
=(ANB)UANC)

A
BuC AN BUC)
UCh
AﬁC

AﬁB

(ANBuUANC)

2122 Detgilleratt ANB={x;x€A

och x € B} = {x; x € Boch
xEA=BNA

2123 N (AU B)U C={x;x € Aeller

xEBluC=={xx€A
eller x € Beller

xE€ Cl=AuU{x;x € Beller
xECI=AU(BUC) vs.v.

Vi kan ocksd dskadliggora
likheten (AU B) U C=
=AU (B U C) med figurer.

€&

'
AuB (AuB yuC=VL

BuC AuBUQO=

I figurerna ser vi att méng-
derna (AW B) U C och
AU (Bu C) ir lika.

M (ANB)NC={x;x € Aoch
xEBINC=={x;x€A
och x € Boch
x€Cl=An{xx€ Boch
xECI=AN(BNC) vs.v.
Av de skuggade omradena i
figuren ser vi att mangderna
(ANBYN C och
Aﬁ(B(\C ) dr lika.

och

(AF\B YNC  ANBNO)

2124 a) (AW B)¢= U\(AUB) =

=(U\VA)N(U\B) =
= A®~ BC vs.v.

b) (AN B =U\(ANB) =
=(U\VA)U(U\B) =
=AU BC vsv.

Likheterna ovan kan askad-
liggéras med figurer. Nedan
dskadliggor vi komplementet
till A respektive komplemen-
tet till B.

COICD°

AC BC
Vi kan se att snittet av dessa
komplement dr méngden av
alla element som varken
finnsiAelleriB,
dvs. (A U B)C.

AC N BC= (AU B)©

Vi kan ocksd se att unionen
av komplementen A¢ och B®
4r mingden av alla element
som inte finns med i snittet
av A och B, dvs. miingden
(AN B)C.

(09

(ANB)=ACUBC

2125 a) 31

b) 11
c) 13
d) 22

2126 a) 33 personf

b) 48 personer
¢) 27 personer

Festdeltagare 27

2127

2128

2129

Sektor 1 4r hushéll i Ludvika
som har tridgdrd, men inte
husdjur. Sektor 2 4r hushéll i
Ludvika som har bade tridgard
och husdjur. Sektor 3 4r hushall
i Ludvika som har husdjur, men
inte tradgdrd. Sektor 4 4r hus-
hall i Ludvika som varken har
tradgérd eller husdjur.

Svenskar

[y

Rokare
4

Sektor 1 4r svenskar som varken
snusar eller roker, sektor 2 dr
ickerokande svenska snusare,
sektor 3 svenskar som bade snu-
sar och roker, sektor 4 ir svens-
ka rokare som inte snusar.

Helsingborgare

Sektor 1 4r helsingborgare som
varken gillar konst, musik eller
teater. Sektor 2 dr helsingborga-
re som gillar konst, men inte
musik eller teater. Sektor 3 4r
helsingborgare som gillar
musik, men inte konst eller tea-
ter. Sektor 4 4r helsingborgare
som gillar teater, men inte konst
eller musik. Sektor 5 dr helsing-
borgare som gillar konst och
teater, men inte musik. Sektor 6
ir helsingborgare som gillar
konst och musik, men inte tea-
ter. Sektor 7 dr helsingborgare
som gillar musik och teater,
men inte konst. Sektor 8 ir hel-
singborgare som gillar sévil
konst som musik och teater.
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2130 Sektor 1 dr elever pa Balders- 2138 Vi borjar med att addera antalet 2211 Ja. Det finns fler 4n 2218 a) Nej. Om vi antar att alla 2222 6! =720 st 2231 a) 6! = 720 sitt
torps gymnasium som utdvar element i A, B respektive C. 200 000 goteborgare och genom kineser ir mellan 30 cm och 6! 5l
konstakning, men inte ridning Men d4 har vi lagt till elemen- att lata goteborgarna vara fore- 250 cm, sd kan vi dela in 2223 a) 6 st b) 62 o 60 siitt
eller gymnastik. Sektor 2 ar ten som ingdr i snittet av A och mél och antal hirstran vara intervallet mellan 30 cm och b) 3 st

elever pd Balderstorp som bade
héller pd med konstikning och

B tvé ginger. Vi subtraherar
ddrfst med [A M B|. Av samma

lador, sa ger ladprincipen svaret.

250 cm i 2,2 - 107 intervall
med lingden 1 nm. Efter-

c) Det dr 2 st A i APA, vilket ger
att det bara blir en variant av

Om vi bryr oss om vilken
stol gisterna sitter pa finns

B . . . enligt resultatet i uppgift a
r}dnmg, men inte med gymnas- anledning subtraherar vi med Eelen St som antalet intervall (lador) t.ex. PAA. Vi kan inte skilja 6! :g720 olika bordzgiga ce-)
tik. Sektor 3 dr elever pa Bal- |[A N Cloch|Bn C|. Men dé 2213 D4 ir uppgiften inte 16sbar. dr fler én antalet kineser ut vilket A som ir vilket och ringar. Men samtliga perso-

derstorp som héller pd med
sévil konstdkning som ridning
och gymnastik. Sektor 4 dr elev-
er pd Balderstorp som héller pd
med ridning och gymnastik,

har vi faktiskt subtraherat bort
lite f6r mycket. Antalet element
i mingden [A N BN (| lades
namligen forst till tre gdnger
ndr vi riknade |A| + |B] +|C],

Man kan ha hur manga elever
som helst i en klass utan att tre
eller fler av dem nodvindigtvis
ar fodda just i mars.

(foremdl) kan vi inte dra
slutsatsen att tvd kineser
nodvandigtvis har lingder
som hamnar i samma inter-

2224

da blir det firre varianter.

a) 29! ~ 8,8 - 10% st
b) 29282726 =570 024 st

ner kommer att ha precis
samma personer pa sin hogra
respektive vinstra sida om
alla bara roterar ett steg, t.ex.

vall, dvs. vi kan inte med - om alla sitter sig pa stolen
men inte med konstikning. men subF‘rah.erades ockss tre 2214 25 st séikerh.e't sdga ?tt deras l?ing— 2225 f))) ; _ 2;11 till hbgesr om sig. I])De:tfci)nils
2131 a) 24 st g:ngeé na/; i S(‘:lbtrih%l adecmed 2215 a) Nej. Det finns 8 rester vid f.ier skiljer sig . med mindre 6 sddana rotationer. Vi divi-
b) 195t | | |)| M | och [BN |L division med 8 (0, 1,2, ...,7) an I nm. Df?t ar dOle sanno- 2226 Det f6rsta elementet kan viljas derar dirfér med 6. Men
For it fd det r atta antalet mdste och dirmed dr antalet fore- likt att fler &n 500 miljoner pé n olika sitt, dd finns det eftersom vi bara bryr oss om
<) 4st vi ddrfor ldgga till mangden mail (elementen) inte fler in kineser (av drygt 1,3 miljar- n—1 olika element kvar till vilka personer gisterna sitter
2132 BN (AU Q) [AnBNCl. - antalet lador (resterna). der) har enmléngd mel{an ) position 2, n — 2 olika element bredvid, och inte huruvida
N byn=7 135 cm qchi 185 cm, sd det &r kvar till position 3. Fortsatt de sitter pd hoger eller vin-
2133 a) Mingden av positiva tal del- ’ dndd sannolikt att pdstdendet resonemang ger att det finns ster sida, s 4r en placering

bara med 6

b) Méngden av positiva tal del-
bara med 10

2216

Om vi tinker oss att vi vecklar
ut rektangelns omkrets till ett
100 cm ladngt streck, sd kan vi
dela in rektangelns omkrets i

ar sant.

b) "Det finns minst tvi svenskar
som har en kroppsldngd som

2 element att vilja pa till nést
sista positionen och 1 element
till den sista. Multiplikations-

dér person A har B till hoger
och C till vinster samma pla-
cering som nér A har B till

¢) Mingden av positiva tal del- 2201 12 sitt 100 intervall enligt principen ilr;zé skil’];eé sig I.neci mer .'aind pri.nciper'} ger att antalet permu- ?d/é.inls(i[er occkll Cf till hoger. \Q
bara med 15 u pm.” Om vi riknar me tationer ar ividerar dérfor dven med 2.
N | 2202 120 satt ODS x<l le’_l Sl’:; 2 ¢ Osv. en lingdvariation mellan nn-1)(n-2)-2-1=nl ¢) 6 sitt. De tre ménnen kan
2134 a) |A\ B| =55 4 mdste enligt ladprincipen S ) .
2204 a) T.ex. (D, 1) hélla minst tvd punkter (fore- a1 kan bilda 6! olika varianter. Sy e ooeT GUR . Det
o) [(AuB)| =30 ) A1), vilk dfor ) med llangden 1 pm. Antalet LALLAR har en bokstay som saknar betydelse och likasd
b) Rutornas beteckning. (D, 1) mil), vilket medfor att minst lingdintervall med lingden " 2 vilken rotationsordning de
2135 |[AU B| stér for ruta D1, som vit dam tvd punkter befinner sig mindre 1/4 pm (lador) blir & forekommer 3 ganger. Om i e o
) star pd vid spelets brjan dn 1 cm ifrén varandra. 4-2,2-10° = 8,8 - 10° styck- Cesapoe il olet o S B o el
2136 ACB P P jan. o . s W mﬂ.oger skulle de kunna skifta ordning positionen viktig, eftersom
. . c} 64 2217 Enligt férutsattningarna ska vi ) >0 ILyjone pa 3! olika sitt. Men LLL blir det dr intressant vem som
2137 Av de skuggade omridena i lagga m foremadl i n lador, dér personer i Sverige (foremdl) sitter bredvid vem och de

figurerna ser vi att
AUBNQC) =
=(AUB)n(AuU()

2205

2206

a) 4,57 - 101 st (68%)
b) 4,64 - 1014 st
(685 + 687 + 68%)

384 sdtt

m > n. Vi forsoker ligga foremal
i tomma lador. Om vi inte viljer
en tom ldda for varje foremal, s&
har vi redan uppfyllt slutsatsen
att det ligger minst 2 foremal i

och eftersom

9,4 - 10° > 8,8 - 10 ger 1ad-
principen att pastdendet ir
sant.

¢) Riknar vi med att skillnaden

2228

alltid lika och ddrfor maste man
dividera med 3!. Samma reso-
nemang ger en division med 2!
eftersom vi har 2 stycken A.

91.41.2=1,7 107 sitt

kan placeras pd 3! = 6 olika
sdtt.

2232 Det finns 2 002 olika varianter

med 5 tillbehor, 1 001 olika
varianter med 4 tillbehor och

2207 |Ax B|=|A]-|B|=|B| - |A| = minst en ldda. De férsta n fore- mellan den som ér lingst och 5! z 91 vari d 2 tillbehs
v =|BxAl- malen kan placeras i 1dda den som ir kortast dr 2229 a) 5 4l=24sau T ARECTRIEC (RSO
. 1,2, ..., n. D4 dr alla lador fulla 2,2m=2,2-10° um, sa 4r 2233 7\ = 354
i i .. , » S ) ) =35 giitt
AV(BNC) 2208 a) De fyra firgerna represente men vi har m — 1 > 0 foremal kvoten mellan antalet inva- b) L(i 5) :yﬁél sitt a) (3) -

rar lidor och de fem korten

- kvar och dd méste ndgot fore- nare (foremal) och antalet b [18) = 816 it
"es och aes representerar foremal. mél hamna i en I3da som inte it lingdintervall (Idor) 9 P, k) nt ) ( 3 )
v v b) Efﬁ?rs‘l’fg 5 >4 kommer, tom. 1,3-10° o0 Med andra ko kn-k) c) 816 - 35 = 28 560 sitt (enligt
; el drincon it 2208”50 0.t 00 01 rlipitonsrinzen)
U B AUB .10° . 106 . - .
foremal, dvs. det finns mer 0{(}(1,3 1(;> 22 1(1)( 590' et 1)7!__ | 2234 2) (23) = 253 siitt
0‘0 in ett kort i tminstone en av Vikan dar. or 1;19681;? erhet =l +n+ Lnt=(n+2)n 2
ger 5 sdga att minst ineser by al+(n-1)= 22 2
"‘ fargerna. kommer att vara inom =n(n-Dl+(n-1= b) 253 23 ER
v 2209 3 personer (person = foremal samma lingdintervall, dvs. =(n+D)n-1= 35
(AUB N (AUC) och kén = ldda) vara lika linga pd en 1 um =(n+D(n-1)(n-2)= 2235 a) ( - ):6724 520 siitt
2210 Ja. 7 personer (féremal) ska nar. =(n*-1)(n-2)! b) 1

6724 520
2236 k=950 400

2237 a) 54 000 prov
b) 3,9 - 107 prov (54 000 - 61)

vélja mellan 5 olika trojor 2219 k-n

(1ador) och eftersom 7 > 5, s& o .

ger Dirichlets ladprincip 16s- 2220 sIE0n

ningen. 2221 P(28,2) =28:27 = 756 sitt
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nl
0)=— =

2238 a) C(n, 0) 0l(n —0)1

n!
= =1, vs.wv.
1-n!

b) Vi kan vilja 0 element av n
pd ett enda sitt, nimligen
genom att 1ata bli att vilja
ndgot element.

2239 a)HL:( n ):

n-k
S (n=kln-(n-k)!
n!
= 17 =B (Z) =VL, vs.v.

b) Vi kan vilja k element av n
antingen genom att vilja ut
de k element av n som ska
inga, vilket kan goras péd

(Z) sidtt. Men vi kan lika

girna vilja de (n — k) ele-
ment som inte ska ingd, vil-

ket kan goras pa (n f ) sétt.

k
_ _ _ (8} _
2240 Ja, k= 2. VL= C(8,5) = (5) =
!
S och HL = P(8, k) =
5131
!
:ﬁ Likhet uppstar alltsd
nir 5! - 3! = (8 — k)! och efter-
som 5! - 3! =5!-6=06l,sd ger
8 — k =6 en losning.

2241 a) 22! = 1,1 - 102! sitt
b) 7,68 - 10'9 sitt (Fas genom
22!
71741 4!
22\(15\(8\(4
FIFIENE
2242 P(12,12) = 12! = 479 miljoner
sdtt

eller

2243 (382) = 10,5 miljoner sétt

2244 a) 15 st

b) 21 st
1 1
2245 —=——
5 C(10,3) 120

2246 a) 10 st

b) Man dividerar 20 med 2. Det
beror pd att James har riknat
samman hur ménga upplev-
da handskakningar det totalt
finns hos respektive person.
Men eftersom en handskak-
ning gors mellan tvd perso-
ner, sa blir antalet handskalk-
ningar hilften av det totala
upplevda antalet.

286 raoiT

2247 Sannolikheten att fa tre av tir-

2248

2249

2250

2251
2252

2253

2254

2255

2256

ningarna att visa sexa och de tva
andra ndgonting annat 4r

( 1 )3 5\2 d8 har vii

—| |=| men d4 har vi inte

6/ 16

tagit hdnsyn till att vi kan vilja
ut de tre tdrningar som ska visa

en sexa pa (g) olika sitt. Den
totala sannolikheten blir d&
o (&)

6/ \6 3

a) 0,30

b) 0,04

a) 0,23
b) 0,26

C(2,0) - C(9,5) +
+C(2,1) - C(9,4) = 378 sitt

0,11

Vid forsta valet finns det n moj-
ligheter och det gor det vid
resterande val ocksa. Det dr
k stycken val som ska goras och
multiplikationsprincipen ger dé
att antalet sdttdr# - n ... n med
k stycken faktorer, dvs. n¥ olika
satt.
(23) B (20
9 6
a) 5! =120 sitt
b) 4! = 24 sitt
c) 72 sitt

) = 778 430 siitt

52) _

a) (5)725989605t
13y ,_

b)(5)~4—51485t

¢) 4°-10 =10 240 st

(n+k—1):
n-—1 v
B (n+k—1)! B
T (=-Dintk=1-(m-1)
_(ntk-1_ (n+k—1)

Ki(n—1)! k
V.S.V.

2257 a) [oooloo
b) Vi ser att samtliga mojliga val

ges av antalet mojliga satt att
placera ut de tva lodrita
strecken. Det finns tillsam-
mans 7 ringar och streck. Vi
kan tinka oss dessa som sju
positioner, och pa tva av
dessa positioner ska vi sitta
lodrita streck. Dessa tvd
positioner kan véljas ut pd

(; ) satt.

¢) Viska vilja ut totalt k ele-

ment av 7 element med repe-
tition men utan hénsyn till
ordning. Vi kan tinka pa det
som att vi ska vilja k element
dir varje element tillhor
ndgon av n sorter. Varje sort
motsvarar ett fack och vi ska
fordela véra k element i dessa
n fack. For att gora indel-
ningen i n fack behover vi
(n— 1) lodrita streck. Till-
sammans med de k elemen-
ten (ringarna) far vi totalt

(n =1+ k) positioner. Av
dessa ska vi vélja ut (n—1)
positioner dir vi ska placera
ut de lodrita strecken. Det
kan goras pé

(n +k-1

) olika sitt, v.s.v.
n-1

2258

2259

2260

2261

2262

2263
2264

2265

2266

a) (266) =230 230 sitt

Calle ska fordela de 20 ten-
nisbollarna i 7 hinkar (fack).
Vi kan tinka pa det som att
vi lagger ut de 20 tennisbol-
larna pé en ldng rad och
delar in dem i sju fack med
hjilp av 6 lodrita streck.

o||ooo]oojooooococoo|ooo|o

Bilden ovan representerar att
vi har en 1 boll i den forsta
hinken, 0 bollar i den andra
hinken, 3 bollar i den tredje,
2 bollar i den fjdrde, 10 bollar
iden femte, 3 bollar i den
sjatte och 1 boll i den sjunde
hinken. Samtliga gruppindel-
ningar ges av antalet sitt att
placera ut de 6 lodrita
strecken pd de (7 -1 + 20) =
= 26 positionerna,

dvs. (266 ) Sétt.

b) (19) -27 132 sitt

6

Ligger vi en boll i varje hink

ska vi sedan ldgga de 13 kvar-

varande bollarna i 7 hinkar.

Det kan goras pd

(7 + 13— 1) _ (19
7-1 6

a)l1 615201561

by 17 21353521 71
1 828 56 70 56 28 8 1

) sdtt

ab + 6a°b + 15a* 6% + 202°b> +
+ 15a%b* + 6ab® + b°
a® —6a°b + 15a*b* - 20a°b® +
+ 15a%b* — 6ab” + b°

320 + 80x%y + 80x%y +
+ 40627 + 10xy* + y°

n+1st

Det finns bara ett enda sitt att
vilja n stycken a eller # stycken
b frdn » parenteser. (Eller det
finns bara ett sdtt att vilja 0
stycken a eller 0 stycken b frén
n parenteser.)

a) 81 648x°)2
b) 45a'%b*

156 (172):221709 312

2267

2268
2301

2302

2303

2304
2305

2306

2307

a) Det giller ju att
n n .
(6)= (a2 gps2G=Ci
Termerna akb" ¥ och a
kommer alltsd att ha samma
koefficient.

b) Om # dr jamnt sé har termen
med a"?b"? en koefficient
som inte ndgon annan term
har. Vi har ju att

Cip= (,;1/2) - (n »nn/Z)

sd det finns bara en sddan
koefficient.

n—kbk

—-15

a) 3 horn och 4 kanter

b) 9 hérn och 10 kanter

a) deg (A) = 1; deg (B) = 3;
deg (C) =2;deg (D) =2

b) deg (E) = deg (F) = deg (H) =
=deg (I) =3;deg (G) =4

Det 6kar med 2.

Dirfor att en av kanterna inte
bédde borjar och slutar i ett
hérn.

a) A: 4 horn, 3 kanter;
B: 6 horn, 5 kanter;
C: 8 horn, 7 kanter

b) 9 kanter

¢) 11 hérn \\

d)H=K+1

2308 a)

>3

b) 5 isomerer

X

2309 Varje kant dr forbunden med
2 horn. Alltsé okar det totala
gradtalet med 2 for varje kant.
Om K ir antalet kanter, si ar
summan av gradtalen 2K och
det ar ett jamnt tal.

2310 Man kan likna medlemmarna
vid hornen i en graf och
bekantskapen mellan personer-
na inom foreningen med kan-
terna. Eftersom summan av
hérnens gradtal 4r jamn, sa kan
inte ett udda antal horn ha
udda gradtal. Darfor kan inte
ett udda antal medlemmar vara
bekanta med ett udda antal per-
soner inom foreningen.

2311 a) Ja
b) Nej
¢) Ja
d)Ja
2312 Det finns tvd horn i grafen med

udda gradtal. Alltsa existerar en
Eulervig, t.ex.

r—

,/\,\/
f
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2313

T.ex.

2319 a) T.ex.

2314 u

2315 Ja. Man kan passa pd att gd runt
6glan nédr man befinner sig i det
hornet. Sen fortsitter man som
om 6glan inte hade funnits.

2316 a) T.ex.

b) T.ex.

¢) Ja, t.ex.

2317 Start och mél méste ligga i de
tva horn som har udda gradtal,
om det finns hérn med udda
gradtal. Finns det inga hrn
med udda gradtal kan start och
mdl ligga i vilket horn som helst
och d& hamnar start och mél i
samma horn, dvs. Eulervigen dr
en Eulerkrets.

2318 a) Ja. Den nya bron kan faktiskt
byggas parallellt med vilken
som helst av de gamla broar-
na. Bilden visar tvé alternativ.

Ny bro (1)
NA
HEH — H
HH HE
S
Ny bro (2)

b) Nej, det spelar faktiskt ingen

roll vilken bro som stingdes

av. Bilden visar tvd mojlighe-

ter.
Avstangd (alt 1)
N
H¥ H
=
HHT H
1 Avstangd (alt 2)
188 raciT

b) For att det ska bli en Euler-

krets mdste samtliga kanter
passeras precis en ging och
vagen ska starta och sluta i
samma punkt. Det krivs dér-
for minst en kant for att
komma fran den ena grafen
over till den andra, och sedan
ytterligare minst en kant for
att komma tillbaka till den
forsta grafen igen. Tvé kanter
ar alltsd det minsta antalet
kanter som behovs.

2320 a) En graf innehdller en Euler-

krets om och endast om alla
horn har ett jamnt gradtal.

(Grafen har en Eulerkrets <
Alla hoérn har jamnt gradtal)

b) Vi visar forst att om grafen

har en Eulerkrets s§ mdste
alla horn ha ett jaimnt grad-
tal: T en Eulerkrets passeras
alla kanter exakt en gdng och
man dtervinder till start-
punkten. Det betyder att
man alltid méste g4 lika
madnga ganger in mot ett
horn som ut ur det, dvs. att
antalet kanter vid varje hérn
ar jamnt. Med andra ord att
alla hérn har ett jamnt grad-
tal.

Vi visar nu implikationen &t
andra hallet, dvs. om alla
horn har ett jamnt gradtal, sa
har grafen en Eulerkrets: Vi
utgdr ifrdn att alla horn har
jamnt gradtal. D4 finns det
med sikerhet en krets i gra-
fen. Vi ska nu visa att det
mdste vara en Eulerkrets.
Eftersom vi 4r sikra pd att
det finns en krets i grafen,
finner vi en sddan. Om den
omfattar alla kanter, si har vi
redan en Eulerkrets. I annat
fall kan vi tillf4lligt ta bort
den forsta kretsen ur grafen.

2321

Det innebir att vi tar bort ett
jamnt gradtal fran de ingden-
de hornen, s att alla horn

2322 Den markerade vigen i grafen
hir nedanfor ar ett exempel pé en
Hamiltonstig eftersom den passe-

2325 a) Tex.

har fortsatt jaimnt gradtal.
Det betyder att det finns
ytterligare (minst) en krets,
som vi letar reda pd. Om
denna krets inte innehéller
alla kanter tar vi tillfalligt
bort den, och letar upp en ny
krets, tills kanterna tagit slut
eller tills vi hittat en krets
som faktiskt innehéller alla
kanter. D4 borjar vi ga lings
en krets (1). Nar vi kommer
till ett hérn som ingdr i en
annan krets (2) tar vi och gar
den kretsen forst. Kommer vi
till ytterligare ett horn dir en
krets ingr, sa tar vi den nya
kretsen (3) innan vi fortsit-
ter lings den andra (2) och
sd smaningom kommer till-
baka till den forsta (1). Fort-
satter vi pd detta sitt kom-
mer vi att gd igenom alla
kretsar, och dirmed alla kan-
ter, exakt en gang. Vi har dér-
med visat att det finns en
Eulerkrets i grafen.

T.ex.

Eftersom vandringen passerar

2323

rar varje horn exakt en gang.

N 7

A\

s

Den markerade vigen i grafen
har nedanfor ér ett exempel pa

en Hamiltoncykel eftersom den

passerar varje horn exakt en
gang och atervinder till start-
punkten. Den 4r inte en Euler-

krets eftersom den inte passerar

varje kant. -

)1

A N

a) Ja, eftersom det bara finns
tvd hérn med udda gradtal,

sd finns det en Eulervig, dvs.

en vig som passerar varje
kant precis en gang. Ett
exempel dr

ddr plogbilen alltsd kor in i
omrddet frdn en vig som

ansluter vid C, och ut frdn en

vig som ansluter vid A.

b) Fér man kan inte komma till
och frdn det vinstra hornet i
grafen, utan att passera hornet
till hoger om detta tvd ginger.

c) Tex.

2326 a) Det stdr att Hamiltoncykeln
ar en krets och i en sidan
dtervinder man alltid till
startpunkten.

b) “varje kant fir inte passeras
mer dn en gang” dr overflo-
dig information. Motivering-
en liknar den ovan. Det ér en
krets och en krets dr en vig,
dvs. man far inte passera
ndgon kant mer 4n en géng.

2327

2328

b) T.ex.

varje horn i grafen exakt en
gdng och atervander till start-
punkten, sd dr det en Hamilton-
cykel. Eftersom vandringen inte
passerar varje kant, s édr det
inte en Eulerkrets.

b) Ja, brevbiraren kan ta viigen
G-B-A-F-E-D-C-I-H.

¢) Nej, dd kommer det att fin-
nas fler dn tvd horn med
udda gradtal, vilket betyder
att grafen inte kan ha ngon
Eulervig.

2324 a) 352 km

b) Nej, exempelvis dr resvigen
Katrineholm—Orebro-Eskils-
tuna-Nyképing—Katrineholm
ir kortare, bara 311 km.

¢) T.ex.

L

d) T.ex.

2329

2330

2331
2332

2333

2334

2335

2336

Eftersom det i det hér fallet 4r
ganska arbetsamt att ga igenom
alla mojliga resvigar, sa iir nir-
maste granne-metoden ett bra
sdtt att snabbt hitta en limplig
resvig. I det hir fallet ger nir-
maste granne-metoden resvi-
gen S—D-B-C-A-S med en res-
kostnad pé 123 kronor. I det hir
fallet 4r detta dessutom den bil-
ligaste resvigen.

Varje horn har grad 2.

For att grafen ska ha en Euler-
krets méste varje horn ha jamnt
gradtal (se uppgift 2320). Om
grafen dessutom ska ha en
Hamiltoncykel fir man bara pas-
sera varje horn en gang. Det gor
man genom att g& in i hornet via
en kant och ut ur hérnet via en
annan. Detta gor sammantaget
att varje horn mdste ha grad 2.

13 hérn
a)

b) :

Y=5,H=5,K=38, ger vid insitt-
ning i Eulers polyederformel
VL=5+5-8=2=HLvs.v.

Eftersom det ér tvd kanter som
korsar varandra utan att det
finns ett horn i korsningen, sa
ir det inte en plan samman-
hingande graf. D4 giller inte
Eulers polyederformel.
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2337 a) H=1,Y=10ch K=0.

Y+H-K=1+1-0=2
V.SV,

b) Nytt horn med kant ger
H=2,Y=1lochK=1.
Y+H-K=1+2-1=2
V.SV
— o
En tillkommande &gla ger
H=1,Y=2o0ochK=1.
Y+H-K=2+1-1=2
V.SV

-,

¢) Oavsett hur kanten dras, bil-
das ocksa en ny yta. Det ger
att bide K och H 6kar med 1,
medan Y ér oforindrad. D&
giller formeln fortfarande.

Ny kant
Ny yta

O Ny I<Iant

I
Delarenytai2

O Ny dil_aia

Ny ylta

d) Dirfor att grafen maste vara
sammanhingande enligt for-
utsittningarna.

e) Det tillkommer ett horn och
en kant, men antalet ytor 4r
ofériandrat. Det ger att H och
K 6kar med 1, medan Y ar
oférindrad. D4 stimmer for-
meln fortfarande.

Nytt hdrn

Ny kant

Nytt hérn
|

>~ Ny kant
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f) Dirfor att alla plana sam-
manhingande grafer kan
byggas upp p4 just dessa sitt.
Utgd frdn ett horn. Lagg
sedan till nya horn och kan-
ter, sammanbind horn eller
ligg till vglor tills den 6nska-
de grafen erhallits.

B Blandade uppgifter

1
2
3

30 sitt
5 040 sitt

a) Sant
b) Falskt
¢) Sant

5 472 sitt

5 a) A 4r mingden av positiva udda

10

11

12

13
14

tal.

b) B ir mingden av tal delbara med
5. :

a) 4

b){cd e s tu}

c) {c,d}

4o

CCAochDCB

a) 336

b)7

¢) 4950

a) deg (A) = deg (B) = deg (E) = 2;
deg (C) =deg (D) =4

b) Det 6kar med 2

c) Ja, eftersom samtliga gradtal 4r

P
: ™~
b

a) 120 st
b) 216 st

a) {1,6,7,8,9}
b) &

o {1}

240 st

735 471 sitt

14 hérn

15

16

17

a) 30! sitt (= 2,7 - 10%2)
b) 8- 102 &r
¢) 6+ 10" universum

Nej, ingen av dem har ritt. Fargar
man alla t-shirtar i samma firg, s&

stimmer inget av pdstdendena. Det

lddprincipen kan sdga hér ér att
minst 5 t-shirtar kommer att ha
samma firg (antalet foremal ar 13
och antalet lddor ir 3).

T.ex.
a) I en handbollsturnering deltar

b)

8 lag. P& hur ménga sitt kan de
4 forsta platserna fordelas?

Hur médnga bokstavskombina-
tioner med tre bokstiaver kan bil-
das med bokstidver ur det svens-

18

19

20

21
22

23
24

ka alfabetet?

¢) P4 hur manga olika sitt kan
Elvira vilja vilka tvd bocker hon
ska kopa av de tio som hon vill
ha?

Problem som gér ut pd att finna en

optimal Hamiltonstig eller Hamil-
toncykel. T.ex. ndr man ska ta reda

pé den kortaste resvigen eller ligsta

resekostnaden vid besék i ett antal
olika orter.

K+ 7x%y + 2105y + 355 +
+ 3531 + 21x%° + 75 + 57
90 st

a) 1260 st
b) 120 st

19

a) Nej, grafen har ingen Eulervig
eftersom det 4r mer 4n tvd horn
som har udda gradtal.

b) T.ex.

25 a) Tex. A={1}; B={1,2};
Cc=11,2,3}
b) Tex. A={1}; B={2}; C=1{1,2}
26 RxXR
27 Jaa AUB={x;x € Aellerx € B} =
={x;xEBellerx EA}=BUA
28 155t
29 a) Resultaten blir lika, dvs.

[1)= 3} (0) = (3) o

n!

b) (P)=——— =
) (k) Kt (n—k)!
n!
(=) (n-k)!
_ n! _ n
(n=k)! (n—(n—=k)) (n—k)

c) Istillet for att vilja 3 av fyra, sd
kan man tinka vilken av de fyra
man inte viljer. Det gdr att gora
pd lika manga sitt. Samma reso-
nemang med att vilja 5 av 7 eller
vilka 2 av 7 som man inte véljer.

30 a) I person
b) 10 personer
c) 33 st
31 a) Ja. Om man inte &tervinder till
ett horn, s& kan man ju inte gd
ldngs samma kant.

b) Nej. Det kan g flera kanter mel-
lan samma hérn. D4 kan man
dtervinda till ett hérn, utan att
gd langs samma kant.

<)

)
32 2) 22~ 0,079
&)
2
719151 3] e
ST 2,6-10
33 48 384
1 1
3Ma) re—
V35716 10°
b) 0,0016
35 90
36 a) 0,019
b) 0,039
37 405

38 a) Det finns fyra varianter av punk-

ter: (J, ); (J, U); (U, ]) och

(U, U, dér J betyder jamn koor-

dinat och U betyder udda koor-

dinat. Eftersom vi har fem punk-

ter, finns enligt ladprincipen
minst tvd punkter av samma
sort. Drar vi en stricka mellan
tva punkter av samma sort, t.ex.
mellan punkter av typen (J, U)
och (J, U) eller (U, U) och

(U, U), kommer mittpunkten pd
strickan mellan dem alltid att ha

heltalskoordinater, eftersom
summorna av deras x-koordina-
ter respektive y-koordinater all-
tid r jimna tal och dirmed del-
bara med 2. Det betyder att vi
med sikerhet kommer att kunna
dra minst en stricka dar mitt-
punkten har heltalskoordinater.

b) Punkterna kan ju vara av de
olika slagen (J,1); (J, U); (U, J)
och (U, U) och didrmed ir det
inte sikert att mittpunkten for
ndgon av strackorna har hel-
talskoordinater. (Bdde antalet
foremal och antalet lddor ér 4
och dd kan vi inte garantera att
tvd punkter 4r av samma typ.)

39 0,3

Kapiteltest

1a){l,2,57,%,# &, @}

b) {5, &}
c)3

a) 30

b) 165

a) En vandring i grafen som passe-
rar varje ka&f}xnkl en ging.

b) Nej. Det finns fler dn tvd horn
med udda gradtal.

Rihanna ska utnyttja erbjudandet
“Kop 3 t-shirtar och betala fér 27,
Det finns 14 olika sorters t-shirtar

till salu. P4 hur ménga sitt kan hon

gora sitt kop, om hon vill kopa tre
olika t-shirtar?

6 ytor, t.ex.
grafen

6 64a'2 - 192a'% + 2404812 —
—160a°t® + 60a*b* — 1242b° + b6

7VL=(n+2)-(n+1)-nl=
=(n+2)n+ D —(n+ 1) —nl =
=(n+2-D)(n+ 1) —n=
=(n+1)n+nl-—n=
=((n+ 12— nl =2+ 2n)n! =
=n(n+2)n'=HL

8 a) Baback har antagligen ténkt att

det finns (2

4 luckor av 6, ndr ordningen sak-
nar betydelse. Da blir sannolik-

) sdtt att vilja

heten for supérvinsten %
4
Alexandra har antagligen tinkt
att vid forsta valet dr det 4 luckor
av 6 som har gron lampa, vid
andra valet (efter ett lyckat forsta
val) dr det 3 luckor av 5, osv.
Med hyjilp av multiplikations-
principen beriknar hon sedan
sannolikheten for supervinsten.
b) Sannolikheten &r %
y 11
[5) ¢
5
9 a) 120 st
b) 60 st

10 274 elever
11 x=5

12 a) 256 sitt
b) 33 st

13 1792
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14 + 1 element: 2 delmédngder
2 element: 4 delmingder
3 element: 8 delmdngder

*+ Det finns (n) sétt att vilja en

k
delmingd med k element. Det
beror pd att man ska finna anta-
let kombinationer ndr man vil-
jer k element fran » stycken utan
repetition och utan hinsyn till
ordning. Summan av alla del-

méngder blir
Hala)+ ()

n f
o)+ () + -

+ Varje element dr antingen med i
en delmingd eller sd dr det inte
med i delmingden. Vi har alltsa
2 val for varje element. Eftersom
det dr n stycken element, sd ger
det 2" olika majligheter och dar-
med lika manga delméngder.
Det kan ocksé bevisas med hjilp
av binomialsatsen genom

m=(1+1)"=

=(o)* () + -+ (u21)+ ()

192 racCiT

Differential-
ekvationer

3101 a) VL=y'+y=
=6x—6+ 3x%— 6x=3x*—6,
HL = 3x? -6, VL = HL v.s.v.
b)VL=y'-3y=
=3¢ -3 - 12=-12,
HL =-12,VL=HL v.s.v.

3102 a) F=ma
b)F=m-v'(t)

3103 a) VL= + 4y =
=—4sin 2x — 4 cos 2x +
+ 4(sin 2x + cos 2x) =0,
HL =0,VL=HL v.s.v.
b)VL=y"+y'-2y=
=127 -6~ 6 =0,
HL=0,VL=HL vs.v.

3104 VL=y'—ay=
=aCe™ —aCe™=0,HL=0,
VL =HL v.s.v. :

3105 y(t) dr antalet salda forpack-
ningar vid tiden t.
a)y'=0
b)y'=kyy
3106 a) VL=y"—2y'+ 2y =
. =2¢e" + xe* - 2(e" + xe*) +
+ 2xe* = xe*, HL = xe*,
VL =HL vs.v.
b)VL=y"+y=
=10 cos x— 5x sin x +
+ 5x sin x = 10 cos x,

HL =10 cos x,
VL =HL v.s.v.

3107 a) B'(¢) = 0,0035  B(t)

b) Bakterieodlingens tillvixt-
hastighet dr 0,35 % per
sekund av aktuell bakterie-
méngd.

c) Nej, for B(0) = 0 betyder att
det inte finns ndgra bakterier
vidt=0.

3108 a) m'(t) =k - m(r)
b) Negativ (om ekvationen

skrivs som ovan) eftersom
mingden radium minskar.

3109 Tex:A=-2o0ochb=2.
(A kan vara vilket tal som helst
men b kan bara vara 2 eller -2).

3110 o =+Vk

3111 y'=—k(y-r)dd0<r<yoch

3112

3113

3114

3115
3116
3117

3118

3119

3120

3121

3122

3123

3124
3125
3126

ddr y 4r teets temperatur vid
tiden t och r rummets tempera-
tur.

a)y=x*-x+C
byy=x*+e+C
Ay=2lnx+C
d)y:sm2x_'_C

I
a)y:?+Cx+D
b)y=e>*+Cx+D
a)y=x>+x+3
byy=2x>+5
v(t) = at+ v,
25m

a) 19,6 m/s
b) 19,6 m

1
==+C
a)y x+

b)y=C
5x3
a)yf?—13
3
b)y:x—+7x

7x_3
2272 '

x4 2

3x
==+ +x+3
)y 1 : x

a)y:—4sin§+Cx+D |
b)y=vx+C
a)y'=x*—6x+5
S
b)y:?—3x2+5x+C

1 1
A 1L,B: - C—
2 4

a) (1,2)
b) (2, 4)
c) 4

8
4

a) 1,97
b) 1,39

3127 a) 2

b) 1,98

3128 a) 3

b) -3

3129 0,02

dv 14
3130 a) ——=9,82 -~ +?
Y 78"
b) Eulers stegmetod med
h=0,1ger7,6m/s.

3201 a) y=Ce ™

b) y = Ce*
) y=Ce™*
3202 a) y = -5¢
b) y= 68—3x
C) y= e4—3x
3203 a) N' = 0,05N
b) N = Ced0>*
c) N =1500e%0%
d)2 100 st

3204 a) M = 1756503
b) Ca 200 st (203)

3205 a) N' = 0,04N; N(0) = 3 000
b) N = 3 000e>04

3206 a) y = 14597
b)3,7h

3207 a) N'=k-N
b) Ca 9 st

3208 a) N'=k N
b) N = 20¢!!t

3209 y' +3y=0

3210 y=5¢ Zellery =5 ¢ 0%
3211 f(x) = 5¢*°

3212 a) y'=ky ger y=Ce"

b) k = -0,13
3213 a) N'=-0,02N
b) 38 000 st

3214 a) y = 3¢
b) y= 5eln 2/5)x — 5(

)x

3 X
i

3215 a) N'=—k-N

b) N= 6,5 : 1010 . e~],2 $10-1t

¢) Ca 11000 &r (10 559)

d) Ungefir mellan 9 800 &r och

11 400 ar.

3216 a) y = Cg 023

b) 30 &r

¢) 130 ar
3217 a) g = Qe YIRC

b) 3,5 ps

Wk g

C) y= % R e(ln 312)x —

3218 a) y'= 0,003y
b) 490 kg
c) ¥'=0,003y—a
d) 0,6 kg/min

3219 36°C

3220 a) (1) Minskningstakten for
antalet mottagliga {or en
sjukdom dr proportionell
mot produkten av antalet
mottagliga for sjukdomen
och antalet infekterade av
sjukdomen.

(2) Tillvaxthastigheten for
antalet infekterade av en
sjukdom &r proportionell
mot produkten av antalet
mottagliga fér sjukdomen
och antalet infekterade av
sjukdomen samt mot antalet
infekterade av sjukdomen.
(3) Tillvixthastigheten for
antalet tillfrisknade (eller
antalet doda) i en sjukdom
dr proportionellt mot antalet
infekterade.

b) Summan S + I + R motsvarar

hela populationen, det vill
sdga de som &r, kan bli, eller
redan har varit smittade av
sjukdomen.

3221 a) VL=y'+4y=
=4+ 4(4x-1) = léx,
HL =16x, VL = HL wv.s.v.
b)VL=y'-2y=
=2x+1-2(x*+x) =
=1-2x%HL=1-2x%
VL =HL vs.v.

3222 A-y,B—y,C—p;
3223 a) y,= Ce*

N2
b)y, =— 2w
=5y
2x 2
:C9X____
) y=Cet-F-o

3224 a) y=Ce™> +2
b)y=Ce*-3x-1
2x 2
=Ce+xP+ =42
Qy=Ce”+x 5 t3
d)y=Ce*+ e
il 5, 1

3225 y= "+ xto
y 36 X 3

3226 Elisabeth har rdtt; man kan inte
uteldmna x-termen.

3227 a) k~—0,065 min"!
b) 28 min

3228 y=-3x’-3x+1
3229 y,= 0,16 sinx + 0,12 cos x

3230 Nej, losningen till motsvarande
homogena ekvation ger k = 1
och y'+ y = x* kan inte ha par-
tikuldrlosningen x? + 1.

3231 a) y = %6’0'5'(sin t+2cost)
b) Ay

3232 a) d—N =0,05N
dt

b) Befolkningsokningen vid en
viss tidpunkt dr 5 % per dr av
den aktuella befolknings-
mingden.

¢) Ca 17,8 miljoner invnare
skulle kommunen ha om
100 ar enligt denna modell.

d) Den exponentiella modellen

forutsitter det orimliga, att
antalet minniskor kan ska

obegrinsat.
dN
3233 a) E——XN
==l 510 107

2)/-5 730
¢) Differentialekvationen har
l6sningen N(t) = N(0)e ™.
Efter en halveringstid har vi
N(0)
2

radioaktiva kidrnor kvar.

Det ger ekvationen

*N;O) = N(())g*le/z
som i sin tur har lésningen

AoIn(/2) _In2
_TI/Z TI/Z

3234 Ja,oma= \/E
m

3235 a) y = A cos 3x + Bsin 3x
b) y =2 sin 3x
3236 k=25
(y = 2x + Ce™ + De* satisfierar
ekvationen y'' — 25y = —50x)
3237 a) y =—sin 2t
b)t=1,65s
¢) 2 cm/s
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3238 a) % =0,025N

b) N(3) = 40¢>%" 3 = 98

¢} Under en lingre tidsperiod
ir det orimligt att populatio-
nen dkar exponentiellt, efter-
som den i s4 fall antas kunna
vixa obegrinsat och bli hur
stor som helst.

d) AN kN(700 — N)

dt
e) 350 kaniner

3239 2) VL= + ¢V

HL= V2t 1 A2
=2+2 le 2l+—€7 2'—1

2 2
HL =VL;

=i
y= %e\m+ %e ¥ 1 alltsé_
en 16sning till differentialek-
vationen
b) 1,6 s

3240 Ca41°C

3241 a) Viritary, =sinyochy,=yi
samma koordinatsystem och
ser att y = sin y for smé vir-
den pd y (observera att y
mits i radianer och hir
avsitts efter den horisontella
koordinataxeln).

b) y(x) = C, sin (3,00x) +
+ C, cos(3,00x)

¢) y(x) = 0,66 sin (3,00x) +
+ 0,5 cos(3,00x)

3242 Nej, koncentrationen var som
mest 0,014 mg/ml.

3243 For b < 0 okar svingningens
amplitud med tiden och for
b > 0 minskar svangningens
amplitud med tiden. Fér b = 0
ar amplituden konstant.

194 rACiT

dv 0,25v
3244 3) E =9,82 — 05
w0)=0
b) 4,3 m/s

¢) Enligt grafen blir storsta has-
tighet ca 4,4 m/s.

P m/s

N\~

d) 20 m/s (19,6)

B Blandade uppgifter

1VL=y'+2y=
=—d4¢?*4+2.2¢*=HL vs.v.
2 VL=y"+y'=

=-2C0sXx+2CO08X—X=—X,
HL =—x, VL =HL v.s.v.
3 N'(t)=k-N()

4 Mingden radioaktivt gmne mins-
kar med 0,21 % per tidsenhet av
aktuell mingd.

: 2
5 a)y:——smzzx+x?+c
502
b)y:%—%+Cx+D

¢y=2Ilnx+C
C))/:_3cczls4x_‘_c

6 a)y=3x2-2x+3
b)y=-cosx+3
y=Inx

7 Antalet celler minskar med en has-

tighet som dr 1 % per &r av aktuellt
antal celler.

8 a)y=Ce™
b)y=Ce™
c) y=Ce*

dx

d)y:%+3x+C

9 a) y=2¢"
b)y=e"
cyy=eX*

10 K'=-0,04K och K(0) = 5 000 kr,
dér K dr kapitalet i kronor.

11

13
14

15

16

17

18

19
20

21

22

23

24

25

26

27

a) y=Ce > +2
1

— —5x E__
b)y=Ce +5 oG

) y=Ce¥*=2

y=1le™“+3x—-4

VL=y'"—a’y =

= —a?C sin ax — a*D cos ax +

+ a*(C sin ax + D sin ax) = 0 = HL

V.S.V.

a) (1,0) !

b) (2,-1)

o) y(2)=-1

y(3) =25 .
1

a) k:—z

b) C=-10

a)y'=ky [
b) 1,9 bar

y=Ce¥-2x2=2x-1
22,8
1
k=1
2
a) K(£) = =3 900e™Y + 4 500
b) 1890 000 €

Ca 60 liter
t= & dygn .
a) 1°C
b) 1 °C/min
¢) 0,7 °C/min
d) Skillnaden beror pé olika
avrundning. Per méter vattnet
till 19,5 °C vilket ger 36 minuter.
Stina anvinder temperaturen

19,95 °C vilket ger tiden
59 minuter.

—1,21-10~t

a)y=_Ce
b) 4,2 - 10" st
c) 5730 4r

mv'= mg— kv, ddr k dr nagon pro-
portionalitetskonstant.

28 a) y = 4e O
b) y= 26—(3/2)::
¢) Losningen ér av formen
y=Ce% y — 0 niir x — oo
Alltsd kan B inte var en 16sning
till ekvationen.

29 a) Varje dr fordndras mingden for-
oreningar i sjon genom att
100 kg fororeningar tillfors frén
fabriken och 10 % av den aktuel-
la midngden fororeningar foljer
med vattnet ut ur sjon.
b) y = -500e"%!* + 1 000

¢) Massan fororeningar gar mot
1 000 kg.

30 19,6°C

31 Fel, ansatsen méste innehilla en
konstantterm. En limplig ansats
kan till exempel vara y, = ax® + b.

32 a)v'+ iv =9,82

11
b) v = —21,604¢"11 1 21,604
¢) 7,9 m/s
dA dc

33 a) ) =0,324; 7= 0,158

b) Talliummaingdens forindrings-
hastighet 4r noll vid den tid-
punkt dd méngden tallium ar
maximal. Sonderfallshastigheten
hos vismut 4r lika med bild-
ningshastigheten hos bly vid
denna tidpunkt.

34 a) x(t) = A sin Vkt
b) A -k m/s

? Kapiteltest

1y =k

2 VL=y"+y'+y=
=10+ 10x - 10 + 5x2 — 10x = 542,
HIL =542, VL. = HL v.s.v.

3a)y=3+x+C

- e3x xz

] =—-"+Cx+D
/\b%y 5 Tyt

,(4 "a) g Ce’*
) ;Sce-xﬁ +6x-18

5 a)s(t) =2+ vt +s
b) 130 m

6 a) N'=0,04N
b) Tillvixthastigheten for djurpo-
pulationen ar hela tiden 4 % per
tidsenhet av den aktuella popu-
lationen.

c) N = 4004

7 Forutsittningarna enligt texten ger
att funktionsuttrycket I(x) = Ipe™**
beskriver strilningens intensitet.
Har 4r I, stralningens intensitet
utan absorberande material.

. . 1,
Nir intensiteten halverats dr den —29.

. I y
Det ger ekvationen o I an

In2
som ger att x,,, = ——.

k
8 166 m
9a)l
b) y(2) = 3,25
10 47 000 st
11 290 mbar
12 - %:k_aM;M(O) G
© M(t) = (C—k) e””+k
a a
* Medicinmingden i blodet kom-
mer att narma sig det konstanta

virdet — mg.
P
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fakultet 64
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grad 79
grafteori 78
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Hamilton, William 8g
Hamiltoncykel 85
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index 22
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Julius Caesar 40

kant 78
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kartesisk produkt 60
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kombinatoriska modeller 71
kombinatoriska problem 70
komplement 53,56
kongruens 16

kongruenser, rékneregler 19
kongruensrakning 8
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kontinuerlig funktion 8
kryptering 39, 40

kvot 13

Kénigsbergs broar 81

logistisk tillvixtmodell 130
ladprincipen 62
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mantelarea 168
multiplikationsprincipen 60
méngd 50

mangdldra 50

Navier, Louis 135
Newtons avsvalningslag 136, 154
Newton-Raphsons metod 157

ndrmaste granne-metoden 86, 96

partiell integration 166
partikularlosning 123

Pascals triangel 76
permutationer 64

plan sammanhidngande graf 89
Platon 92

platonska kroppar 92
Pélya, George 146 + *
polyeder 89 :
primtal 9
primtalsfaktorisering 9
principal rest 13

problemlésning 146

rekursiv formel 22

rest 13

riktningsfalt 116
RSA-kryptering 41

sammanhéngande graf 89
sammansatt tal 9
separabla differentialekvationer 165
Simpsons formel 149
skalmetoden 160, 162
skivmetoden 160, 162
sluten formel 22

snitt 53,56

Sophie Germain-primtal 7
stig 85

Stokes, Gabriel 135
summatecknet Y, 23

summa 23

talfoljd 22

tomma mangden 50
trivial delare 9

trad 80, 95

union 53,56
universalmangd 53

uppspannande trdd 95
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Venndiagram §6
Vigeneérekrypto 40
viktad graf 86
vig 81
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